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LAB 2: Felanalys vid 16sning av ekvationssystem.

Inledning

Nér man behandlar ett ekvationssystem
Ax=Db (1)

ar ofta matrisen A och hogerledet b behiftade med fel eller osiikerheter. De data som matas in kan t ex vara
resultat av métningar, vilka har en begréinsad noggrannhet. Dessutom kan oftast inte talen representeras exakt
i en dator, vilket ger mycket sma fel som dock kan férstoras av ett stort antal rikneoperationer. Det system som
vi arbetar med har da matrisen A + § A och hogerledet b 4 db istéllet for A respektive b. A och §b betecknar
en storning (fel) 1 A respektive b. Den 16sning vi far dr ocksa férsedd med ett fel, dx, och &r x + dx. Vi ska se
hur man kan méta storleken av ett sadant fel; A 4r ju en matris, db och dx dr kolonnvektorer. Ett naturligt
matt pa en kolonnvektor dr dess langd, den s k Euklidiska normen:

Ivlle = v7v =

Den euklidiska normen av en matris definieras som den maximala skalan i matristransformationen x — Ax, dvs

A
HAH2 — max H XHQ
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(2)

Man kan visa att den euklidiska matrisnormen #r kvadratroten ur stérsta egenvirdet till matrisen AT A.
Andra normer som ofta anvéinds dr summanormen

n
Ivlie ="l
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och mazimumnormen

¥l = e [u

och motsvarande definition av matrisnorm (byt index 2 mot 1 respektive co) i ekvation (2).
I fortséittningen kommer vi att rdkna med den euklidiska normen och vi skriver bara ||v|| och ||A]| istéllet for
[[vllo och [|All2.

Lat oss nu renodla situationen: antingen har vi en storning i hogerledet eller en stérning i matrisen, inte bada
samtidigt. Vi antar ocksa att A ar en inverterbar nxn-matris.
Vi borjar med en stérning i hogerledet: Vi vill 16sa

Ax=Db
men behandlar i sjdlva verket
A(x+ 6x) =b +0b

Hérav far vi att felet i 16sningen uppfyller
Adx = 0b

dx = A"15b (3)
Nu vill vi kunna jamfora storleken av storningen i hogerledet med storleken av felet i l6sningen. Det &r da
naturligt att uttrycka sambandet mellan de relativa felen

6Bl [lox]|

bl [l
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Av definitionen (2) av matrisnorm foljer att

L_ 4]
bl = [[Ax]| < [|Allllx]| = 7— <
1[I = [Ib]l

och tillimpat pa (3) ger detta
lox|| < [A7*][[|b]

och kombinerar vi de sista olikheterna far vi slutligen

ox _
Ioxll -y apgay
B

b

bl
Produkten x(A) = || Al|||A7Y|| kallas konditionstalet for matrisen A, och man skriver:

Il < )L 0

|
En matris med stort konditionstal sigs vara illakonditionerad. Det dr dnskvért att om mojligt undvika sadana
matriser i ekvationssystem, da sma storningar i hogerledet kan ge upphov till férhallandevis stora fel i l16sningen.

Om vi istéllet har en storning § A i matrisen med motsvarande fel 0x i 16sningen, kan vi pa liknande sétt hirleda
en analog feluppskattning:
[[ox

15A]
[[x +ox||

r(A) T4 ()

Det relativa felet i l6sningen far hér en nagot annorlunda utformning.

Laborationsuppgift

Hilbertmatrisen H,, av ordning n x n har elementen h; ; = Zﬂ%l och &r ett exempel pa en sirskilt illakonditio-

nerad matris (stort konditionstal). Hilbertmatrisen av ordning 3 #r alltsa

Hy =

W[ =
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Dessutom har MATLAB en funktion hilb(n) som genererar denna matris och en funktion invhilb(n) som ge-
nererar inversen med stor noggrannhet - dess element &r heltall Darfor lampar sig hilbertmatrisen fér var
undersdkning. Fér nagra n, titta pa H,, och H, ' samt konditionstalet x(H,,). Konditionstalet ges i MATLAB av
kommandot cond. Matrisnormen ges av kommandot norm.

1. Rita forst en graf som visar hur konditionstalet x(H,,) vixer med n. Anvind semilogy (linlog-skala: linjir
i x-led, logaritmisk i y-led).

2. For att forsta att vi har att gora med en 16msk matris, ska vi forst gora ett litet experiment som demon-
strerar dess kénslighet. Tag en Hilbertmatris av mattligt stor ordning, t ex n = 4. Vilj ett hogerled b och
16s systemet H,x = b genom att anvinda kommandot rref. Prova ocksa att multiplicera med inversen:
x = H,'b (anviind invhilb(n)!). Nu “stér” vi matrisen H,, genom att runda av alla dess element till 4

decimaler (kommandot round kan utnyttjas). Los systemet med samma hogerled med rref och jamfor

% och H”‘SPI; "’HH. Anvind uppskattningen (5) for att bestimma det

maximala relativa felet som kan uppsta pga dessa sma fel i matrisen.

resultatet. Jamfor de relativa felen,

3. Har ska vi se hur beriikningarna i 16sningsalgoritmen paverkar resultatet. Felen som uppstar ér relaterade
till kK(H,,). Vi léser ekvationssystemet H,x = b for nagot virde pa n, vélj t ex n = 10 (ej storre!). Tag b
som en slumptalsvektor (randn i MATLAB: kommandot b = randn(n, 1) genererar en kolonnvektor med
n normalférdelade slumptal - att vi anvinder denna slumptalsfunktion beror pa att den ger bade positiva
och negativa tal). Jamfor de losningar du far med rref, H,\b, inv(H,) * b och den exakta losningen
invhilb(n) * b.
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4. Gor en funktionsfil som for Hilbertmatrisen av ordning n loser systemet H,x = b exakt for ett stort
antal, N, slumpvis valda hogerled b. Tag ocksa lika manga slumpvis valda felvektorer db och 16s systemet
H,(dx) = db exakt.

(Observera att Hy,(z +dx) =b+db, Hyx =0 = H,(dz) = db). Berikna sedan

lldx||
[ES]
lldb]|

IIbll

Av alla dessa kvoter skall bara den minsta (kmin) och den stérsta (kmax) levereras som utdata. Detta
ger oss spridningen av kvoterna. Notera att enligt (4) ovan sa bor den stérsta kvoten ligga i nirheten av
konditionstalet.

5. Till sist jimfor med hjélp av semilogy spridningen [kmin kmax] gentemot konditionstalet for hilbert-
matrisen da n 16per mellan 2 och 5. Detta kan géras genom att bygga ut funktionsfilen i foregaende uppgift.

Vilka slutsatser kan du dra?

Viken betydelse har N (antalet slumpgenererade hogerled)?

Varfor maste vi oka N med storleken pa H?

Tips for sista fragan: maximalt relativfel antas da b och db har var sin speciell riktning i R™. I sjilva
verket skall b vara en egenvektor till matrisens storsta egenvérde, db skall vara en egenvektor till dess
minsta egenvirde.

Detta sista pastaende kan du enkelt kontrollera: Med kommandot [K,L]=eig(H) far du tva matriser,
K vars kolonner dr egenvektorerna till H och en diagonalmatris L med egenvirdena pa diagonalen. Lat

b vara egenvektor till storsta egenvérdet, A\,qz, till Hig och db egenvektor till det minsta, A - LOs
lldx]]

ngbuH 7 /)\\v::i och konditionstalet for Hi.

[

systemen Hyp(dx) = db och Hjg(x) = b exakt. Berikna sedan



