MATEMATIK Hjilpmedel: Inga, ej heller miniriknare
Chalmers tekniska hogskola Datum: 110316 kl. 08.30-12.30
Tentamen Telefonvakt: Emil Gustafsson, 0703-088304

TMABS841 Linjar algebra V

Tentan rattas och bedéms anonymt. Skriv tentamenskoden tydligt pa placeringlista och samtliga inlaimnade
papper. Fyll i omslaget ordentligt.

For godkint pa tentan krivs 25 podng pa tentamens forsta del (godkéntdelen). Bonuspoidng fran duggor 2011
riknas med, men maximal poing pa denna del ar 32. Fér godként pa kursen skall ockséd Matlabmomentet vara
godként.

For betyg 4 eller 5 kriavs dessutom 33 resp. 42 poing sammanlagt pa tentamens tva delar.

Losningar samt tid och plats for visning kommer att ldggas ut pa kurshemsidan. Resultat meddelas via Ladok ca.

tre veckor efter tentamenstillfillet.

Del 1: Godkantdelen

1. Denna uppgift finns pa separat blad pa vilket 16sningar och svar skall skrivas. Detta blad (14p)
inldmnas tillsammans med 6vriga l6sningar.

2.L§itu:[1 1 1]T,v:[a 1 a]Tochw:[l a 2a]T
(a) For vilka virden pa a ligger nollvektorn i Span{u,v}? (2p)
(b) For vilka vérden pa a ligger w i Span{u, v}? (2p)
(c) For vilka vérden pa a dr vektorerna u, v och w linjirt beroende? (2p)

3. (a) Definiera vad som menas med ett underrum i R™. (2p)
(b) Vektorerna [ 1111 ]T och [ 1110 ]T spinner upp ett underrum H i R%. (2p)

Bestdm en ortogonal bas for H.
(¢) Bestdm ortogonala projektionen av vektorn [ 1 0 0 0 ]T pa H. (2p)
. . . . 4 6

4. (a) Bestdm egenvirden och egenvektorer till matrisen A = | 3 _5 | (4p)

(b) Beriikna A201%, (2p)

VAND!



Del 2: Overbetygsdelen

I allménhet kan inte poidng pa dessa uppgifter riknas in for att na godkéntgransen. Normalt krivs for podng pa
deluppgift att man redovisat en fullstindig 16sningsgang, som i princip lett, eller atminstone skulle kunnat leda,

till malet.

5. Avgor vilka av foljande pastaenden som #r sanna respektive falska. For att fa podng maste
du motivera ditt svar vil. Om du hévdar att ett pastdende &r SANT, motivera varfor det
ar sant (du far hénvisa till satser i boken). Om du h#vdar att ett pastaende dr FALSKT,
illustrera varfor med ett motexempel.

(a) Om A och B dr n x n-matriser, sa géller

det(A + B) = det(A) + det(B).

010
(b)) Om A= |1 0 0 | och B ir en godtycklig 3 X 3-matris, sa har B och AB samma
0 01

nollrum.

(¢) Om A &r en inverterbar 2 x 2-matris sa &r A diagonaliserbar.

6. Lat V vara vektorrummet av alla polynom av formen p(t) = at* +bt3 + ct? +dt +e. Lat oss
kalla ett polynom symmetriskt om p(1/t) = p(t)/t*. Visa att de symmetriska polynomen
bildar ett underrum i V. Bestdm en bas for samt dimensionen av detta underrum.

7. Lat T : R? — R3 vara den linjéra avbildning som ges av

1 0 0
T (bl) = 0 5 T (bg) = 1 och T (b3) = 0 s
0 0 1
dér
1 0 1
b1 = 1 5 b2 = 1 och b3 = 1
0 1 1

Bestam avbildningsmatrisen [T']g for T relativt basen B = {b1, ba, bs}.

Lycka till!
Hjalmar

(2p)

(2p)

(6p)

(6p)



Anonym kod sid.nummer | Poédng
TMAS841 Linjir algebra V. 110316 1
1. Till nedanstaende uppgifter skall korta 16sningar redovisas, samt svar anges, pa anvisad plats
(endast 1sningar och svar pa detta blad, och pa anvisad plats, beaktas).
(a) Berédkna inversen till matrisen (2p)
1 1 0
0 -1 1
1 0 2
Lo6sning:
VAT ¢ttt tee e seooesensosonsonsosonsonsossassnsoasonsossassnsosonsas
(b) Berikna determinanten (3p)
2100
1 210
01 2 1}
0 01 2
Lo6sning:
772V P
(c) EttplanHiR?’harbasenB:{[O 1 2]T,[2 1 O]T}.Létu:[l 1 O]T (3p)
och v = [ 1 11 ]T. For var och en av vektorerna u och v, avgor om vektorn tillh6r
H, och bestdm i sa fall dess koordinater i basen B.
Lo6sning:
S Y VAND!



(d) Bestédm baser for kolonnrummet och nollrummet till matrisen

1 3 5 -2
A=121 5 1
1 2 4 -1
L6sning:
S AT it iiiiit et iiteeeeteeeaaeeeeeeaaseeeanaaseeasasanssoeeanssseanannas

(e) Anviind minstakvadratmetoden for att bestimma den riita linje som bést ansluter
till de tre punkterna (z,y) = (—1,2), (0,2), (1,-1).
Lo6sning:



1.

(a)

Loésningar TMV140, Linjir Algebra Z, 110316

Vi stiller upp den utdkade matrisen [A|l3] och férvandlar den till [I3] A~!] genom att
utfora lampliga radoperationer. Man kan bekréfta att detta ger

2 2 -1
A= -1 -2 1
-1 -1 1

Genom radoperationer och utvecklingar efter kolonn far vi

21 00 0 -3 -2 0 3 _9 0 0 4 3
121 0] |1 2 10__1 21__121_43_5
01 21 0121_012_012_12_'
0 01 2 0O 0 1 2
Vi stéller upp en utékad matris
0 2 | 11
1 1] 11
2 0| 01

Lampliga radoperationer ger trappstegsformen

| 1
| 1
| —1

S O =
SN =
S ==

Fran den sista raden ser vi nu att u inte ligger i H medan v gor det. Bakatsubstitution
ger da i sin tur att [v]g = [1/2 1/2].

Genom ldmpliga radoperationer forvandlas matrisen till trappstegsformen
1 3 5 =2

U=|0 -5 =5 5
0 0 0 O

Pivoterna ligger i de tva forsta kolonnerna och motsvarande kolonner i A, det vill
siga [ 1 21 ]T, [ 3 1 2 ]T bildar d& en bas fér kolonnrummet.

For att hitta en bas till nollrummet 16ser vi ekvationen Ux = 0. Variablerna x3 och
x4 ar fria och bakatsubstitution leder till

Tl = —2333 — X4, T9 = —T3+ Z4.

En godtycklig vektor i nollrummet ges dérmed av

I1 —2 —1
) — 23 -1 + 24 1
T3 1 0
T4 0 1

En bas for nollrummet &r da [ -2 -1 1 0 ]T, [ -1 1 01 ]T.



(e) Vi soker minstakvadratlosningen till ekvationssystemet Ax = b dér

Minstakvadratlésningen ges av % = (AT A)~1ATb. Vi har

1 -1
ATA:[l 11} 1 0 :[3 0],

-1 0 1 11 0 2
:>(ATA)‘1—1 2.0
610 3]’
5 T
m 1 11 [ 3
A b_[—l 0 1 2 | =3
—1 |
i_l 20 31 [ 1
610 3 -3 | -3/2)
vilket innebér att den réta linje som passar béast har ekvationen y = —%JE + 1.

2. (a) Nollvektorn ligger i vilket vektorrum som helst sa detta &r sant for alla a € R.

(b) Lampliga radoperationer ger

1 a|l 1 a 1
uv|iwj=|1 1la |~]|0 1—-a|a—-1
1 a|2a 0 0 2a —1

Fran detta ser vi att w €Span{u, v} om och endast om 2a —1 =0, dvs a = 1/2.
(c) Fran (b) vet vi redan att vektorerna &r linjért beroende da a = 1/2. Men i trapp-

stegsformen (5) har vi ocksa en nollrad da a = 1. Sa det dr dessa tva virden pa a som gor
att de tre vektorerna blir linjéart beroende.

3. (a) Se kursboken.

(b) Kalla de tva givna vektorerna for vi resp. va. Vi ortogonaliserar basen genom att
byta ut vo mot

1
Vo - Vq 3 1 1
V3 = V2 — - Vi = Vg — Z vlzZ 1

For enkelhets skull, 1at oss i stéllet vilja v =[111 — 3]7.

(c) Sétt u = [1 0 0 0]7. Med den nyss framtagna ortogonalbasen {vi,vs} for H kan
vi anvinda projektionsformeln

. u-vy u-vs 1 T
= =111 0 .
projgyu <v1 -v1> Vi + <V3'V3> V3 3 [ ]




4. (a) Vi beréknar forst

det(A — /\IQ) =

4— )\ 6
-3 —5-A

‘ :(4—)\)(—5—)\)—1—18:)\2—1—)\—2: A=1)(A+2),
som innebér att egenvérdena dr A\; = 1 och Ay = —2.

M =1:Vihar A—-1I, = [_33 _66] ~ [1 2:|SE°LV1: [fl}éirenegenvek-

tor.

. 6 6 11 . - 1 .
)\2——2.V1harA—|—212—{_3 _3}~[0 O]SELVQ—[_l]arenegenvek—
tor.

Dirmed har vi diagonaliseringen A = PDP~!, dér

=[5 4] el B

(b) Fran diagonaliseringen ovan hérleder vi att

_ 2 1 1 0 1 1 2 422011 9 4 92012
AP = pp2t p~l = [ -1 -1 ] [ 0 —922011 } [ 1 -9 ] = [ _1 92011 _q _ 92012
5. (a) Detta dr FALSKT. T.ex. om A = I, B = —Iy, sa dr det(A) = det(B) = 1, medan
det(A + B) = det(0) = 0.

(b) Detta &r SANT. Pastaendet kan formuleras som att systemen ABx = 0 och Bx = 0
har samma l6sning. Men matrisen AB ges av att byta plats pa forsta och andra raden i
B, sa de bada systemen innehaller alltsd samma ekvationer i olika ordning.

(Alternativt kan man anvinda att A dr inverterbar. Da géller

ABx=0 = A '4Bx=0 = Bx=0;

den omvénda implikationen &r trivial.)

11
0 1
determinant dr +1), men enda egenvirdet & A = 1 och motsvarande egenrum é&r bara
1-dimensionellt (det spénns upp av [1 0]7).

(c) Detta &r FALSKT. Ett motexempel &r A = [ ] . Denna matris &r inverterbar (dess

6. A ena sidan ir

a b c d
1/t)=—+ =+ —+ — +e.
p(1/t) t4+t3+t2+t+e

A andra sidan dr

p(t) n b L8 d L
——— =a+-+=+=+—.
4 t 2 3
Dessa tva funktioner &r lika om och endast om a = e och b = d. Om vi identifierar P4 med
R® genom att identifiera polynomet at* + bt3 + ct? 4+ dt + e med vektorn [a b c d €]’ sa

kommer V att identifieras med rummet



{labcde]l' €R*:a=cochb=d} ={a +b +c ta,b,c e R

o O O =
SO = O = O
O O = OO

Detta #r ett 3-dimensionellt underrum i R® som spénns upp av de tre vektorerna ovan.
Om vi gar tillbaka till P4 sa innebér detta att V' ar ett 3-dimensionellt underrum i P4 och
att {t* + 1,3 +¢,¢2} ér en bas for V.

. Det &r givet att T'(b;) = e;, for i« = 1,2,3. Enligt definition av matrisen for en linjér
avbildning relativt en bas sa ar

[T]5 = [[T(b1)]5 [T'(b2)5 [T(b3)]5] = [le1]s [e2]s [es]s]

B
. 10 17"
=ple= (&55) =[bibabg]'=|1 11
011
Sa det aterstar att invertera matrisen. Detta gors pa vanligt vis (se uppgift 1(a)), och det
visar sig att



