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LAB 2: Felanalys vid 16sning av ekvationssystem.

Inledning

Nar man behandlar ett ekvationssystem
Ax=Db (1)

ar ofta matrisen A och hogerledet b behiftade med fel eller osékerheter. De data som matas in kan t.ex. vara
resultat av métningar som har en begrdnsad noggrannhet. Dessutom kan oftast inte talen representeras exakt
i en dator, vilket ger sma fel som dock kan forstoras av ett stort antal rdkneoperationer. Det system som vi i
praktiken arbetar med har da matrisen A + §A och hogerledet b + db istéllet for A respektive b, dédr §A och
db betecknar en stirning av A respektive b. Den 16sning vi far kan skrivas x + dx, déar x dr 16sningen till (1).
Vi skall se hur man kan uppskatta storleken av felet dx.

Ett naturligt matt pa en vektor dr dess lingd, den euklidiska normen

Den euklidiska normen av en matris definieras som

A
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Ekvivalent &r || A|| det minsta tal sa att uppskattningen
[[Ax]| < [L A}l 3)
géller for alla x.

Lat oss forst betrakta situationen da vi har en storning enbart i hogerledet, inte i matrisen. Vi antar ocksa att
A &r inverterbar. Vi vill alltsa 16sa
Ax=Db 4)

men behandlar i sjalva verket
A(x + 0x) = b+ db.

Héarav far vi att felet i 16sningen uppfyller
Adx = db,

5x = A~15b. (5)

Nu vill vi jamfora storleken av storningen i hogerledet med storleken av felet i 16sningen, eller mer precist
sambandet mellan de relativa felen
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Anvinder vi (3) pa likheterna (4) och (5) far vi
bl =< [|A[lllx][, [Jox[| < [|A=[[|ob).
Kombinerar vi dessa olikheter far vi ™ 15b]
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Produkten x(A) = || A||||A™Y|| kallas konditionstalet for matrisen A, och man skriver
16| 16Dl
— < K(A)T—. (6)
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En matris med stort konditionstal séigs vara illakonditionerad. For sddana matriser kan alltsa sma storningar i
hogerledet ge upphov till forhallandevis stora fel i 16sningen.

Om vi istéllet har en stérning § A i matrisen med motsvarande fel dx i l6sningen, kan vi pa liknande sétt hérleda
feluppskattningen
[[6x]]
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Vinsterledet &r hir nagot annorlunda, men vi ser att konditionstalet fortfarande avgor hur kénslig ekvations-
systemets 16sning dr for stérningar.

Laborationsuppgift

Hilbertmatrisen H,, av ordning n X n har elementen h;; = och #r ett exempel pa en illakonditionerad

1
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matris (stort konditionstal). Hilbertmatrisen av ordning 3 &r alltsa
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MATLAB har en funktion hilb(n) som genererar denna matris och en funktion invhilb(n) som genererar inver-
sen med stor noggrannhet - dess element ar heltal! Darfor lampar sig hilbertmatrisen val for var undersékning.
For nagra n, titta pa H, och H, ! samt konditionstalet x(H,). Konditionstalet ges i MATLAB av kommandot
cond. Matrisnormen ges av kommandot norm.

1. Rita en graf som visar hur konditionstalet x(H,) vixer med n. Anvind semilogy (linlog-skala: linjér i
x-led, logaritmisk i y-led). Vad hénder om vi samtidigt plottar x(H,) och x(H, 1) for n < 20? Vad kan
det bero pa?

2. For att forsta att vi har att géra med en 16msk matris, ska vi gora ett litet experiment som demonstrerar
dess kénslighet. Tag en Hilbertmatris av mattligt stor ordning, t ex n = 4. Vilj ett hogerled b och 16s
systemet H,x = b genom att anvinda kommandot rref. Nu “stér” vi matrisen H,, genom att runda av
alla dess element till 4 decimaler (kommandot round kan utnyttjas). Los systemet med samma hogerled
med rref och jamfor resultatet. Kontrollera att resultatet dverensstdmmer med feluppskattningen (7)!

3. Hér ska vi se hur berdkningarna i losningsalgoritmen paverkar resultatet. Vi loser ekvationssystemet
H,x = b for nagot virde pa n, t.ex. n = 10 (ej storre!). Tag b som en slumptalsvektor (randn i MATLAB:
kommandot b = randn(n,1) genererar en kolonnvektor med n normalférdelade slumptal). Jimfor de
l6sningar du far med rref, H,\b, inv(H,) * b och den exakta losningen invhilb(n) * b.

4. Gor en funktionsfil som for Hilbertmatrisen av ordning n 16ser systemet H,x = b exakt for ett stort antal,
N, slumpvis valda hogerled b. Tag till exempel n = 3, N = 10%. Tag ocks& N slumpvis valda felvektorer
db. Motsvarande fel i 16sningen kan beréknas exakt som 0x = invhilb(n) x db; se (5). Berdkna sedan
forhallandet mellan de relativa felen i 16sningen och hogerledet, det vill siga
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For att fa en bild av hur dessa kvoter varierar, spara dem i en vektor, sortera elementen i storleksordning
(kommandot sort), och plotta resultatet. Jimfor med feluppskattningen (6). Ligger den storsta kvoten i
nérheten av konditionstalet?

5. Upprepa uppgift 4 men undersék nu vad som héander da n och N varierar. Vilka slutsatser kan du dra?



