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Kapitel 2 Matrisalgebra

I kapitel 1 studerade vi forst linjiara ekvationssystem och inforde da tva matriser. Dels systemets
koefficientmatris, dels den utvidgade matrisen (eller totalmatrisen) dir ocksa hogerleden inklud-
eras. Koeflicientmatrisen kan ocksa uppfattas som matrisen till en linjar avbildning. Det &r detta
synséitt som ligger till grund fér behovet av andra riakneooperationer d&n multiplikationen Ax. Ma-
trisaddition, A+ B, motsvarar addition av linjara avbildningar. Matrismultiplikation AB motsvarar
sammansittning av avbildningar. Matrisinvers motsvarar inversen till avbildningen.

1 2.1 definieras operationerna, riknelagar formuleras och hérleds. Du skall behirska bade definitio-
nen av matrismultiplikation och rad-kolonn regeln fér berdkning av produkten. Matristransponer-
ing kan inte motiveras enkelt med en operation pa en avbildning men &r dnda viktigt. Om u och
v ir kolonnvektorer #r u”'v skaldrprodukten av vektorerna. Den transponerade matrisen anvinds
bl.a. i minstakvadrat-metoden.

"Smygviigen” infors diverse praktiska beteckningar: A = [ a; as --- a, ] betyder att a; &r
den vektor man far av forsta kolonnen i A, A = [ aij } innebér att elementen i A betecknas a;;.
Mérk att man anviander dubbelindex, ¢ dr radindex, j ar kolonnindex. Elementet a1 star i rad 1
och kolonn 1, ay3,17 star i rad 13 kolonn 17.

Fér att "plocka ut” element ur en matris kan man skriva (A);, eller [ A LJ (A)gs dr alltsa

elementet pa rad 2, kolonn 5 i matrisen A. Hela kolonner eller rader kan man beteckna col;(A)
respektive row;(A).

I kapitel 3 inférs beteckningen A;; for den matris man far da man stryker rad i och kolonn j i
matrisen A.

1 2.2 definieras begreppet inverterbar matris. Ett anvindbart begrepp, men ténk pa att det kriver
mer kalkyler att 16sa ett ekvationssystem med matrisinvers &n genom eliminering.

Sats 8 i avsnitt 2.3 dr mycket viktig da den kopplar samman begreppet inverterbar matris med de
olika sétten att ténka om ekvationssystem, vektorekvationer och matrisekvationer, som studerades
i kapitel 1.

I 2.4 underscks hur matrisoperationerna fungerar om matriserna #r uppbyggda av mindre del-
matriser, block. Detta ar relativt vanligt i tillampningar och kan enkelt hanteras i t.ex. Matlab.
Viktigt &r att om tva matriser har blockindelning som gor operationerna méjlig sa kan addition och
multiplikation berdknas som om blocken vore skaldrer. Blocken adderas eller multipliceras sedan
som fristaende matriser.

LU-faktoriseringen i avsnitt 2.5 handlar om att lagra operationerna som leder till trappstegsformen
av ett ekvationssystems koefficientmatris. Matrisen L innehaller operationerna, U &r trappstegs-
formen. Exempel 2 illustrerar utmérkt hur det gar till att skapa L i ett enkelt fall. Det &r en god
idé att ga tillbaka till 2.2 och ldsa det mer detaljerade avsnittet om elementira matriser.

Centrala begrepp i avsnitt 2.8-2.9 dr underrum, bas for underrum, dimension och rang, som
preciserar en del av det vi mott tidigare. Underrum i R? ir origo, linjer genom origo, plan genom
origo, och hela R3. Dessa har dimension 0, 1, 2 respektive 3. En bas for linjen bestar av en vektor
som spanner upp linjen, en bas for ett plan bestar av tva vektorer som spéanner upp planet.
Séarskilt viktiga underrum i R™ &r nollrum och kolonnrum till matriser. Nollrummet &r 16sningsméng-
den till den homogena ekvationen Ax = 0, kolonnrummet dr méangden av alla b for vilka ekvationen
Ax = b &r losbar.

Matrisrang, som &r dimensionen fér kolonnrummet, eller antalet pivotelement i matrisen, ar viktigt
i vissa tilldmpningar, t.ex. inom reglerteknik. Rangsatsen beskriver sambandet mellan dimensioner
fér nollrum och kolonnrum.



Larmal:
For att bli godkédnd pa kursen skall du kunna:

Lay | Mal

2.1 | addera matriser

2.1 | multiplicera matriser

2.1 | ge exempel som visar att

(a) matrismultiplikationen inte dr kommutativ.

(b) annulleringslagen inte géller, man kan alltsa inte "forkorta”. AB = AC % B = C.
(¢) en matrisprodukt AB kan vara en O-matris trots att ingen faktor dr 0-matris.
2.1 | transponera matriser

2.1 | utnyttja rdknereglerna i sats 2.1.3 vid berdkningar

2.2 | berdkna matrisinvers

2.2 | tillampa sats 2.2.5 och 2.2.6 i problemlésning

2.3 | tillampa sats 2.3.8 i problemlésning

2.5 | bestamma LU-faktorisering av en matris dér det inte krédvs radbyte.

2.8 | definiera begreppet underrum i R™ och

avgora om en viss méngd av vektorer i R™ ar ett underrum i R™.

2.8 | definiera begreppet bas for ett underrum i R™.

2.8 | definiera begreppet nollrum, Nul(A), till en matris A,

2.8 | definiera begreppet kolonnrum, Col(A), till en matris A,

2.9 | definiera begreppet koordinater for en vektor relativt en bas och

bestdmma koordinaterna for en vektor relativt en given bas for ett underrum i R™.
2.9 | definiera begreppet dimension av ett underrum i R™ och bestdmma

dimensionen for ett underrum.

2.9 | definiera begreppet rang fér en matris och bestdmma rangen fér en matris.

2.9 | tillampa Rang-satsen vid problemltsning

2.9 | tillimpa Satsen om inverterbara matriser (The invertible Matriz Theorem,)

vid problemlésning

For overbetyg skall du ocksa kunna:

Lay | Mal

2.1 | bevisa att A(BC) = (AB)C.

2.2 | definiera begreppet inverterbar matris

2.2 | forklara varfor metoden i exempel 2.2.7 ger det 6nskade resultatet.
2.3 | bevisa sats 2.3.8.

2.8 | bevisa att nollrum och kolonnrum &r underrum i lAmpligt R™

2.9 | formulera och bevisa Rang-satsen.

Rekommenderade uppgifter

(PP é&r forkortning av Practice problems. Hér menas att du bor inleda med att gora alla dessa.
Du hittar dem direkt fére 6vningarna till respektive avsnitt.)

Avsnitt Godkéntniva Overbetygsniva
Instuderingsuppgifter Traningsuppgifter
2.1 PP, 1,3,5, 7 9, 15, 16, 25 21, 22, 23, 26
2.2 PP, 1,5 7,9, 10, 13, 18, 31, 32 | 15, 21, 23, 33, 35
2.3 PP, 1, 3 11, 12, 13 17, 21, 23
2.4 PP, 1,5 25
2.5 PP, 1,7, 9 15
2.8 PP, 1, 3, 7,9, 15-20, 23, 25 | 21, 22 27, 31
2.9 PP, 1,5, 7,11, 13 15,17, 18 19 - 27




