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tentamenstillfallet. Granskning alla vardagar 9-13, MV:s exp.

Del 1: Godkantdelen

1. Denna uppgift finns pa separat blad pa vilket 16sningar och svar skall skrivas. Detta blad
inldmnas tillsammans med 6vriga l6sningar.

2. (a) Lat
1 1 00 1 56 7
0 1 21 0 28 9
A= 1 -1 1 1 B = 0 0 3 10
0 110 00 0 4

Bestdm determinanterna av var och en av matriserna A~!, B och A~ B.

(b) Ge exempel pa viirden for a och b som medfor att systemet Cx = d har unik, ingen,
respektive odndligt manga l6sningar.

1 1 -1 1
1 -1 0

3. (a) Definiera vad som menas med att en n x n matris A &r inverterbar, samt med inversen
till en sadan matris.

(b) Lat
23] e (28] o1

Los matrisekvationen

AXB=XB+C. (1)

(c) Lat nu i stéllet A = { i 2 ] , sadan att (a —1)(d — 1) = be. Forklara varfor ekvation

(1) ovan inte kan ha en unik 16sning i detta fall.

Var god vind!

(3p)

(2p)



4. Betrakta foljande tre vektorer i R? :

(a)
(b)

vi=[1 12", vo=[4 6 1", vs=[ a -11]".
For vilket a € R &r vektorerna vy, v, vs linjirt beroende ? For detta a skriv d&ven vy

som en linjarkombination av v; och vs.

Bestdm en ON-bas {uj,us} for planet som spénns upp av vy och vy. Ange #ven
koordinatvektorerna fér u; och uy med avseende pa {vi,va}.

Del 2: Overbetygsdelen

Poéng pa dessa uppgifter kan inte rdknas in for att na godkéntgransen. Normalt krivs for podng pa uppgift att

man redovisat en fullstindig 16sningsgang, som i princip lett, eller atminstone skulle kunnat leda, till malet.

5. Avgor vilka av foljande pastaenden som &r sanna respektive falska. Alla svaren maste
motiveras, riatt svar utan motivering beldnas ej. Du far citera satser fran boken i ditt
resonemang. Om du hdvdar att ett pastdende dr FALSKT sa maste du dven illustrera
varfor med ett exempel som motsiger pastaendet.

(a)

(b)

()

Om A &r en 3 x 3 matris med egenviirdena 1,2 och 3, da finns det en ortogonalmatris
P sadan att PT AP &r en diagonalmatris.

Méngden V av alla vektorer [x Y z]T € R? dér z,y, z 4r heltal &r ett underrum i
R3.

Om A och B &ar n X n matriser med B inverterbar sadan att AB = BA, da maste
dven AB~! = B! A giilla.

Visa att de tre polynomen p1(t) = 1 + 2, pa(t) = 2+t — 2, p3(t) = t + * bildar en
bas f6r rummet av alla polynom av grad hogst 2 (P2). Ange ocksa koordinaterna for
polynomet 1 + ¢ + 2 i basen B = {p1, p2, p3}.

Lat T : Py — Py vara den linjéra avbildning som ges av derivering, dvs T'[p(t)] = p'(t).
Bestdm matrisen for 7" med avseende pa basen B for Py ovan och standardbasen
£ = {1,7f} for Pl.

Definiera vad som menas med att en n X n matris P &r en ortogonalmatris.

Lat R vara matrisen for en 45-graders rotation kring axeln genom origo och punkten
(1,2,3) i R®. Ange matrisen for R pa formen R = PMPT, dir P #r en ortogonalma-
tris.

(OBs! Det récker att ange P och M, du behover inte rédkna ut R).

Vad #r R*® ? Forklara ditt resonemang.

Lycka till!

T -1 oo T ool oo

(6p)

(6p)



Anonym kod sid.nummer | Poédng
TMAR841 Linjir algebra V. 260813 1
1. Till nedanstaende uppgifter skall korta losningar redovisas, samt svar anges, pa anvisad plats
(endast 16sningar och svar pa detta blad, och pa anvisad plats, beaktas).
. (3p)
(a) En 2 x 2 matris A har egenvéirdena —1 och 2 samt tillhérande egenvektorer [2 1]
respektive [3 Q]T. Bestam A.
L6sning:
Y72 PP
(b) Berikna inversen till matrisen (2p)
2 1 1
01 -1
1 0 2
Losning:
S N
(c) Bestdm en bas for nollrummet till matrisen (2p)
1 -1 1 -1
0 11 2
1 0 2 1
0 11 2
Losning:
Svar

Var god vind!



(d) Lat T: R? — R? vara en linjir avbildning sadan att T'(e; + e3) = 3e; + 2ey och
T(e; —e2) = bey, dir e; och e dr standardbasvektorerna i R2. Bestim matrisen for
T i standardbas.

L6sning:

I 77 ¥ o

(e) Bestdm den linje y = kz +m som i minstakvadratmetodens mening dr bést anpassad
till punkterna

(-1,2), (0,3), (2,4), (3,5).

Losning:

(f) Bestdm egenviirden och egenvektorer for matrisen

A=y 5

Losning:

(2p)

(3p)

(2p)



(a)

Loésningar TMV841, Linjir Algebra V, 130826

Eftersom det finns tva egenpar (egenvektor 4 egenviirde) till A sa &r A diagonaliserbar
och vi kan skriva A = PDP~! med

2 3 -1 0
P_[l 2]’D_[02]'
Vi maste finna

1 2 -3 2 -3
,1_ —
F _2-2—1-3[—1 2} {—1 2]

A 2 3 -1 0 2 -3 | | —10 18
112 0 2 —1 2| -6 11 |°
Vi bendmner den givna matrisen A och séker X sa att AX = I. Still upp den utdkade

koefficientmatrisen
1

2 1 100
(A I]=]0 1 -1 0 1 0
10 2 001

Da man (t.ex.) utfér radoperationerna
1
Ry <> R3, R3— R3 — 2Ry, R3 — R3 — Ry, R1 — R1 + R3, R3 — —§R3, Ry — Ry + R3

erhalls den radekvivalenta matrisen

100 1 -1 -1
010 —1/2 3/2 1
001 —1/2 1/2 1

Det giller alltsa att

I
At =1-1/2 3/2 1
—-1/2 1/2 1

Vi ska hitta en bas for det underrum till R* som bestar av alla x sadana att Ax =0
dir A ar matrisen i uppgiften. Det gor vi genom att férst hitta den radekvivalenta
reducerade trappstegsformen till A. Detta kan goras genom att applicera foljande
sekvens av radoperationer pa A:

Rs3+— R3— Ry, R4y—~ Ry — Ry, R3 — R3 — Ry, R{ — Ri + Ro.

Detta ger att

1 0 2 1
01 1 2
A~10 0 0 0
0 00O
Vi ser att x3 och x4 &dr fria variabler och att x1 = —2x3 — x4 och 19 = —x3 — 214

varvid det foljer att varje vektor x i nollrummet kan skrivas pa formen



—2%3 — x4 =2 -1
| Tx3 = 21’4 -1 —2
X = s =23 1 + 4 0
Ty 0 | 1
Méngden
-2 -1
-1 —2
11710
0 1

utgor saledes en bas for nollrummet till A.

Vi séker T:s standardmatris A = [T'(e1) T(e2)]. Det giller att e; = %(eq + e2) +

%(el —ey) och ey = %(el +e3) — %(el — e3). Linjariteten hos T" ger saledes att

T(er) = 3 T(er +e2) + 1 Tler —e) = B] s m _ m

oo T(e2) = %T(el +ez) — %T(el —e2) = % B] - % [g] - [_11} |

Dérfor ges T':s standardmatris A av
4 -1
4= [1 1 ] |

Vi maste hitta minsta-kvadratlosningen till problemet Ax = b dér

1
1
1 b=
1

Ot = W N

(Hér tolkar vi alltsa 21 som k i modellen och z9 som m, om vi byter plats pa kolon-
nerna i A sa blir tolkningen den omvénda.) Vi maste 16sa normalekvationerna

AT Ax = ATb.

Det géller att

T, |14 4 . |21
AA—[44 och Ay—14.

Saledes ges normalekvationernas utckade koefficientmatris av

14 4 21 1 0 7/10
4 14 14| 7|0 1 14/5

sa den sokta linjen utgors av losningarna till y = %x + 1—;.

Vi borjar med att hitta egenvirdena, d.v.s. alla A € R sadana att det finns nollskilda
vektorer x sa att Ax = Ax vilket dr ekvivalent med att (A — A\I)x. Vi vet att detta
bara géller om det(A — AI) = 0. Vi har att



det (A — A1) = det <[_12 :ﬂ - [3 QD = det <[1__2A _;f AD = (A=3)(A+3),

sa vi har tva distinkta egenvérden, 3 och —3. Vi behover nu hitta icke-triviala
losningar till ekvationerna (A — 37)x = 0 och (A + 31)x = 0. Saledes réknar vi

-2 —4 1 2
A== [—2 —4} - {0 o]
sa en egenvektor till egenvirdet 3 &r (—2,1). For egenvirdet —3 far vi

4 —4 1 -1
wvar=[ 4 S

Harav foljer att vektorn (1, 1) &r en egenvektor till egenvérdet —3.

Vi vet att det(AB) = det(A) det(B). Det foljer att det(A™1) = m. Determinaten
hos en diagonal matris &r produkten av diagonalen sa det(B) = 1-2-3-4 = 24.
For att finna det(A) kan vi (i det hér fallet) kanske tillata oss kofaktorexpansion. Vi
anvinder dock det faktum att radersédttningar inte féréndrar determinanten medan

radbyten &ndrar determinantens tecken och raknar

1 1 0 0 11 0 0
0 1 21 01 2 1
det(A) = det 0 —2 1 1l|7 det 00 5 3
0 1 10 00 -1 -1

1 1 0 O] 11 0 O

01 2 1 01 2 1

= —det 00 -1 1 = —det 00 -1 1 = -2
00 5 3] 00 0 -2

Saledes dr det(A™!) = —1/2, det(B) = 24 och det(A™'B) = —1 - 24 = —12.

Vi skriver upp systemets totalmatris och radreducerar till trappstegsform (Rg +—
—(R2 - 2R1), R3— R3 — Ry, R3 — Rs+ 2R2) och far

1 1 -1 1 11 -1 1
2 1 3 bl~1]0 1 =5 2—-b
1 -1 a O 0 0 a—9 3—-2b

Vi ser att om a # 9 s existerar en unik 16sning for varje véirde pa b. Om a = 9 sa
finns det odndligt manga losningar om b = 3/2, annars ir systemet inkonsistent.



3.

(a)
(b)

Se boken.
Addera — X B till de bada leden i ekvationen och vi erhaller

AXB=XB+C& AXB-XB=C& (A-—1)XB=C. (2)

Det ar latt att inse att savil matrisen A — I som matrisen B ar inverterbara och
eftersom de ar sa sma kan vi tillata oss att rikna ut dessa inverser. Algebraiskt géller

det att losningen ges av
X=A-1"'cB™ (3)

aso=fa =[5

o, [3 -4
=35

Vi har att

och

sd om vi sétter in dessa och den givna matrisen C' i (3) sa far vi att
w2 “1ofs —4_[7 -10
-1 1)1 2| |-2 3] |-4 6 |
(Notera att for storre matriser sa bor man definiera en ny okédnd matris Y = XB
och substituera i (2) och Gauss-elliminera motsvarande totalmatris [(4 — I) C]. D&
finner man alltsa Y och kan sedan lésa X B = Y genom att 16sa BT X7 = YT medelst

Gauss-eliminering av [BT YT} ~ [I XT]. Dessa riakningar kan man naturligtvis
ocksa genomfora i det aktuella fallet.)

Om
a b
a=[e
sa dr det(A—1) = (a—1)(d—1)—cb. Att (a—1)(d—1) = cb &r alltsa liktydigt med att

det(A—1I) = 0 och da ger satsen om matrisers invertebarhet att den givna ekvationen
ej kan ha en entydig 16sning sa fort man insett att ekvivalensen i (2) géller.

For att vektorerna vq, vo och vg skall vara linjirt beroende maste det finnas skaldrer
r, s och t, ddr nagon ar nollskild, s& att rvi + sve +tvsy = 0. Vi behover alltsa avgora
for vilka vérden pa a som detta homogena system har icke-triviala losningar. Foljande
sekvens av radoperationer:

1
Ro+— Ry — Rl, Rg — R3 — 2R1, R3 — —*Rg, R3 <~ RQ, Rg — Rg — 2Ry

7
ger att
1 4 5
[Vl Vo Vg] ~ [0 1 3
0 0 a—11

Om a = 11 sa ser vi att den sista kolonnen ej &ar en pivotkolonn, vilket &r liktydigt
med att den homogena ekvationen har icketriviala losningar, vilket i vart fall innebér
att de tre vektorerna ar linjért beroende.



5.

(a)

(b)
(c)

For att, med a = 11, kunna skriva vy = [5 11 —ll]T som en linjarkombination
av vi och vy sa maste vi alltsa hitta x1 och xo sa att x1vy + z9ve = v3. Men de
redan genomforda rdkningarna kan tolkas som framatfasen i losningsprocessen av

detta system och vi kan avsluta med radoperationen R; — R; — 4R, d.v.s.

1 4 5 1 4 5 1 0 -7
0 1 3 =(0 1 3[~ (0 1 3
0 0 a—11 000 00 O
Vi har alltsa att v3 = —7vy + 3va.
Vi har att vi - vo = 12 sa de bada vektorerna &r ickeparallella och deras linjara

holje &r alltsa ett plan. For att hitta en ON-bas for detta sa anvidnder vi Gram-
Schmidts process. Vi normaliserar vi och viljer den resulterade vektorn om var forsta
basvektor, u;. Dérefter rdknar vi ut det ortogonala komplementet av va:s projektion
pa u; och normaliserar den erhallna vektorn. Resultatet dr var sokta vektor uo. Alltsa,

1 1 1
u; = — V1 =

R 1 ,
Ml = V6 |y

4 1 1 1 2
Wo = Vg — Projy, (v2) =ve — (vo-uj)u; = [6| —12- — - — |1| = | 4
" 1 V6 Vo o] |3

och slutligen

1 1
u2: Wo —=

2
[wall ™~ V29 |

L )

Med andra ord ar

I T

, 4
V6 V29 | _
2 3
en ON-bas for
span ({vi,va}).
Koordinatvektorerna for uy och us med avseende pa vy och v dr da [% 0] respek-
1ve \/@ \/@ .
Falskt. Om PTAP = D sa sir A = PDP7 vilket innebér att A #r symmetrisk (A7 =

A). Sa om A &r en trianguldr matris med diagonal 1, 2, 3 och nagot nollskilt element
utanfor diagonalen sa dr pastaededet inte sant.

Falskt ty 1/2 x [1 1 1]T ligger ej i V.

Sant. Om A och B dr n X n matriser med B inverterbar géller:

AB=BA <— A=BAB ! «— B 'A=A4B"!



6.

(a)

Vi stéller upp utokad koefficientmatris:

varur bakatsubstitution ger oss kooordinatvektorn [1/2 1/4 3/4]T i basen B. Vi
ser ocksa att koefficientmatrisen har full rang sa {p1, p2, p3} &r linjért oberoende och

alltsa bas for Ps.

Matrisen for T bestar av basvektorernas bilder i kolonnerna. Vi har T'[p1] = 2t, T[p2] =
1 — 2t och T[p3] = 1 + 2t, vilket ger matrisen

0 1 1
2 -2 2

Se kurslitt.

Vilj en vektor, ortogonal mot [1 2 3], till exempel [2 -1 O]. Vilj sedan en vek-
tor, ortogonal mot bade [1 2 3] och [2 -1 O] , till exempel genom att radreducera

1 2 3 1 0

2 -1 0 0 1
vilket till exempel ger 16sningen [3 6 —5].
Litu=1/v5[2 —1 0], w=1/VI4[l 2 3] ochv=1/y70[3 6 —5] .

Da bildar {u,v,w} en ON-bas.
I denna bas ges en vridning 45 grader av

1/vV2 —1/vV2 0
M=11/v2 1/v2 0|,  (1/V2=cos(45°) = sin(45°))
0 0o 1

Uoxotw

dar kolonnerna ar basvektorernas positioner efter rotationen.
Rotationen R ges i standardbasen av

x — P lx— MP 'x — PMP 'x = Rx,

dvs R=PMP~' = PMPT, dir P = [u v W] dr en ortogonalmatris.

R® = PMBPT = P(M®)5PT = PI°PT = PPT = I, ty P #r ortogonal. Man kan
ocksé se det geometriskt; RS roterar ett helt varv (45° = 1/8-varv), dvs R® = I och
dirmed ocksa R*® =T ty 6 varv.



