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1.1 Linjara ekvationssystem

Linjar ekvation: )’ a;x; = b ,a; koef ficienter (reella tal)

Flera ekvationer kan forma ett system:
a11x1 + -+ alnxn — b1

Am1X1 + o+ A Xy = by
m ekvationer, n obekanta x

Ofta bra att samla a;; och b; | matriser.

g
Fraunhofer CHALMERS

Research Centre
Industrial Mathematics



1.1 Matriser

Rektangular uppsattning reella tal (skalarer).

En mxn-matris har m rader och n kolumner ) _
Matrisaddition, subtraktion & multiplikation med skalar elementvis.

Matrismultiplikation (kommuterar ej AB + BA)

11 b11 k
A-B = : . —
aAm1 . nk
A4 A31
(B -+ Bil=| . :
A, A.B; - A,B

ALB] = ailblj + Clizsz + -+ ailblj + ambnj
Notera: n matchar i A och B & AB ar mxk.
Notera: A[B1 -+ By]|=[AB; -+ ABy]
En matris med 1or pa diagonalen och nollor i 6vrigt kallas identitetsmatris
(enhetsmatris) och betecknas I.
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1.1 Linjara ekvationssystem pa matrisform

{ a11X1 + -+ AnXn = b1

A1 0 Qun
. ‘e N — A

Am1 °° Amn
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1.1 Losningar till linjara ekvationssystem

Vi ska l0sa linjara ekvations-system Ax = b

Ett linjart ekvations-system kan ha

* Enunik l6sning x

* Ingen lGsning

« QOandligt manga lIésningar (beskrivs med hjalp av
parametrar och kallas parameterlosning)

Tva ekvations-system ar ekvivalenta omm de har samma

|0sningsmangd.
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1.2 Eliminationsmetoden (Gausselimination)

Satt upp utdkade matrisen [A b]
Omforma till ekvivalent (samma |I6sningar) system som ar enkelt att I6sa.
Standardmetod i tva steg:
Steg 1. Omforma till 6vre-triangulart trappstegs-system med hjalp av elementara
radoperationer:
« Skalning av rad med konstant skilld fran 0.
 Radbyte
« Erséatt rad med raden + multipel av annan rad.
En kolumn i taget fran vanster.

Byt rader for att fa sa triangulart som mojligt.

Anvand en rad for att fa nollor i kolumnen i raderna under.
Steg 2: Skapa nastan identitetsmatris till vanster (unik reducerad trappstegsform).

En kolumn i taget fran hoger.

Normera rad for att fa en etta langst till vanster.

Anvand raden for att fa nollor i kolumnen i raderna over.
Tre fall:
« Om motsagelse sa ingen l6sning
«  Om kolonner utan pivotelement s& parameterldsningar
* Annars unik I6sning
Réakna nerifran och upp till I6sning(ar).
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1.3-1.6 Vektorer

En vektor ar en n-tuppel av tal eR (eller €C).

Mangden av alla vektorer med n element betecknas R™.

Geometriskt ar en vektor en pil med langd och riktning, men utan fast position.
Kan tex representeras med pil fran origo till en given punkt.

Vektoraddition beréknas koordinatvis: Geometris\td: ! e
x*(a,b) +y*(c,d)=(x*a+y*c,xxb+yx*d) %% |

En linjarkombination av vektorerna i {vl, T vp} ar en summa c;vq +
-+ + c,v, med skalara vikter {¢1, -, Cp},

Mangden av alla linjarkombinationer av vektorerna i en mangd {vy, -+, v,} (den
del av R™ som mangden spanner upp) kallas spannet (linjara hoéljet) av
vektorerna, span{vl, T vp}
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1.3-1.6 Ax=Db igen

Ax ar linjarkombination av kolumner | A med vikter i Xx.

EKVIVALENTA:

Ax=Db har losning for varje b 1 R™

Varje b 1 R™ ar en linjarkombination av kolumner i A
Kolumnerna i A spanner upp R™
Radreducerade A har pivotelement i varje rad
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1.7 Linjart beroende

En mangd vektorer (Vv = Up}ignar linjart beroende
omm det finns skalara vikter {€1»  --»  Cp} (som inte alla &r 0) s& att

v + -+ vy =0

Med andra ord: nagon vektor gar att uttrycka som en

linjarkombination av resten.

Linjart beroende — linjarkombination: |6s ut v; (med c¢; # 0)
Exempel: 1v; —2v,+3v3=0 & v, = %vl + %vg

Linjarkombination — linjart beroende:

flytta dver allt till vanster eller hogerled (med resten av c; = 0)

Exempel: v, =3v;—-v, & 3v;—v,+ 0v;—v,=0

En mangd vektorer {V1, ..., Vp}arlinjart oberoende
om enda lésningen till ¢,V + -+ + ¢, = 0
ar att lata alla c vara 0.
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1.7 Linjart beroende
Om p>n ar mangden alltid linjart beroende (Theorem 8).
C1
A=[V1 = V] «x=|: Ax =0 & civ; ++ v, =0

C
p
Homogent system med fler variabler an ekvationer har alltid
parameterlésning, dvs finns I6sning x + 0.

Om mangden innehaller nollvektorn ar méangden alltid linjart beroende
(Theorem 9).

Om v; &r nollvektorn sa satt ¢; = 1 och resten av ¢, = 0
iV + -+ v, =1y =0

\JBL[\
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1.8 Transformation/avbildning/funktion/mapping
En transformation T fran R™ till R™ &r en regel som till
varje vektor x € R™ tilldelar en vektor T(x) € R™
R™ ar definitionsméngden (domain)

R™ ar malmangden (codomain)
Mangden av alla T(x) kallas vardemangden (range).

En transformation T ar linjar omm

T(cu+ dv) = cT(u) + dT (v)
Ett nddvandigt, men inte tillrackligt, krav ar T(0) =0

Hallgs
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1.9 Matrisen for en transformation

Varje linjar transformation T(x) fran R™ till R™ ar en matris-
transformation T(x) = Ax med unikt A.

A har som kolumner avbildningarna (transformationerna)
av basvektorerna till R™. Dessa basvektorer {eq, -, e,} ar
ocksa kolumnerna i identitetsmatrisen.

A= [T(ey) ... T(en)]

X1
x=Ix=[e1 - en] [ Pl =xe0 + -+ xpey,
Xn ‘
T(x) =x1T(e) + - +x,T(ey) =[T(ey) -+ T(ey)] [ | = Ax
Xn
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1.9 One-to-one & ONto

T:R™ - R™ ar surjektiv (onto) om varjey i R™
ar avbildningen av minst ett x i R"

T:R™ - R™ ar injektiv (one to one) omvarjeyi R™
ar avbildningen av hogst ett x i R"
Sats: T ar surjektiv (onto) omm As kolumner spanner upp R™

Att As kolumner spanner upp R™ betyder att alla b € R™ kan
skrivas som linjarkombinationer av kolumner i A.

Vilket ar samma sak som att Ax=b har I6sning for alla b.
Vilket ar ekvivalent med definitionen av surjektiv.
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1.9 One-to-one & Onto
Sats: T ar injektiv (one-to-one) omm T(x)=0 bara har den triviala I6sningen x=0.

=

One-to-one betyder att T(x)=0 har hogst en I6sning, och x=0 ar alltid en 16sning till
linjara homogena system, alltsa inga andra I6sningar an x=0.

< (motsagelsebevis)

Vi antar alltsa att det bara finns I6sningen x=0.

Antag nu ocksa att T inte ar injektiv.

Da finns nagot y sa att bade T(x;) = y och T(x,) =y, (x; # x5).

DaarT(x; —x;)=T(x) —T(x;) =y—y=0o0ch x; —x, # 0.

Dvs det finns inte bara den triviala l6sningen,vilker ar en motsagelse, alltsa maste T
vara injektiv.

Sats: T ar injektiv (one-to-one) omm As kolumner ar linjart oberoende.

T inj. omm T(X)=Ax=0 bara har den triviala Idsningen enligt satsen ovan.
Att Ax=0 bara har den triviala I6sningen ar ekvivalent med definitionen av linjart
oberoende for As kolumner.
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2.1(1) Matrisrakning

En diagonalmatris ar en matris med nollor utanfor diagonalen {a;;}

Matrismultiplikation ar associativ, vilket betyder att man kan
satta paranteser och utfora multiplikation i vilken ordning man
vill, tex ABC = (AB)C = A(BC(C)

x))=(BA)(X)
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2.1(2) Matrisrakning

AB # BA
Matrismultiplikation:
By
ABU — [Ail Aiz ] BZ] = AilBlj +AiZBZj + -

Ak = A x...x A (k st), alltsa inte elementvis (aij)k
A =1 (def)

Transponat: rader blir kolonner och tvartom
(A+B)'=A" + B

(AB)T= BT AT
Y
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2.2 Matris-invers

Rakna med matriser som med vanliga tal ungefar,

Men kom ihar att multiplikation inte kommuterar.

Och "division” ar speciellt och kraver matrisinvers, vilket inte
alltid finns.

Vi skriver alltsa inte £ utan B~'A eller AB~! och de tva &r inte

samma (mult. kommuterar inte).
Tank pa att manga operationer egentligen ar “division”, tex
AB = AC & B = C, vilket alltsa bara galler om invers till A finns,

AB =0 = A = 0eller B =0, vilket bara galler om invers till B

respektive A finns.
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2.2 Matris-invers

A (kvadratisk) ar inverterbar om det finns en matris A~! sadan att
AA 1 =1 och A 'A=1

Annars kallas A singular.

Sats: inversen ar unik om den finns.
Antag att B & C bada ar inverser till A. B=BI=BAC=IC=C

Finns invers till A s har Ax = b unik I6sning x = A™'b for alla b
jfr ax=>b (:)%x = g@x=g (om a#0)

Ax =bo A 'Ax = A~ b © x = A~1b (om invers finns)

(AT) 1_ (A 1)T (AB)_1= B—lA—l

ﬁ%}
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2.2 Matris-invers

[AI]~[I A™'] Gaér detinte s &r A inte inverterbar.

Elementéar radoperation pa A kan representeras EA.
E fas genom att gora samma operation pa |. Tex

1 0 O 1 0 O 1 0 O
Eskalning rad3medk = (0 1 0 Eradbyte rad2&3=(0 0 1 Eqdd. msradstiirasz =10 1 m
0 0 k 0O 1 0 0 0 1

Eftersom operation reverserbar sa finns invers till E.

Antag A inv.bar. Da ar Ax=b Iosbar for alla b. Da finns pivotposition i varje rad, och den
reducerade formen av A &ar da |I.

Antag A~l. DA ar alltsd £, - E;A = [ = A = (E, ---El)_1 dvs A &r inv.bar och A1 =
((E, - E)™H 1= E,-Ey=E, - E;l

FOr 2x2-matris: A= [? 3] A1 = adibc _dC —ab]

Ar ad-bc=0 sd ar A inte inverterbar.

OBS: Vill man bara l6sa Ax=b sa berakna inte invers utan bara kor
radrecucering pa utdkade matrisen.
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2.3-2.4

F6ljande ar ekvivalenta for en n*n-matris A

« Aarinverterbar

« A har n pivotelement

« Ax=0 har bara den triviala I6sningen x=0
« Kolumnerna i A ar linjart oberoende

* Ax=Db har alltid I6sning

Blockmatriser

« Dela in som man vill | rektangulara block

« Rakna som vanligt med med block som element

« En blockdiagonal matris ar inverterbar omm varje block pa
diagonalen ar inverterbart.

PR
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2.5 LU-faktorisering

A=LU mxn

L mxm vanster/under-triangular med lor pa diagonalen

U mxn 6vretriangular trappstegsmatris

L beskriver radoperationerna for att géra om A till U (eller egentligen U till A).
Om radbyten kravs for att fa A till U sa blir inte L triangular, men "triangular med
permuterade rader’.

Varfor?

Ax=b LUx=b Ux=y Ly=b

Triangulara system snabba att I6sa.

Los forst Ly=b for att fa y och sedan Ux=y for att fa x.

Hur (i fallet utan radbyten)?

Reducera A till U med radoperationer.

L avlases kolumnvis fran pivotelement och nedat innan nollor skapas i den
kolumnen under pivotelementet, och sedan normerar vi kolumnvis sa att
diagonalen far ettor.

g
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2.8 Vektor-rum

Ett (under)rum (till R™) ar en mangd H i R™ med egenskaperna:
* Nollvektorn ar i H.

« OmuochvariH,saaru+viH.

« OmuariHochcéarskalar, saarcuiH.

En bas for rummet H & en mangd linjart oberoende vektorer
som spanner upp H, dvs alla vektorer i H kan uttryckas som
en unik linjarkombination av basvektorerna.

\JBL[\
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2.8 Vektor-rum

Col A: alla linjarkombinationer av kolonner i A
Bas: A~B, kolla pivotkolonner i B, ta motsvarande kolonner i A

Ax=0 och Bx=0 har samma losningar,
dvs kolumner i A och kolumner i B har samma linjara beroenden.
Darfor kan vi identifiera pivotkolumner i B och ta motsvarande kolumner i A

som bas for Col A.
Row A: alla linjarkombinationer av rader i A
Bas: A~B, B trappstegsform, ickenollrader ur B
Row A = Row B och rader i B &r lin. ober. sa de funkar som bas.
Nul A: alla I6sningar till Ax=0 (nollrum till T(x)=Ax kallas kernel of T)
Bas: varje parameter i l6sning ger en basvektor

Col A och Row A ar uppenbart rum.

Nul A:

A0=0, sa 0 ligger i Nul A.

Acu=cAu=c0=0, sa cu ligger i Nul A om u gor det.
A(u+v)=Au+Av=0+0=0, sa u+v ligger i Nul A om u och v gor det.

Y
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2.9 Koordinatvektor

Vektorn x's koordinater i basen B = {by, -+, b,,} kan skrivas

C1
unikt som koordinatvektorn [x]z = [ : ]

C

p

C1
Cp
1
Alltsa kan vi losa for | : ] genom att stélla upp [B x]~ ---
Cp
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2.9 Dimension av rum

Dim(H)=antal vektorer i bas for H
Rang(A)=dim(Col(A))=dim(Row(A))
Rang(A)+dim(Nul(A))=n (A har n kolonner)

A~B (radreducerad)
Antal pivotkolumner i A och B = antal ickenollrader i B
Darfor ar dim(Col(A))=dim(Row(A)) och vi kallar det Rang.

Rang(A) ar antal pivotkolumner.

Varje ickepivotkolumn ger en fri variabel och en basvektor for
Nul(A).

Sa Rang(A)+dim(Nul(A))=n

g
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2.9 Notera

H p-dimensionellt underrum till R™.
Alla mangder med mer an p vektorer ar linjart beroende.
Alla lin.ober. mangder med exakt p vektorer ar baser for H.

Alla mangder med exakt p vektorer som spanner upp H ar
baser for H.

S = {vl,---,vp} H = span §
Om en vektor v i S ar en linjarkombination av resten, sa

spanns H upp aven om v tas bort ur S.
Pa sa vis kan man jobba sig fram till en bas for H.
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2.9 Notera

Foljande ar ekvivalenta for en nxn-matris A:
« Ainverterbar

« As kolumner ar en bas for R

« ColA=R"

* Dim (ColA)=n

 Rang(A)=n

* Nul A= {0}

« Dim(NulA)=0

& B

i

ol A
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3 Determinant av (kvadratisk nxn) matris:

aj; 0 Qip det([a]) = a
det(A)=|4| = | : : a b
det ([ ) = ad — bc
Apn1  ° Qupn c d
n
Utveckla langs valfri  det(4) = z ai(—1)"*det(4;) 4, ; &r matrisen
rad: Tfl=1 man far om man
it raderar rad | och
eller kolumn: det(4) = Z a;j(—1)" det(4;;) kolumn j fran A.
i=1

Om A triangular sa det(A)=produkt av diagonalelement

det(AB) = det(A4) det(B) det(4 + B) # det(4) + det(B)
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3 Determinant av (kvadratisk nxn) matris:

Elementéara radoperationer (kolonn-op pa samma satt):
« Addera mult av rad till annan rad: andrar ej det
« Radbyte: byt tecken pa det

« Skala rad med k: skala det med k
Betrakta exempel pa radoperationer som mult. med elementara matriser:

1 0 O]
det(Eskaming s A) = det([o 1 0 ) * det(A) = k = det(A)
0 0 ki
1 0 O]
det(E gqgmuie * 4) = det([o 1 m ) * det(A) = 1 = det(A)
0 0 1.
1 0 O 0 1
det(Eyqapyte * A) = det([o 0 1]) « det(A) = 1+ det ( 1 0]) « det(A) = 1 % (=1) * det(A)
0O 1 0
detA = detA”

det(cA) = c"det(4)

(skala varje rad) (utveckla langs rad i A ar samma

sak som att utveckla langs
kolumn i AT)
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3 Determinant och area/volym:

Det(A) ar lika med arean/volymen av
parallellogram/parallellepiped som spanns upp av
kolumnerna i A.

Om T ar en linjar transformation bestamd av A och S ar en
andlig region sa ar "arean/volymen” av T(S) lika med
determinanten av A multiplicerat med aream/volymen av S.

Hallgs
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3 Determinant och inverterbarhet

A ar inverterbar omm det(4) # 0
Radreducera till trappstegsform.

For ickeinverterbar A fas nollrad.

Utveckla det(A) langs nollrad. det(4) = 0

For inverterbar A fas nollskillda pivotelement pa diagonalen.
det(A) = produkt av diagonalelement # 0

Finns explicit formel for inversen med hjalp av determinanter,
men | praktiken ar den metoden vi redan lart oss oftast battre.
€11 " Om

. ' ] Cij = (—1)i+jd€tAij
Cin " Cnn

A
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3 Cramers reqgel

A Inverterbar
Ax=b har unika losningen x med x; = 25442
A;(b) ar Amed kolumn i ersatt av b.

Oftast ar de metoder vi lart oss forut battre for att berakna x,
men ibland ar denna regel anvandbar.

Fhdan
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4.1-4.3 Vektor-rum inte bara 1 R™

Kap 4 jamfort med kap 2:

Den enda skillnaden ar att vi i kapitel 2 jobbade med R™.

Nu jobbar vi ett generellt vektorrum, men allt fungerar som vanligt (men generella
vektorrum kan vara oandligt-dimensionella).

Definition vektorrum: en mangd V av objekt kallade vektorer med tva operationer
kallade addition och multiplikation med skalar dar foljande géller for alla u, v och w i

V och alla skalarer c och d.
1. u+vliggeriV

2 u+v=v+u

3. (utv)+w=u+(v+w)

4. Det finns vektor 0 sa att u+0=u

5. For varje u finns —u sa att u+(-u)=0
6. culiggeriV

7. c(ut+v)=cu+cv

8. (c+d)u=cu+du

9. c¢(du)=(cd)u

10. 1lu=u (mult med skalaren 1)

»Jin“

*@E‘;
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4.4-4.5 Koordinatsystem

x ar koordinater for punkten x | standardbasen

|x]z ar koordinater for punkten x i basen B

Pg =[by .. by] &rinverterbar eftersom B &r en bas.
€1

Pglxlg =[b1 ... byl : ] =cby+ -+ c b, =x
CTL

x = Pglx]p [x]p = Py~ lx
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4.4-4.5 Koordinatsystem

|x]g ar unik.

Antag att vi ocksa har d;b; + -+ d,b,, = x
O=x—-x=(y—d{)by + -

Eftersom by ... b,, ar lin. ober. sa ar alla ¢; — d; = 0, dvs ¢; = d;

x kan ligga i ett generellt vektorrum V
|x]5 ligger i R™
x — |[x]g &r en one-to-one, onto, linjar transformation (isomorfism)
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4.6-4.7 Varfor byta bas?

Tex for att vissa operationer blir enklare 1 en speciell bas, tex
spegling i linje:

(=5) b

| den nya basen speglas c;b; + ¢, b, till c;by — ¢, by, dVS
T(x) = Ax med den enkla matrisen A = [(1) _01]
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4.6-4.7 Basbyte

B = {by, - b} och C = {cq, -, c,} &r tva baser for V.
Da finns en unik basbytesmatris P sa att
[x]c = Peeplxlp  [xlp= Pecp '[x]c Ppcc =Pcep

Tre satt att berakna basbytesmatrisen:

Pecp = Pc_lpB
([x]c= Pc_lx = Pc_lpB [x]5)

1

Pcep = [lb1lc . [bnlc]
(PC_1PB = Pc_l[b1 o byl = [Pc_lbl PC—lbn] _ [[bl]c [bn]c])
|Pc Pgl~|I Pcgl
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4.6-4.7 Basbyte for transformation

A matris for transformation i basen B.

Vad ar matrisen for transformationen | basen C?

Tank sa har:

1. Vi startar ju nu med vektorer v i basen C.

2. Byt fran C till B, dvs applicera Pz, alltsa Pg.-[v],

3. Applicera transformationen A, alltsa A(Pgc[v]¢)

4. Byt tillbaka fran B till C, dvs applicera Pz~ 7, allts&
PB<—C_1(APB<—C [U]C)

Transformationsmatrisen i basen C blir alltsd Pg. .~ APg. .
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4.7 Hantera generella vektorrum via koordinatvektor

Kapitel 2:

n

Kapitel 4.
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4.7 Matris for transformation av koordinatvektor

B bas for V & C bas for W

IT(x)]c = Mlx]g
M =[[T(bp)lc .. [T(bp)lc]

[T(x)]c = Pc_lT(x)

— Pc_lT(PB [x]5)

=P [T(by) -+ T(by]lx]p
=[Pc'T(by) =+ P~ T(bn)llxlg
=[[T(b)lc - [Th)lcllx]p

Om V=W och B=C sa kallas M for B-matrisen for T; [T]z
JirA =|T(eq) ...T(e,)]

m
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5 Egenvarden & egenvektorer

Ax = Ax Aegenvarde xegenvektor (# 0)
dvs (A — AM)x = 0 har icketriviala losningar

dvs (A — Al) ej inverterbar
dvsdet(A—Al) =0
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5 Berakning av egenvarden

Detta kallas den karaktaristiska ekvationen, vansterledet ar ett polynom
avgradnomAarnxn.

Ldsningarna till denna ekvation ar egenvardena.

For n=2 finns ju exakt formel. For hdgre n sa far man forsdka
faktorisera polynomet (Matlab etc I6ser numeriskt).

Egenvarden kan forekomma med multiplicitet storre an 1 (betyder att
faktorisering har faktorn (A-a) multipelt).

Det finns alltid exakt n I6sningar (om man tillater komplexa egenvarden
och raknar med multiplicitet).

Egenvardena till triangular matris ar diagonalelementen.
a1 —A ? ?
det(A — }\1) — det 0 a22 — }\ ? — (a11 - 7\)(6122 — }\)
0 0 "

\JBL[\
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5 Komplexa egenvarden

Aven om A ar reell, sd kan man f& komplexa egenvarden
och egenvektorer.
De forekommer i sa fall i komplexkonjugerade par.
Anta att A ar egenvarde med egenvektor Xx.
AX = Ax = Ax = AX ty
(a + bi)(c + di) = (ac — bd) + (bc + ad)i
= (ac — bd) — (bc + ad)i
(a + bi) * (c +di) = (a — bi)(c —di)
= (ac — bd) — (bc + ad)i
Alltsé ar aven A ett egenvarde med egenvektor x.

g
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5 Egenvarden till inverterbar matris

Nagot A=0 betyder att Ax=0x=0 har icketriviala lI6sningar,
vilket betyder att A inte ar inverterbar,
Sa A inverterbar omm inget egenvérde &r O.

g
Fraunhofer CHALMERS

Research Centre
Industrial Mathematics



5 Egenvektorer

Hitta egenvektorer genom att satta in egenvardena A |
(A—A)x =0 och lésa for x.

Det blir alltid parameterldsningar till varje A.
Representera med en bas.

(jfr bas for nollrum till A-Al)

Mangden av alla egenvektorer till ett egenvarde utgor ett rum.
Linjarkombinationer av egenvektorer till ett egenvarde ar
egenvektorer till samma egenvarde.

Mangden av alla egenvektorer till ett egenvarde kan
representeras av en bas.
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5 Egenvektorsrum & diagonalisering

Sats: A (nxn) diagonaliserbar A = PDP~! med D diagonal
omm det finns en bas till R" av egenvektorer till A (dvs det finns
n lin. ober. egenvektorer till A).

De bildar da kolonner i P och D har motsvarande egenvarden.
A, 0 0

0

Bevis: P=[p1 * Pn] D= . 0| AP =[Apy - Apn] PD=[Mp1 - Aypnl
0 0 A,

Antag A = PDP1,
AP = PD, Ap; = A;p;, dvs egenvarden och egenvektorer, och egenvektorerna ar lin.ober
eftersom P ar inverterbar.

Antag P1  ** Dn arlin. ober. egenvektorer och A; -+ A, &r motsvarande egenvarden.
Ap; = Aip;
AP = PD
P inverterbar eftersom egenvektorerna lin. ober.
A=PDp?
Fy
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5 Olika egenvarden och diagonalisering

Diagonalisering alltid magjligt om nxn-matrisen A har n olika
egenvarden,

ty egenvektorer fran olika egenvarden ar linjart oberoende
(enligt sats vars bevis vi inte gar genom).

Om A har p olika egenvarden:

Dimensionen av egenvektorsrummet for ett egenvarde ar
mindre an eller lika med multipliciteten av egenvardet.

A diagonaliserbar omm dimensionen ar lika med
multipliciteten for alla egenvéarden.
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5 (Sats 815.4)

A= PDP~1 B arbasen av kolumner i P.
Da ar D B-matrisen for transformationen T(X)=AX,

Dvs i basen B representeras transformationen enkelt med en diagonalmatris.

[T1g = [[T(b)]lp .. [T(bp)lpl = [[Ab1lp .. [Abylz] =
[P~Ab, .. P Ab,] =P 1A[b; .. b,] =P 1AP =
P~1(PDP )P =D
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5 Determinanter, egenvarden & likformiga matriser

det(A)=produkten av egenvardena till A

Kom ihag att for att berakna egenvéarden gor vi sa har:
dettA—A)=Ay —A) (A, — A)

Men denna ekvation géaller ju for alla A sa vi kan satta A = 0
vilket ger det(4) = A; -+ A,

A och B ar likformiga (similar) om P~1AP = B for nagot P.
Likformiga matriser har samma egenvarden.
det(B — Al) = det(P~1AP — AP~1P) = det(P~1(4 — AI)P)
= det(P~1) det(4 — AI) det(P)
= det(4 — AI) det(P~1) det(P)
= det(4A — Al) det(P~1P) = det(4 — Al) det(])
= det(4A — Al)

Hallgs
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5 Dynamiska system

Xp+1 = AXp
Eventuell jamvikt antas | egenvektorn X till egenvardet 1.
Om X tex beskriver en fordelning pa olika tillstand sa
konvergerar systemet mot denna jamvikt.

Antag n lin. ober. egenvektorer i R™.
Egenvektorerna ar da en bas for R™ och alla x i R™ kan skrivas
Xog = C1V1 + -+ c,v, (v egenvektorer)

X1 = Axg = c{ MV + -+ Ay

Xk = Cl(}\l)kvl + ot Cn(}\n)kvn
Om k far ga mot oandligheten sa kommer det egenvarde med
storst absolutbelopp att dominera fullstandigt (om inte
motsvarande c=0)

& B

i
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5 Differentialekvationer

!

x' =Ax  xg initialvarde for x

v; egenvektorer till A med motsvarande egenvarden A;

x(t) = cyv et + - + ¢, v, e?nt
€1

= P_lxo
Cn

Pl
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5 Bevis

| V1 =M1
Variabelbytet y = P~1x ger det enklare systemet y's = A )5

Ast '
Vilket har l6sningen y = [Cle. ' ] [Cll = y(0) = P~ 1x,
Vilket ger x = Py = [V1 ]y = cyv eMt + ...

Pl
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6.1 Skalarprodukt / inner product / dot product

Skalarprodukt (I R™). o o
uoch v kolonnvektorer %V =wv  lvll=vv-v

u, v och w vektorer i R™ och ¢ skalar
c Urv=v-u

e (Uu+v) - w=u-w+v-w

e (cu)'v=cu-v)=u-(cv)

e u'u=0 (uu-u=0ommu=0)

Normalisering: u = ”z—”

u-v = ||lul|| * [|v|| * cos(vinkeln mellan u och v)
Avstand mellan tva punkter ar normen (langden) pa vektorn mellan dem.
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6.1 Ortogonalitet

Tva linjer genom origo definierade av u och v.

Linjerna ar ortogonala (vinkelrata) omm
lu=vll = llu— (=)l llu—vl* = llu-(=I?

lu—vI|I’P=@—-v)-(u—-v)=u-u+v-v—2u-v
lu— () *=@w+v)-(u+v)=u-u+v-v+2u-v
Dvs ortogonalt omm 2u-v=-2u-veu-v=_0

\JBL[\
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6.1 Ortogonalitet

u ortogonal motvommu-v =0
uortogonal mot W ommu-v=0 forallaviW

u ortogonal mot v omm ||u + v||? = [|[ul]? + ||v]|?

Mangden av vektorer ortogonala mot W kallas ortogonala
komplementet till W.

x ar ortogonal mot W omm x ar ortogonal mot varje vektor i en
mangd som spanner upp W.

En mangd vektorer kallas ortogonal om varje par av vektorer i
mangden ar ortogonala.

Vektorerna i en ortogonal mangd ar lin. ober.
Clvl + -4+ Cnvn -
0=0v; = (V1 + -+ UV = (V" V) + - + (V" V) = ¢ (v vy)

=cia a0 =c¢ =0 forallai
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6.1 ONbas

En ortogonal mangd kallas ortonormerad (ortonormal) om
vektorerna ar normerade till enhetsvektorer (langd 1).

En ortogonal bas ar en bas som aven ar en ortogonal mangd.
En ortonormerad bas (ONbas) har dessutom normerade
basvektorer (langd 1).

\JBL[\
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6.2 Ortogonal matris

U har ortonormerade (ortogonala med langd 1) kolonner (& rader) (kallas att U

ar ortogonal) omm U'U =1 dvs U =01
U _: [ul un]

ulTul ulTuZ

Tyy
U'U = uzTU1 uzTuz

Dvs UTU =1 omm u;"u; = 1 ochu;"u; = 0 dvs ortonormerade.
Om U ortogonal sa:
a) ||[Ux]|| = |||
b) (Ux) - (Uy) =x-y
c) (Ux)-(Uy)=0omm x-y=0
b= c) trivialt

b=a) |[Ux]|* = (Ux) - (Ux) = x-x = ||x||?
b)(Ux) ] (UY) — (xlul + ot xnun) | (:V1u1 + et Ynun) = X1Y1 t " XnVn
=Xy
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6.2 Projektion pa linje definierad av vektor

z ortogonal mot u &

‘U
O=zu=(Qy—-a*u) u=y-u—a*xu-usa=2 y=%u
Om u ar normaliserade till langd 1:
‘U
y =z7u =vy-uxu dary-uarlangden ochuriktningen
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6.2 Projektion pa plan genom origo

Plan: Alla punkter x (vektorer fran origo) som uppfyller
ax; +bx, +cx3 =0

Normal (vektor ortogonal mot planet): (a,b,c)

Projektion av godtycklig vektor x pa normalen n: x,, = ~n
Projektion av x pa planet: ¥ = x — x,,
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6.3 Projektion av vektorn y till rum W med ortogonal bas B

y kan ligga i eller utanfor W.
Observera att metoden inte fungerar om B inte ar ortogonal!

0= —projw¥)) by = (y — c1by — - cpby)  b;
=y b; — ci(b; b;)

— Y'bi
Ci = gi'bi prOJW(y) — (

)b + ot (bpbbp) b,

Med ortonormerad bas (ONbas) B for W:
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6.3 Narmaste punkt

y = projy (y) ar den punkt i W som ar narmast y

ly =¥l <lly =vll forallaviw v #3
y

-

y — ¥y ar ortogonal mot v —y
Pythagoras sats: ||y — 911° + llv — 911> = lly — v||?

lv — $]|? > 0 eftersom v # §
Alitsa: lly = 911> < lly — vll?
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6.4 Skapa en ortonormerad (ON) bas

Gram-Schmidt:
Skapa ONbas {V1 - Vp} franbas{¥1 - Xp}:

v1 — x1
— __ X2V
UZ — xz vlvlvl
— _ X3V1 , _X3V2
V3 X3 2 172’1721)2
etc.

Normalisera i varje steqg eller for alla efterat

\JBL[\
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6.4 QR-faktorisering

A en mxn-matris med lin. ober. kolumner

A=0R

Q mxn vars kolumner ar en ONbas for ColA

R nxn Ovretriangular inverterbar med positiva diagonalelement

Q fas tex via Gram-Schmidt.

R fas antingen ocksa via Gram-Schmidt-processen, eller via
Q"A=Q"(QR)=IR =R
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6.4 QR-faktorisering

Bevis:
Kolumner i A @r en bas for ColA (ty lin.ober.). A = [X1 - Xy]
Med tex Gram-Schmidt kan man da fa en ONbas Q for ColA.
Q=[w - up]
Gram-Schmidt-processen medfor att x;, € span{u1 -+ Uy}
dvs x, = ryuq + o+ 1y (om g, < 0 sa multiplicera ry, och u, med — 1)
L

_|Tkk _ — [ - T _ _

w=|o | *=0Qm R=[n n] A=[Qnr Qra] = QR
0

R kvadratisk sa inverterbar om lin.ober. kolumner.
Rx =0 QRx = Q0 = 0 © Ax = 0 och eftersom A har lin.ober. kol. sa x = 0

Alltsa har R lin.ober.kol. och ar darmed inverterbar.
Att R ar inverterbar och triangular medfor att den har nollskillda diagonalelement.
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6.5-6.6 Approximativ Minsta-kvadrat-losning

Ax=b har inte alltid nagon exakt |6sning

(i praktiken finns nastan aldrig nagon exakt I6sning).
Da kan man istéllet bestamma den [6sning som &r sa néra att
uppfylla ekvationen som mojligt.

Om "nara” mats som ||Ax — b|| &r sa liten som mojligt sa kallas
detta minstakvadratlosning.

PN
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6.5-6.6 Approximativ Minsta-kvadrat-losning
Minstakvadratlésningen till Ax = b ar losningen till ATAx = ATb

Ax ar ColA om x varieras fritt.
Den narmaste punkten i ColAtill b &r b = projc,;4(b)
S& vi sbker X i AX = b och b — b &r ortogonal mot ColA, dvs b — AR &r
ortogonal mot ColA, dvs ortogonal mot varje kolumn a; i A, dvs ajT(b — AX) =
0, eller med alla kolumner pa en gang: AT(b — AX) = 0= ATbh — ATA% =
0 ATAx = ATb
Dvs % uppfyller de sa kallade normalekvationerna.
Andra hallet: Antag att £ uppfyller ATAX = ATb
Da ar alltsa b — A% ortogonal mot ColA, och vi kan skriva
b = AXx + (b — AX) dar AX ligger i ColA och dirmed
A% = projcoia(b) = b
Dvs X ar en losning.

Y
%*%,?.?;?Oﬁ‘
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6.5-6.6 Approximativ Minsta-kvadrat-losning

Om kolumnerna i A ar linjart oberoende sa ar AT A inverterbar.
DA finns en unik minstakvadratlosning £ = (ATA)"1ATh

|IAX — b|| kallas minstakvadratfel
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6.5-6.6 Minsta-kvadrat-losning via QR

A=0R
£ =R"10Th

A
sa

£ = QRX = QRR™'Q"b = QQ"b = projcoia(b) = b
X ovan ar minstakvadratlosningen.

| praktiken inverterar man inte R utan l6ser Rx = QTb vilket ar
enkelt eftersom R ar triangular.

Sy
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6.6 Anpassning av kurva till datapunkter

For punkter pa linje galler y = fo + f1x = [1 ] gol
1

Y1 1 x
: =[s ] ﬁo]:Xﬁ

Vn 1 Xn '81

| praktiken finns ingen exakt 16sning sa vi kor
minstakvadratlésning

Dvs 16s XTXB = Xy

(for andra kurvor an linjer och for ytor istallet for kurvor i fler
dimensioner blir X annorlunda med det funkar likadant)

Med flera data punkter: y =
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/.1 Diagonalisering av symmetriska matriser

A ortogonalt diagonaliserbar om A = PDPT D diagonal, P ortogonal

Om A = AT sa kallas A symmetrisk

Om A ar symmetrisk sa ar

« egenvektorer for olika egenvarden inte bara linjart oberoende utan
ortogonala.

« Dimensionen pa egenvektorsrum = multiplicitet av egenvarde

A ar ortogonalt diagonaliserbar omm A ar symmetrisk.
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7.1 egenvektorer for olika egenvarden till symmetrisk
matris ar ortogonala

v, och v, egenvektorer till olika egenvarden A; och A,
Mvyvy= (Av) T vy = v TA vy, = v T Avy, = v T A0, = Ay - v,

Dvs (A — Ay)vy - v,=0

MenA; — A, #0sa vy v,=0
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/.1 Spektral dekomposition

Mangden av egenvardena kallas spektrum
Spektral dekomposition:

}\1 O 0 ’u,lT
A=PDPT =[uy-~u,J{0 =~ O] : | = uul +-+Au,u,’
0 0 Ay||u,
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7.2 Kvadratiska former

Kvadratisk form: Q(x) = xTAx A symmetrisk
Det finns ett ortogonalt variabelbyte x=Py som transformerar x” Ax till y"Dy med D
diagonal (med egenvarden till A pa diagonalen).

Kolumnerna i P kallas principal-axlarna och y ar koordinatvektorn for x med dessa
som bas.

Eftersom A ar symmetrisk kan P valjas ortogonal sé att PTAP = D med D diagonal
x =Py xTAx = (Py)TA(Py) = y'PTAPy = y'Dy
yT Dy betyder inga blandade termer Vivi L#] yI'Dy = Y A y;2

Q (och A) kallas

« Positivt definit om Q(x)>0 for alla x skilda fran 0 (semidefinit om >)
« Negativt definit om Q(x)<O0 for alla x skilda fran 0 (semidefinit om <)
 Indefinit om Q(x) antar bade positiva och negativa varden.

Q ar pos def omm alla egenvarden till A ar positiva
Q ar neg def omm alla egenvarden till A ar negativa
Q ar indef omm A har bade positiva och negativa egenvéarden

Fadiy
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7.2-7.3 Mer om kvadratiska former

”In”aX Q(X) ‘max{Al, T }\n}

min Q(x) = min{Ay, -+, A}

For alla mxn-matriser A ar AT A symmetrisk och pos. semidef.
Om A och B ar sym.pos.semidef. sa ar A+B sym.pos.semidef.

Skapa symmetriskt A fran kvadratisk form genom att dela
upp blandtermer | tva lika delar.
-3

Tex 7x1% — 6x1x, — 2x,% ger A = [_73 5
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