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1.1 Linjara ekvationssystem

Linjar ekvation: )’ a;x; = b ,a; koef ficienter (reella tal)

Flera ekvationer kan forma ett system:
a11x1 + -+ alnxn — b1

Am1X1 + o+ A Xy = by
m ekvationer, n obekanta x

Ofta bra att samla a;; och b; | matriser.
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1.1-1.2 Linjara ekvationssystem

LOsa linjara ekvations-system Ax =b
Satt upp utokade matrisen [A b]

Omforma till trappstegs-system med

« Skala rad med konstant skilld fran O.

 Radbyte

« Ersatt rad med raden + multipel av annan rad.

Skapa nastan identitetsmatris till vanster.

Tre fall:

« Om motsagelse sa ingen losning

« Om kolonner utan pivotelement sa parameterlosningar
« Annars unik Idsning
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1.3-1.6 Vektorer

En vektor ar en n-tuppel av tal eR (eller €C).

Mangden av alla vektorer med n element betecknas R™.

Geometriskt ar en vektor en pil med langd och riktning, men utan fast position.
Kan tex representeras med pil fran origo till en given punkt.

Vektoraddition beréknas koordinatvis: Geometris\td: ! e
x*(a,b) +y*(c,d)=(x*a+y*c,xxb+yx*d) %% |

En linjarkombination av vektorerna i {vl, T vp} ar en summa c;vq +
-+ + c,v, med skalara vikter {¢1, -, Cp},

Mangden av alla linjarkombinationer av vektorerna i en mangd {vy, -+, v,} (den
del av R™ som mangden spanner upp) kallas spannet (linjara hoéljet) av
vektorerna, span{vl, T vp}
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1.3-1.7 Linjart beroende

En mangd vektorer{vy, .., Up}ar linjart beroende
omm det finns skalara vikter {¢1, -, Cp} (som inte alla ar
0)sdatt c;vy + -+ cpv, =0

Med andra ord: nagon vektor gar att uttrycka som en
linjarkombination av resten.

En mangd vektorer {1, -, Vp}lar linjart oberoende
om enda Iosningen till ¢;v; + -+ cpv, =0
ar att lata alla c vara 0.
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1.8-1.9 Linjara transformationer (funktioner)

En transformation T fran R™ till R™ &r en regel som till
varje vektor x € R™ tilldelar en vektor T(x) € R™

En transformation T ar linjar omm

T(cu + dv) = cT(u) + dT (v)
Ett nddvandigt, men inte tillrackligt, krav ar T(0) =0

Varje linjar transformation T(x) fran R™till R™ar en matris-
transformation T(x) = Ax

A =[T(e1) ...T(en)]
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2.1 Matrisrakning

)(X)

AB # BA
Matrismultiplikation:

ABU — [All Aiz ] BZ] = AilBlj + AiZBZj + --.

Transponat: rader blir kolonner och tvartom
(A+ B)'= A" + BT
(AB)'= BT AT
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2.2-2.4 Matris-invers

A (kvadratisk) ar inverterbar om det finns en matris A~!
sadanatt AA™'=1 och A 'A=1

Finns invers till A s& har Ax = b unik l6sning x = A™1b
for alla b

(AT)—lz (A—l)T

(AB)"1=B"1471

[AI]~[I A=1] Gar detinte s& ar A inte inverterbar.
. . _|1a b -1 __ 1 d —b

Ifor 2X2-matris: A = [C d] A7 = o [_C a]

Ar ad-bc=0 sa ar A inte inverterbar.
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2.8 Vektor-rum

Ett (under)rum (till R™) ar en mangd H i R™ med egenskaperna:
* Nollvektorn ar i H.

« OmuochvariH,saaru+viH.

« OmuariHochcéarskalar, saarcuiH.

En bas for rummet H & en mangd linjart oberoende vektorer
som spanner upp H, dvs alla vektorer i H kan uttryckas som
en unik linjarkombination av basvektorerna.

\JBL[\
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2.8-2.9 Rum och deras dimension

Col A: alla linjarkombinationer av kolonner i A

Bas: A~B, kolla pivotkolonner | B, ta motsvarande kolonner i A
Row A: alla linjarkombinationer av rader i A

Bas: A~B, B trappstegsform, ickenollrader ur B

Nul A: alla I6sningar till Ax=0
Bas: varje parameter i Idsning ger en basvektor

Col A och Row A ar uppenbart rum.

Nul A:

A0=0, sa 0 ligger i Nul A.

Acu=cAu=c0=0, sa cu ligger i Nul A om u gor det.
A(u+v)=Au+Av=0+0=0, sa u+v ligger i Nul A om u och v gor det.
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2.9 Dimension av rum

Dim(H)=antal vektorer i bas for H
Rang(A)=dim(Col(A))=dim(Row(A))
Rang(A)+dim(Nul(A))=n (A har n kolonner)

A~B (radreducerad)
Antal pivotkolumner i A och B = antal ickenollrader i B
Darfor ar dim(Col(A))=dim(Row(A)) och vi kallar det Rang.

Rang(A) ar antal pivotkolumner.

Varje ickepivotkolumn ger en fri variabel och en basvektor for
Nul(A).

Sa Rang(A)+dim(Nul(A))=n

g

Fraunhofer CHALMERS
Researc h Centre

Industrial Mathematics



2.9 Koordinatvektor

Vektorn x's koordinater i basen B = {by, -+, b,,} kan skrivas

C1
unikt som koordinatvektorn [x]z = [ : ]

C

p

C1
Cp
1
Alltsa kan vi losa for | : ] genom att stélla upp [B x]~ ---
Cp
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Kapitel 3 Determinant av (kvadratisk nxn) matris

det(Ja]) = a
a b\ _ .,
det([c ] ) = ad — bc n .
Utveckla Iéngs rad: det(A) — 2 al]( 1)l+] det(Al]) matnsen man
j=1 far om man
n raderar rad |
och kolumn |
eller kolonn: det(4) = 2 a;;(—1)"*/det(A4;;) franA.
=1

Om A triangular sa det(A)=produkt av diagonalelement
Elementara radoperationer (kolonn-op pa samma satt):
« Addera mult av rad till annan rad: andrar ej det

« Radbyte: byt tecken pa det

« Skala rad med k: skala det med k

detA = detA”  det(4B) = det(4) det(B)
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3 Determinant och area/volym:

Absolutbeloppet av Det(A) ar lika med arean/volymen av
parallellogram/parallellepiped som spanns upp av
kolumnerna i A.

Om T ar en linjar transformation bestamd av A och S ar en
andlig region sa ar "arean/volymen” av T(S) lika med
absolutbeloppet av determinanten av A multiplicerat med
aream/volymen av S.
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4.1-4.4 Koordinater 1 en bas

x = Pglx]p [x]p = P 'x Pg =1[by .. byl
x ar koordinater for punkten x i standardbasen

|x]z &r koordinater for punkten x i basen B

C1
Polxls = [by o bylli|=ciby ++cib, =x
CTL
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4.6-4.7 Basbyte

B = {by, - b} och C = {cq, -, c,} &r tva baser for V.
Da finns en unik basbytesmatris P sa att
[x]c = Peeplxlp  [xlp= Pecp '[x]c Ppcc =Pcep

Tre satt att berakna basbytesmatrisen:

Pecp = Pc_lpB
([x]c= Pc_lx = Pc_lpB [x]5)

1

Pcep = [lb1lc . [bnlc]
(PC_1PB = Pc_l[b1 o byl = [Pc_lbl PC—lbn] _ [[bl]c [bn]c])
|Pc Pgl~|I Pcgl
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4.6-4.7 Basbyte for transformation

A matris for transformation i basen B.

Vad ar matrisen for transformationen | basen C?

Tank sa har:

1. Vi startar ju nu med vektorer v i basen C.

2. Byt fran C till B, dvs applicera Pz, alltsa Pg.-[v],

3. Applicera transformationen A, alltsa A(Pgc[v]¢)

4. Byt tillbaka fran B till C, dvs applicera Pz~ 7, allts&
PB<—C_1(APB<—C [U]C)

Transformationsmatrisen i basen C blir alltsd Pg. .~ APg. .
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4.7 Hantera generella vektorrum via koordinatvektor

Kapitel 2: Kapitel 4.

Rn

A = [T(ey) ... T(en)]

[x]p

M=[IT(b)lc .. [Tbp)lc]
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Kapitel 5 Egenvarden & egenvektorer

Ax = Ax Aegenvarde xegenvektor ( # 0)
det(A —AI) = 0 ger egenvardena
Egenvardena till triangular matris ar diagonalelementen.

Nul(A — AI) ger sedan egenvektorerna

A diagonaliserbar A = PDP~! med D diagonal
omm det finns en bas till R™ av egenvektorer till A.

De bildar da kolonner i P och D har motsvarande egenvarden.
Alltid mgjligt om A har n olika egenvéarden,
ty egenvektorer fran olika egenvarden ar linjart oberoende.

A diagonaliserbar omm dimensionen av egenvektorsrummet ar lika med
multipliciteten for alla egenvarden.
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5 (Sats 815.4)

A= PDP~1 B arbasen av kolumner i P.
Da ar D B-matrisen for transformationen T(X)=AX,

Dvs i basen B representeras transformationen enkelt med en diagonalmatris.

[T1g = [[T(b)]lp .. [T(bp)lpl = [[Ab1lp .. [Abylz] =
[P~Ab, .. P Ab,] =P 1A[b; .. b,] =P 1AP =
P~1(PDP )P =D
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6.1 Skalarprodukt & ortogonalitet

Skalarprodukt (I R™). g o
uoch v kolonnvektorer %V =wv  lvll=vv-v

Normalisering: u = ﬁ

uortogonal motvommu-v =20

uortogonal mot W ommu-v=0 forallaviW

Méangden av vektorer ortogonala mot W kallas
ortogonala komplementet till W.

X ar ortogonal mot W omm x ar ortogonal mot varje
vektor | en mangd som spanner upp W.

En mangd vektorer kallas ortogonal om varje par av
vektorer | mangden ar ortogonala.
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6.1 Onbas & ortogonal matris

En ortogonal mangd kallas ortonormerad (ortonormal) om
vektorerna ar normerade till enhetsvektorer (langd 1).

En ortogonal bas ar en bas som aven ar en ortogonal mangd.
En ortonormerad bas (ONbas) har dessutom normerade

basvektorer (langd 1).

U har ortonormerade kolonner (& rader) (kallas att U ar ortogonal) omm
U'U=1 dvs UT=U"1

g
Fraunhofer CHALMERS

Research Centre
Industrial Mathematics



6.2 Projektion pa linje definierad av vektor

z ortogonal mot u &

‘U
O=Z-u=(y—a*u)-u=y-u—a*u-u:a:%:y:%u
Om u ar normaliserade till langd 1:

‘U
y =i7u =y-uxu dary-uarlangden ochu riktningen
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6.2 Projektion pa plan genom origo

Plan: Alla punkter x (vektorer fran origo) som uppfyller
ax; +bx, +cx3 =0

Normal (vektor ortogonal mot planet): (a,b,c)

Projektion av godtycklig vektor x pa normalen n: x,, = ~n
Projektion av x pa planet: ¥ = x — x,,
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6.3 Projektion av vektorn y till rum W med ortogonal bas B

y kan ligga i eller utanfor W.
Observera att metoden inte fungerar om B inte ar ortogonal!

0= —projw¥)) by = (y — c1by — - cpby)  b;
=y b; — ci(b; b;)

— Y'bi
Ci = gi'bi prOJW(y) — (

)b + ot (bpbbp) b,

Med ortonormerad bas (ONbas) B for W:
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6.4 Skapa en ortonormerad (ON) bas

Gram-Schmidt:
Skapa ONbas {V1 - Vp} franbas{¥1 - Xp}:

v1 — x1
— __ X2V
UZ — xz vlvlvl
— _ X3V1 , _X3V2
V3 X3 2 172’1721)2
etc.

Normalisera i varje steqg eller for alla efterat

\JBL[\
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6.5-6.6 Approximativ Minsta-kvadrat-losning

Ax=Db har inte alltid nagon exakt I6sning

(i praktiken finns nastan aldrig nagon exakt I6sning).
Da kan man istallet bestamma den 16sning som ar sa nara att
uppfylla ekvationen som majligt.

Om "nara” méats som ||Ax — b|| ar sa liten som mojligt sa kallas
detta minstakvadratlosning.

Minstakvadratlésningen till Ax = b ar losningen till ATAx = ATb

Om kolumnerna i A ar linjart oberoende si ar AT A inverterbar.

DA finns en unik minstakvadratlosning £ = (ATA)"1ATb
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6.6 Anpassning av kurva till datapunkter

For punkter pa linje galler y = fo + f1x = [1 ] gol
1

Y1 1 x
: =[s ] ﬁo]:Xﬁ

Vn 1 Xn '81

| praktiken finns ingen exakt 16sning sa vi kor
minstakvadratlésning

Dvs 16s XTXB = Xy

(for andra kurvor an linjer och for ytor istallet for kurvor i fler
dimensioner blir X annorlunda med det funkar likadant)

Med flera data punkter: y =
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/.1 Diagonalisering av symmetriska matriser

A ortogonalt diagonaliserbar om A = PDPT D diagonal, P ortogonal

Om A = AT sa kallas A symmetrisk

Om A ar symmetrisk sa ar

« egenvektorer for olika egenvarden inte bara linjart oberoende utan
ortogonala.

« Dimensionen pa egenvektorsrum = multiplicitet av egenvarde

A ar ortogonalt diagonaliserbar omm A ar symmetrisk.
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