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TMAB841 Linjar algebra V
Loésningar

Del 1: Godkantdelen

1. (a) Vi stéller upp den uttkade matrisen

2 1|1
[ ] = -2 4|14
VIV2IW= 4 4|«
0 -3|-9
och reducerar till trappstegsformen
2 1 1
0 1 3
0 0|a+16
00 0

u tillhér Span{vi, vo} om och endast om systemet dr konsekvent, dvs om och endast
om a = —16.

SVAR: a = —16.

(b) Totalmatrisen som svarar mot ekvationssystemet &r:

-2 -4 2 b -1 3 —4 bs
5 5 0 by |~ 0 —10 10 b1 — 2bs
-1 3 —4 b3 0 0 0 2bp+by+0b3

SVAR: Om 2b; + bo + b3 inte é&r lika med 0O finns ingen 16sning. Om 2b; 4 bs + b3 =0
finns odndligt manga 16sningar. Det finns aldrig unik I6sning.

1 21 3 -1 11 3
-1 1 21 -5 -1 2 1 -1 13 1443 14
= =/ -5 -1 1|=] 0 0 1]|=-
110 0 01 0 1 3 9 o _1 o 9
1 -2 1 2 -1 -3 1 2

SVAR: det(A) = 50.



(d)

Per definition av koordinatvektor har vi att

Vzl'b1—2-b2:|::?:|.

Sedan soker vi ett par linjért oberoende vektorer {cj, co} sadan att

-2
|:_1:| :2-C1—3-C2.

Valet dr inte unikt, men det funkar t.ex. med

2 2
a=li w=[3

Sedan har vi

- 1 9
_ 2 2 4 3 -7 —3
C(EB = [Cl 02] 1[b1 b2] - 4 3:| |:_1 0:| == |: 9 62:| .

2A+XB=X=XB-X=-24=X(B-1)=-24= X =-2AB—1,)"..

Nu raknar vi

—1
6 0 1 -1 6 0] [1 -1 0 -6
_2A_{2 2}’ B_IQ_L 0}’ X‘[2 2} L 0} _"'_[2 0"




2.

3.

Losningen 4r inte unik men kan tex konstrueras pa foljande sitt.

Lat a; beteckna kolumn i ur A.

4 -8 8
a; = 6 as = 0 as = -2
1 — _6 b 2 — 7 bl 3 — _7
2 5 —4
Vilj sedan a4 och as sé att den givna vektorn ligger i nollrummet som onskat, dvs sa att
0 8 —36
O . — 6
—a1 —Hag — 3az +3a4 +as = 0 Till exempel: a4 = a3 = 7l as = a1+ bag = 99
0 —4 27

Eftersom kolumnerna i A ar konstruerade som linjirkombinationer av de givna basvekto-
rerna sa ligger kolumnrummet till matrisen i spannet av de givna basvektorerna. Eftersom
alla basvektorerna ocksa finns med som kolumn 1 till 3 sa ligger spannet av basvektorerna
i kolumnrummet. Spannet av basvektorerna #r alltsa kolumnrummet.

(a) Forst byter vi ut {vi,ve} mot en ortgonalbas via Gram-Schmidt processen. Tag
w1 = vy och

0 1 1
W_V_VQ'Wlw_l_ll -1 _11
272 W1+ W1 L= 1 2 0 - 2 2
0 0 0
For att underlitta viljer vi wo = [1 1 2 0]7. Normalisering ger sedan en ON-bas
{uy,u2} med
1
W1 1 -1
uj = = )
lwall V2 | O
0
1
W9 1 1
g = -
lwall V6 |2
0
(b) Kalla Span{vy,va} for V. Vi har
1 1 1
Proi o — u-wi _— u- wy w—_—l —1+g 1l |2
v = W1 - W1 ! W2 - W29 2 2 0 6 2 a 3
0 0 0
()
1 1 0
o . 2 2 0
Avstandet = ||u — Projyu|| = sl = s = 1ol = 4
4 0 4



4. (a) Det karakteristiska polynomet p &r:

4—-A 6 0
p(A) =det(A — AI) = -3 —5-2A 0 | = { utveckling langs 3:e kolumnen } =
-3 —6 1—X
4—-A 6

=(1-2X) (1-=NAN2+A-2)=—-A+2)(A—1)2

3 —5-)\|

Egenvirdena ar rétterna till det karakteristiska polynomet, dvs, A =1 och A = —2.

SVAR: Egenvirdena till A dr 1 och —2.
(b) Forst tar vi A = 1.

3 6 0 1 20
A—-I3=|-3 -6 0|~ |0 O O
-3 -6 0 0 0O
Variablerna xs och z3 r fria och 1 = —2x5. S& den allménna lésningen i parametrisk
vektorform &r
il -2 0
xo| =x2- | 1 | +23- (0],
T3 0 1

sa V4 = Span{vy, vy} dér vi = [—2 1 O]T, Vo = [O 0 1]T.

Sedan tar vi A = —2.

6 6 0 1 1 0
A+2I3=]1-3 -3 0| ~ |0 -1 1

-3 -6 3 0 0 0
Variabeln x3 ér fri, xo = x3, 1 = —x3 och den allménna l6sningen i parametrisk
vektorform &r

T —1

2| = X3 1

T3 1

S& V.o = Span{vs} déir v = [-1 1 1],
(c) Det foljer direkt fran (a) och (b) att A = PDP~! med

—2 0 -1 10 0
P=|1 0 1|, D=]01 0
0 1 1 00 —2



Del 2: Overbetygsdelen

1 —2 4 -1
1 -1 1 —1 5 0 10 -5
5. X=11 0 0|l,y=|1]|,X"X=|0 10 0|,XTy=1|-3
1 1 1 —2 10 0 34 —15
1 2 4 -2
5 0 10 -5 1 00 —2/7
0 10 0 -3|~ 1[0 1 0 —=3/10
10 0 34 —15 00 1 —5/14
j=-%-17— 142’
-1 2/7 -2 4 8
—1 2/7 -1 1 —46
y—Gg=| 1|+ |2/7|+5 |0 |+ |0 =55 90
-2 2/7 1 1 —74
-2 2/7 2 4 22

Storsta avstandet dr alltsa 9/7.

6. (a) Falskt. Man kan multiplicera ut VL m.h.a. den distributiva lagen och den blir A% +
AB + BA + B?. S4 VL = HL om och endast om AB = BA, och vi vet ju att detta
inte alltid géller (matrismultiplikation &r ej kommutativ). For ett specifikt exempel

. o1l , 1o
tag,sag,A—[O 0],B—[0 O]'

(b) Falskt. Att en matris A #r radekvivalent med enhetsmatrisen innebér att den &r
inverterbar. Men en inverterbar matris behover inte vara diagonaliserbar. Det enklaste

motexemplet dr kanske A = [é ﬂ .

(c) Sant. Lat u = [a b]T, v = [cd]T. D4 ar

w = 3] e a =i 5]

Om a = b =0 sa & u = 0, en motsigelse. Om a = 0 men b # 0, sé &r oversta raden
[0 0], medan att den nedersta raden &r inte det for ¢ = d = 0 skulle innebéra att
v = 0, ocksi en motsigelse. Sa i detta fall har vi en nollskild rad och rang(uv’) = 1.
Ett liknande argument géller om a # 0 och b = 0. Slutligen, om varken a eller b dr
noll, sa dr rad 2 en multipel av rad 1, och rangen &r fortsatt lika med 1, ty [c d] # [0 0]
sa ingen rad &r noll.

7. (a) En kvadratisk matris P sigs vara en ortogonalmatris om P = P~ Ett exempel #r

cos —sinf 4. peR.
sinf cos6

|Ux|)? = (Ux) - (Ux) = (Ux)T(Ux) = (xTUT)(Ux) = xT(UTU)x = xTITx = xTx = ||x||?

(c) Simildra matriser har samma karakteristiska polynom och ddrmed samma egenvérden.
Se Theorem 5.2.4 i Lay.



