MATEMATIK Hjilpmedel: ordlistan fran kurswebbsidan, ej riknedosa
Chalmers tekniska hogskola Datum: 150318 kl. 08.30-12.30
Tentamen Telefonvakt: Frida Svelander

0703-088304

TMAR841 Linjir algebra V

Tentan rittas och bedéms anonymt. Skriv tentamenskoden tydligt pa placeringlista och samtliga inlimnade
papper. Fyll i omslaget ordentligt.

For godként pa tentan krivs 25 poéng pa tentamens forsta del (godkéntdelen). Bonuspoing fran kryssuppgifter 2015 riknas
med, men maximal poidng pa denna del dr 32.

For betyg 4 eller 5 kriavs dessutom 33 resp. 42 poidng sammanlagt pa tentamens tva delar.

Losningar 14ggs ut pa kursens webbsida. Resultat meddelas via Ladok senast tre veckor efter tentamenstillfillet. Granskning

alla vardagar utom onsdag 9-13, MV:s exp.

Del 1: Godkantdelen

1. Denna uppgift finns pa separat blad pa vilket 16sningar och svar skall skrivas. Detta blad inlimnas
tillsammans med 6vriga losningar.

2. (a) Bestdm en bas B sa att spegling i planet = + 2y — 2z = 0 definieras av T'(x) = Ax med

-1 0 0
A=|0 1 0
0 01

for vektorer x uttryckta i basen B.

(b) Beriikna sedan matrisen C' f6r spegling i planet for vektorer uttryckta i standardbasen med
hjdlp av A och basbytesmatrisen Pg for byte fran B till standardbasen.

3. (a) Definiera vad som menas med nollrummet till en m X n matris A.

(b) Lét
1 -2 0 1

A=12 -2 1 1},
0 -4 -2 2

Bestdm en ortogonal bas till Nul(A).

(¢) Bestém rangen av A.

4. (a) Bestdm den linjéra transformationen 7'(x) = Ax som deformerar tetraedern med hérn
(0,0,0),(0,1,0),(1/2,1,0),(0,0,2)
till tetraedern med motsvarande hérn

(0,0,0),(0,2,0),(3,4,0), (2,2,4)

(b) Antag att B ér ett sammanhiingande omrade i rummet av okéind form men med volym 7. Vad
blir volymen av omradet efter att det deformerats med T'(x)?

Var god vind!



Del 2: Overbetygsdelen

Poing pa dessa uppgifter kan inte ridknas in for att na godkédntgrédnsen. Normalt krdvs fér podng pa uppgift att man

redovisat en fullstindig 16sningsgang, som i princip lett, eller atminstone skulle kunnat leda, till malet.

5. Avgor vilka av foljande pastaenden som ér sanna respektive falska. Alla svaren maste motiveras, ritt
svar utan motivering belénas ej. Du far citera satser fran boken i ditt resonemang. Om du hévdar
att ett pastaende dr FALSKT sa maste du dven illustrera varfér med ett exempel som motsiger
pastaendet.

(a
(b
(c
(d

) Ortogonala vektorer i R™ &r linjédrt oberoende

) Om T'(x) = Ax &r en rotation omkring origo i planet da &r matrisen A ortogonal

) Om A &r en ortogonal 2 x 2 matris sa ér T'(x) = Ax en rotation omkring origo i planet

) Lat A, B vara n x n matriser. Om \ dr ett egenvirde till A och p ett egenvirde till B da &r
uA ett egenvirde till AB

(e) Definition: En kvadratisk matris M definieras som nilpotent om M* = 0 for nagot positivt
heltal k. Pastaende: A = 0 ar alltid ett egenvérde for alla nilpotenta matriser

(f) Determinanten av en diagonaliserbar matris ér lika med produkten av egenvirdena till matrisen
6. Sparet (Trace pa engelska) av en n x n matris A med element a,; defineras av
n
TI“(A) = Z akk
k=1

d.v.s, Tr(A) &r summan av diagonala elementen i matrisen A.

(a) Visa att Tr(AB) = Tr(BA), for alla n x n matriser A, B

(b) Anvind (a) for att visa att Tr(A) &r lika med summan av egenviirdena till A néir A dr diago-
naliserbar.

Lycka till!
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1. Till nedanstaende uppgifter skall korta 16sningar redovisas, samt svar anges, pa anvisad plats
(endast 16sningar och svar pa detta blad, och pa anvisad plats, beaktas).

(a) For vilka vérden av h € R &r vektorerna linjért oberoende? (2p)

T

vi=[h -2 -3]"

, va=1[0 b 6], vsz=[-2 -1 1]

L6sning:

S AL i ittt ittt ittt ittt teennaeeeeeeaaeeeeeaaseeesaasseeenasseeenasseeennnnens

(b) Visa att matrisen A &r ortogonal (2p)

Losning:

S AL i ittt ittt ettt ittt teennaeeeeeeaaeeeeaaaseeeeansseeenasseeennsseeennnnens

(¢) Beriikna om mojligt inversen av matrisen (2p)

OO W
OO NN
~N Ww o o
o OO

Lo6sning:

Var god vind!



(d) Lés systemet Ax =b,dab=1[1 0 S]T

och A &r matrisen i uppgiften (b)

Losning:

I 772 ¥ o

(e) Bestdm den rita linjen som, enligt minstkvadratmetoden, biist ansluter till punkterna
(-1,-1), (0,1), (2,3), (3,5).

Lo6sning:

I 2 ¥ oS

(f) For vilka virden av a,b € R &r matrisen A diagonaliserbar?

1 4 a 2
0 2 b O
A_0014
00 0 2

Losning:



Loésningar TMA841 Linjir algebra V 150318

(a) Om h = 0 blir matrisen

0 0 -2 -3 6 1
—2 0 —1|~|0 -4 -5/3|,
-3 6 1 0 0 -2

dvs pivotelement i varje kolumn och déarmed linjéart oberoende. Om h s 0 blir det

h 0 -2 ho0 —2
-2 h 1|~ |0 h —1-4/h|,
-3 6 1 0 0 1+24/h

dvs pivotelement i varje kolumn, dvs linjirt oberoende for alla reella h.

(b)

L [-7 -6 6] [-7 —6 6 100
AAT_HH—6 9 2([-6 9 2{=]0 10
6 2 9/[6 2 9 00 1
(c)
12001000 [tOO0O0T7 -2 0 0
37000100 |0100-31 0 0
00320010 0010 0 0 5 -2
00750001 o001 0 0 -7 3
7 -2 0 0
4 |3 1 0 o0
AT=10 0 5 -2
0o 0 -7 3
(d)
L [T -6 61 1
x=ATb=ﬁ -6 9 2| |0l =10
6 2 9|13 3
1 -1 -1
1o 1 rv [4 4 8
€ X=11 Y= 13 XXL 14} Xy {22}
1 3 5

[i 144 282} ~ [(1) (1) %g}

dvs linjen blir y = 3/5 + 7/5z.



(f)

(a)
(b)

()

Egenvirden kan ldsas av som diagonalelement i trianguléra matriser, dvs 1 ar ett egenvérde
med multiplicitet 2 och 2 dr ett egenvirde med multiplicitet 2. Bada egenvektorsrummen maste
ha dimension 2 for diagonaliserbarhet.

0 4 a 2 01 b 0
01 b 0 0 0 a—4b 2
A=T=10 0 0 4]/~l0o 0 0o 1
000 1 00 0 O

For att fa tva kolumner utan pivotelement maste a — 4b = 0.

1 4 a 2 1 4 a 2
0 0 b 0 0 0 —1 4
A=2I=\o o 1 4/~|0o 0o o0 b
0 0 0 0 0 0 0 0

For att fa tva kolumner utan pivotelement maste b = 0. Alltsd maste dven a = 0.

Normalen till planet blir n = (1,2, —2). Tag sedan en vektor ortogonal mot normalen, dvs
liggande i planet, tex v = (0,1, 1), och sedan en till vektor ortogonal mot normalen och inte
en multipel av v, tex u = (=2, 1,0). Dessa vektorer blir en bas B = {n,v,u} i vilken spegling
uttrycks med den givna matrisen.

1 0 -2
Pg=|2 1 1
-2 1 0

C = PpAPy!

Nollrummet till A & méngden av alla vektorer  som uppfyller Az = 0.

1 -2 0 1 101 0
2 -2 1 1| ~|(0 2 1 -1
0 —4 -2 2 0 0 0 O

Nollrummet utgors av alla vektorer av formen

(—s+1)/2
‘

med s och ¢ godtyckliga reella tal, vilket till exempel ger basvektorerna b; = (—1,—1/2,1,0)
och by = (0,1/2,0,1) som inte &r ortogonala. Skapa ortogonal bas med Gram-Schmidt. v; = by
vy = by — 2V =(0,1/2,0,1) — (=1/4)/(9/4)(=1,-1/2,1,0) = (=1/9,4/9,1/9,1)

V1-V1

Rang(A) =4 — dim(Nul(A)) =4 -2 =2




T(ez) = (0,2,0)
T(2e3) = (2,2,4)
T(e3) = (1,1,2)
T(1/2e1 + e3) = (3,4,0)
T(e1) = (6,4,0)

A= [T(el) T(eg) T(€3)] =

O = O
SN O

1
1
2

(b) det(A) = 24 vilket innebér att volymen efter deformation blir 247.

(a) Sant. Se Theorem 4 i 6.2 i Lay.
con(6) —sin(ﬂ)}
sin(0)  cos(0)
och AT A = I eftersom
—sin(0)cos(8) + sin(f)cos(6) =0
cos®(0) + sin?(0) = 1
(c¢) Falskt. Motexempel:

(b) Sant. A=

4=l )

A dr ortogonal men inte en rotation, utan en spegling i x-axeln.

(d) Falskt. Motexempel:
0 1
o]
det(A — X)) = (A+1)(A—1) dvs egenvirdena 1 och -1.

10
as= ;]

dvs bara egenviirdet 1. Alltsa tex: 1 egenviirde till A, -1 egenviirde till B, men 1*(-1)=-1 inte
egenvirde till AB.

(e) Antag att v #r en egenvektor till M. Da giller att \*v = M*v = 0v = 0 och v ir inte 0, alltsa
maste A = 0.

(f) Sant. det(A) = det(PDP~1) = det(P)det(D)det(P~') = det(D) =[], \;

(a) Beteckna elementet pa rad i kolumn j i matrisen M med m;;. Beteckna rad ¢ ur en matris M
med M] och kolumn 4 ur en matris M med M.

Tr(AB) = > (Aj*)- (B = ZZaU i = ZZ{WU = Z (BJe?) - (A%") = Tr(BA)

i

Tr(A) = Tr(PDP™') = Tr(PP™'D) =Tr(D) = > _X;



