Branch & Bound-—algoritmer

Generell princip for att finna optimala 16sningar till optimeringsproblem med heltalskrav. Stor
frihetsgrad gor att den kan anpassas till olika typer av modeller; kan dven kombineras med andra
(ev. icke-optimerande) algoritmer. (Synonymer: tradsokning, implicit upprakning.)

(P) z* = min 'z

da ze€eX

Idé: Rakna upp alla tillditna losningar genom att successivt partitionera X i en familj av

delméngder. Upprakningen organiseras i ett trid med hjalp av grafsokning, och gors implicit

genom att man utnyttjar uppskattningar av z*; dessa fas fran 16sningar till relaxeringar av (P).
B&B har en exponentiell virsta falls-komplexitet, ty det kan intréffa att samtliga tillatna

losningar raknas upp explicit.

Exempel: Partition via forgrening: X = {0,1}3

Fyra centrala begrepp

e Relaxering: en forenkling av (P) dir vissa bivillkor tas bort.

— Syfte: att erhalla enkla (polynomiskt 16sbara) subproblem, samt optimistiska upp-
skattningar av z*.

e Forgreningsstrategi: regler for hur en delmangd av X skall partitioneras.

— Syfte: att utesluta l6sningen till en relaxering ifall den ej ar tillaten i (P); att ndrma
oss en tilliten 16sning.

e Triadsokningsstrategi: definierar den ordning i vilken noderna i B&B-tradet skapas och
avsoks.

— Syfte: att snabbt finna bra tilldtna losningar, begriansa tradets storlek.
e Nodkapningskriterier: regler for nar en delmangd av X ej skall partitioneras vidare.

— Syfte: att undvika att avsoka delar av tridet som ej kan innehalla en kandidat till
optimallosning.

Dessa fyra begrepp maste specificeras for att en komplett B&B-algoritm skall vara definierad,
d.v.s:
Forenkla Forgrena Fortsatta Forkasta



Relaxeringar

Exempel pa relaxeringar av (P):
e Tag bort heltalskrav = linjart kontinuerligt subproblem.
e Tag bort komplicerande bivillkor
e Lagrange-relaxera komplicerande bivillkor

Om optimallésningen till det relaxerade problemet ej ar tillaten i (P) soker vi uppfylla de re-
laxerade bivillkoren m.h.a. en forgrening i B&B—tradet.

For att fa pessimistiska uppskattningar av z* (motsvarande tillatna 16sningar till (P)) anvéinds
ofta heuristiker.

Det optimala vérdet for ett subproblem ger en optimistisk uppskattning av det virde som kan
nés i grenen under motsvarande nod i tradet, ty varje forgrening tillfor restriktioner.

Foérenklingen av (P) genom relaxeringen far inte vara for stor; da krivs troligen vildigt manga
férgreningar innan tillitenhet astadkommes, d.v.s., ett stort, djupt B&B—trad.

Forgreningar

Forgrening anvinds for att stirka en relaxering. Helst ska forgreningen motsvara en partition
av den aktuella delmidngden av X, si att varje tillaten 16sning till (P) aterfinns pa exakt en
plats i tradet (dkta uppdelning).

Forgreningen maste innebara att losningen som erhallits i subproblemet utesluts; dock far
ingen tillaten 16sning till (P) uteslutas.

Tradsokning

B&B-tradet ar inte givet pa forhand, utan skapas under algoritmens gang. For att konstruera
tradet och avsoka dess noder anvinds grafsokning.

‘ej avsékt‘ ‘ avsokt ‘ ] kapad ‘

Forgreningsprioritet: anger om efterfoljarna skapas simultant eller ej, och i vilken ordning.
e Djup—forst—ordning: endast en av efterfoljarna skapas.
e Bredd—forst—ordning: alla efterfoljare skapas pa en gang.

Besoksprioritet: anger vilken av de aktiva (d.v.s., skapade men ej besokta eller avsokta)
noderna som skall besokas harnist. Hybrider finns, men i huvudsak anvands foljande tva:

e Djup—forst—ordning i bade forgrening och besok. Ger snabbt tillitna losningar; djupa,
smala trad.

e Bist—forst—ordning: vilj den aktiva nod som motsvarar den bista optimistiska uppskatt-
ningen av z*. Vi tror namligen att optimum finns i just den grenen. Kraver mycket minne;
ger minst trad.



Nodkapning

Om 16sningen z? till ett relaxerat problem inte ér tilliten i (P), men har ett milfunktionsvirde
2% som #r ligre (min-problem) éin malfunktionsvirdet Z (pessimistisk uppskattning) for den
béasta kanda tillatna l6sningen till (P), kan nod R inte kapas.

Kapningsregler: kapa en nod R i B&B-tradet ifall motsvarande subproblem

e saknar 16sning,

e har en optimalldsning som &r tillaten i (P) = kandidat till optimal 16sning (pessimistisk
uppskattning), eller

e har ett optimalt malfunktionsvirde, z® > Z, dir Z ar malfunktionsvirdet hos nagon kind
tilldten 16sning.

I inget av dessa fall kan en tilliten 16sning till (P), med ett ligre malfunktionsvirde (min-
problem) dn det bista kdnda (pessimistisk uppskattning), aterfinnas efter en ytterligare forgre-
ning i nod R.

Lo6s nedanstidende heltalsproblem med Branch & Bound-algoritmen

max 2z = 0z + 3x9
da 2.731 — Z9 2 2 (1)
-1 + 3.772 Z 3 (2)
5r1 4+ 6x9 < 60 (3)
T1,z9 > 0, heltal




