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FHGJILK1MONQP�R7MTSVUWGYX[ZWZW\^]

_a`cb NQdEU*e1M^U*G8f^ghgif

jlkEmon0p�kEprqts(u.vxw

y{zH|~}Q����y3y����[�V�3��}Q�3���3���&���W�i�V�3�V���3�L�0���i���3�l�����3�L�L���$�&�Vz[�����~}Q�������H|i�3�V|~}Q�3���T���������x�i��}Q����zi�����[� ¡ ¡¢7£¤�L��z[�h��������z[�!��z¥}��h¦a}Qz[�L�a§~y¤�,�����¨�©�L�V�ª}«�������a�T�¡}Qzh�^���V�{����z¨���[�¬|i�3�L�h���$���¤�­�Q���L���$|i�i�3�V�3�¯®t�����¨�«}¯��7}QzO�:�3���(}Q°��¬}$���O��°�}Q�.±­²,¢�³�²µ´r�µ¶a·T¸O¹hº¼»~¶���z­}��h¦a}Qz[�L�a§

j�p�ktq¾½1¿$À�v0Áªu.v0wiqtkÂp.s(vxm,ÃÄu�nxqts(ÅÆs3ÇÈprqts3u:v

y{z����i���É|~}Q���¬�Q�r���[�$��}Q�Ê®E�������������8�(����¦��&�3���&�$�iz[�L��z[�����(}Q��z[�L�Ë|i�3���i���V�&�É�[����zi�­���3�L�V|Â�L�3�É�i�L�3�L�VzT��}Qz[�z[�V���3��z[�.�&�V���[�^�1§[¢r�[�!��}Q���3�V�:�W�h�����3����z����i�3�L�¬�h�ÍÌE�V�3�VzO�.¦��V�3������zÊ®i�������Î�izi���.�3�3�V|ËÏJ���[�É�V��}��3�����!¦��V�3������ztÐW®Ñ��V���3��z[���&�O�h�ÍÒ~�L�l�&�V���[�^�����i���3�Ó��z[�V���[�i�L�&}­����z[�W£¤�3�¯}Q�3�3�Ê®�}Qz[�H���[�c³Ê�V¦��VzO�Â�V����£¤±Ô}Q�3ÕO�~}Q�3�h�&�&�O�h�ÍÒi£�¯}Q������zÊ®o���[�V�3�����[���V�����VzO¦�}Q���[�L�&�Q�!���[�cÖµ�L�(����}Qzl�«}Q�����Í�Ó}Q�3�c�&�^�h�ÍÒ~�L�Ó��zÓ���3�i�V�$�3�Ô�«}Q°��c���$|Â�a�3������¦���i�WÒ[zi���3�a§Â¢r�[�É�&�V���[�^�i��}Q�3�¬���$|i���V�&�VzT�3�L�¥��z¨±¥²,¢�³Ê²µ´!§t¢r�[�É|i�i��|E�a�3�¬�Q�,���i���µ��}Q�Â���(}Q������z­���:�3�$�a�(}Q|h£�i���¯}Q�����c�������[�����(}Q�3�¡���[�¡�&�V���[�^�i����z¨���3�i�V�:�3���a��¦��¡��z[�����a�T�µ��zT�3�$���[�É�Â�V�~}¯¦O�����i�¯§
× �(}Q�����i|ÊØTÙ!�Ú��zi����}��&���[���(}Q�Û£©Ò[���r���3���Ü���[�.�L���i�3�3�.�[���&�V|~}Q���a®O}Qz[���©�������¯�Ý���[�.��z[�������[�V������z[���a��¦��Vz&���[�V�3�a§±¥�¯¦��7�3�:���[�7�h���3�L�V�3�����«ÞQßTà&ÏJ�O�¬�a��¦^��zi�µ���[�r�L���$�«}Qz[��á�âÔãLä�åxÐÈ}Qz[�0���(}Q���È±¥²,¢�³Ê²�´Ë�O�¬�����$|i���É�{�O|i��zi�»[æa¸hçOæ�èt§~éµz[�L�¬±­²,¢�³Ê²�´ê���(}Q���3���i|Ê®[�¤�^|Â�!����|i�&�VzO����z����[�É�L���$�«}Qz[������z[�i�¯�É§
¢r�[����}Q�Â���(}Q������z¨�����&�VzO�h£¤�h����¦��Vz¥}Qz[���&�a���������3�V�Í�Y£¤�W�h|i��}Q��zi��zi�[§i¢r�[�µ���������Ú����zi�«�3�V���L�V������z[�r�«}¯���E�µ�i��z[�aØ
× �V������zi� Ù!�W�©}Q�i���:¦�}Q���[�× �(}Q������zi�&|E����zT� ë$ë�3�V���$��z~}Q������z­�V�����3�V������z ì��(}��h���VzO�:���Vzi�a���íi�iz[�V������z­�3���Â�!�$��zi���$��î¯�L� íi�iz[�V������z�ï±Ô}¼�^���«}Q�1zO�i�¬�E�V�µ�Q�o���3�V�(}Q������z[� ðaëaëñ,����zO����zi���Q�o���3�V�(}Q������z­�[}Q�(} éµz±¥�V���[�O� × �3�V|E�L���:�i�L�3�L�VzO�
ò8���c�«}L�c�3�[�^�a�3���3�0�(}Q°��0ïa®Eï¯ë0���Éï¯ëaëx���3�V�(}Q������z[�:}Q�.}x�����&�!}Qz[���©�������¯�ê���[�¡}Q�������������i���3�¯}Q�3�(�c|~}Q������z���[�¡�a�(}Q|i�Ê§ôó(Õ
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y{z¨}Q���Ê���[�L�3�¡�W�i�V�3�V���3�L�¯®h���[�!���iz[�V������zÎ�����3�$�E�����������������Tâ7§

ïa§ × ���[�h�������ªá �!��"#�%$

f(x1, x2) = 2(x1 + 1)2 + 8(x2 + 3)2 + 5x1 + x2

Ï©}�Ð × ����¦��Î�[����zi� × �3�L�V|E�L���&Ù!�L�3�L�VzT�c}Qz[�ÓÑµ�V���3��z[�«�&�V���[�O� ÏJ�izi�������3�V|tÐW§ × �(}Q���&��zÝ���[��|E����zT�3�
(10, 10)

}Qz[�
(−5,−5)

}��0���V���.}��x��zl�(���&�����(}Q������zi�Ô|E����zT���Q�:�����i�$�¯��zÓ�3�[�����L�a§o¢ª�¯�7}Q�3����i���(�¨|E����zT�:�i�^�L�����[�¡�&�V���[�^�i�.�L��zO¦��V�����!&0Öµ�Ú�¾�«}QzT�c���3�V�(}Q������z[�µ}Q�3�É�3�LÕT�i���3�L��&
ÏJ�tÐcy �����[�¡���i�(}Q��z[�L�¨|Â����zO�µ}Qz¨��|i�����«}Q�Ê|E����zT�xÏJ�a�����~}Q���������.���^�¯}Q�����[Ð'&
Ï��ÚÐ)(��T���i�^�L��z[�V���3��z­}Q���r}L�h�:�L��zT¦��V�����¬��z+*-,/.r���3�V�(}Q������z#&

ðh§ × ���[�h�������ªá �!��"#�10�Ï�2:�a�(�VzT�i�3�^�3°h�r�J�iz[�V������ztÐ
f(x1, x2) = 100(x2 − x2

1)
2 + (1 − x1)

2

Ï©}�Ð × ����¦��­�[����zi�Ë�3�3�L�V|Â�L�����i�L�3�L�VzT�c}Qz[�Ýz[�V���3��z[���&�V���[�^��Ï©}Q���:¦��V�3�3����z[�*ÐW§8���(}Q������zÝ���[�Î|E����zT�
(−1.5,−1.5)

§Ê¢��Ú�7}Q�3�i�!���i���3�Ô|E����zT�!�i�O�L�µ���[�x�&�V���[�O�i�!�L��zT¦��V�����!&&Öµ�Ú���«}QzO�Î���3�V�(}Q������z[�}Q�3�É�3�LÕT�i���3�L��&
ÏJ�tÐcy �����[�����iz[�V������z¨�L��zT¦��W��&xy{�.���[�É���i�(}Q��z[�L��|E����zT�µ}��a�����~}Q�ª��|i�����¬�i�3&

Ï��ÚÐ54��[�^�a�3�É�(���&�¡���(}Q������zi�&|E����zT�3�:��z������i�µ�¯��z¥}Qz[���3���[�h�����[�¡�&�V���[�^�i�.�E�V�~}L¦^�����i�¯§
6 § × ���[�h�������ªá �!��"#�87

f(x1, x2) = x3
1 + 2x3

2 − 27x1 − 6x2Ï©}�Ð × �(}Q���¡��zÔ���[�0|E����zT�
(0, 0)

}Qz[�¥�(����¦��x�[�3��zi�c�3�3�L�V|Â�L���¡�i�L�3�L�VzO�¬}Qz[��Ñµ�V���3��z[�!�&�V���[�^�ÓÏJ�izi����3�3�V|tÐW§
( �O���i�^�L��z[���.Ñ��V���3��z[�.�&�V���[�^�c������°�&x¢Ê���c���[�¡³Ê�V¦��VzT�E�V����£¤±Ô}Q�3ÕT�~}Q�3�h���&�O�h�ÍÒ~�¯}¼£������z¥}Qz[�Î�����[�h�����~}Q�.�&�V���[�O�i�.�Â�V�~}¯¦O�����i�¯§
ÏJ�tÐ × �(}Q���ª��z¬�3���&�7}Q���i�����(}Q�������É�3�[�a�3�Vzx|Â����zO�3�¯§ÚÖ��¯���«}QzO�É���(}Q������z~}Q���¡|E����zT�3���i�:�����¡Ò[z[�1§9(��i���3�°^��z[�i�.�Q�,���(}Q������z~}Q���c|Â����zO�3�¯§

¢r�[�a�3�¡���[�������3�Î�3��|i��}L�����i�����[�V�.�«}L�c�3�L�������[�É�����[�V�.�J�iz[�V������z[�¯§~¢r�[�L�3�¬}Q�3�aØ

:';=<
f(x1, x2) = −5e−

x
2
1
+x

2
2

10 + 4e−
x
2
1
+x

2
2

100 − 5−
(x1−5)2+(x2+4)2

10 − 5−
(x1+4)2+(x2−5)2

10 − 4−
(x1+4)2+(x2−5)2

100

:?>/<
f(x1, x2) = −4e−

(x1+2)2+(x2+1)2

10 + 4e−
(x1+2)2+(x2+1)2

100 + 0.01((x1 + 2)2 + (x2 + 1)2) + 0.01x1

:'@=<
f(x1, x2) = (x3

1 − x2)
2 + 2(x1 − x2)

4

:BA�<
f(x1, x2) = −5 cos(0.2(1 +

x2
2−0.5

x2
1+0.5

) + 0.001x4
2 + 0.003x4

1 + 2x1

:'C=<
f(x1, x2) = 2(x2 − x3

1)
2 + 0.1(x1 + 2)2 + 0.5x2

2 + x2
1x

2
2

ð
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y{z����i���.|~}Q���:�Q�o���[�¡��}Q�Ê®i�����­}Q�3�É�3���[�3�É±¥²,¢�³Ê²µ´r�.��|i�����$��îÚ}Q������z¥�3���i����z[�L�.�3�«�3����¦��É�3���&�!z[��zh£ ����z[�¯}Q�|i�3���i���V�&�¯§
z[���3���E¢r�i���!|~}Q���¡�Q�8���[�0��}Q�Ô�3�[���i���Ô�Â�x|i�3�V|~}Q�3�L�Ô�T�¨�������x�i��}Q����zi�����[�0 ¡ ¡¢7£¤�L��z[�h��������z[�Ú§Ê¢��c�(}¯¦��������}Qz[���[�8�3���&���L���$|i�i�3�V���3�V��}Q�3�L�����3���i�i���µ���µ�~}L¦��µ��z[�V���[�i�L�����[�.�J�iz[�V������z[��}����i|i�[ïW�Û®T�i|i�[ïV�[®T�i|i�Tð¼�o}Qz[��i|i�TðQ�������µ���[�������Û�L�V����¦��¬�J�iz[�V������z�}Qz[�¥�L��z[�����(}Q��zT�3�¡�Q�����[�¬�{���c|i�3���i���V�&�¯§Â¢Ê�����hºTça·���»! #"%$a¶&"c�3���(�L��[�¯� ���[�¡z[��zh£ ����z[�¯}Q�:�$��zi���$��îÚ}Q������z­�3���i����z[�É�����[�3�L�1§
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ïa§µì!��¦��VzÎ���[�¡|i�3���i���V�
max x1 − 2x2

1 + 2x2 − x2
2 + x1x2�('

x2
1 − x2 ≤ 0

2x1 − x2 ≥ 0

Ï©}�Ð × ����¦��É���[�¡|i�3���i���V���[����zi�����$��z[�L��z
ÏJ�tÐ × �(}Q�3�x���[�¬ ¡ ¡¢7£¤�L��z[�h��������z[�Ú®1�W�i}Q�$��z[�¬���[�x�L��zO¦��W�^���{�¨�Q�����[�É|i�3���i���V�"}Qz[�Î¦��V���Í�������~}Q�����[����i�(}Q��z[�L�­�3�����i������zÎ���:}*)�+ *-,/.&+102.43&5608790$§

ðh§µì!��¦��VzÎ���[�¡|i�3���i���V�
min x1�('

(x1 − 1)2 + (x2 + 2)2 ≤ 16
x2

1 + x2
2 ≥ 13

× ����¦��µ���[�.|i�3���i���V�?}Q�8���¯}��3��Ò[¦��µ�����&�L�����3��� �h�ÍÌ1�V�3�VzT�r���(}Q������zi�0|Â����zO�3�¯§TÙ!�L�3�V�����E�.���~}Q�7�~}Q|i|Â�Vz[�Ú§
(��i���3�¥|E����zT�:���:���[�É�E�L���:��z[�a§Â�¯}Qz¨�����­�a�~}Q�(}QzT�3�L�x���~}Q�:���i���µ���µ}:)�+ *-,/.&+;02.43�5<087=0�§~íi�iz­|E����zT�3��3�&�����c}Q�3�

(1, 1), (0, 0), (3.7, 0)
}Qz[�

(−1,−1)

j�p�ktq¾½~½t½E¿�� u.vxw[q~kEp.s3v0m,Ã�u�nxqts(ÅÆs3ÇÈprqts(u.v�¿&n�m,v0p>�Ûq=?4ÅÆmÈqA@0u¡Ã0w

47��z[�����i�V�.���[�É|i�3���i���V�
minimize f(x),�('

g(x) ≤ 0m,

���[�V�3�
f
}Qz[�

g
}Q�3�&�L��zO����zT�[���[�0���iz[�V������z[�¯§ÊñÈ�Vz~}Q���¤�H�&�V���[�O�i�0}Q�3�&���Vz[�V�(}Q�������Q�.��z[�&�Q���¤�7�­�h�ÍÌ1�V�3�VzT�°^��z[�i�¯ØCBEDGF�B/HEIKJ4H¨}Qz[�LINM!F�B/HEIKJ4H¨|E�Vz~}Q���¤���&�V���[�O�i�Ú®��i�V|Â�Vz[�h��zi�Ý��zê�Í�����[�Ô�&�V���[�^�i�����Vz[�V�(}Q����� �a��¦��H}Qz��zh�©�¯}������i���&�Q�����������V�����¥���¯}������i���«�3�LÕT�[�Vz[�L�«�Q�7���3�V�(}Q������zH|Â����zO�3�¯§ (��$�~}¯¦��&���$|i���V�&�VzT�3�L����z[�$�&�V���[�^���Q��¯}��3�¨°O��z[����zÎ±¥²,¢�³Ê²�´!§

y{z����3�i�V�$�3�­���izl���[��|i�3���a�(}Q�&�Ú®o�����l�3�[���i���H�&�Ú¦����J�3���4���[�������i�(}Q��� ÞQßTàÔ�3�¥���[�������i�(}Q�����L�cÞ¼ßOà=O�POàRQÏ��W�h�3�V�������*Ð«���ÔÞQßTà=OiÞ¼à-Q ÏJ��zT�3�V�������*ÐW§�´r�����¾}Q�������������i�&�Î}Q�3�¥�3�(}Q���3�L� �O� �¤�^|i��zi�Ó¹( -S¼·hæa¸%$#�Ó��z �«}Q����}Q�[��L���$�«}Qz[�Î����z[�i�Ú�É§
6



Ñ����3�!���~}Q�.���[�!|i�3���i���V�
�����a��¦��VzÎ�����������[�¡�L��z[�3���(}Q��zT�3����z��
≤
� £©�©�����Î®h���i�����ÉÑ!}����h£ × �Q���V�.�i�L�(�V�����Â�L�����[��&�V���[�^�i�.�[����zi�$���[���

≥
� £©�©�����Î§

¢r�[�8BED F�B/HEIKJ4H.|E�Vz~}Q���¤�c�&�V���[�O�HÏ��¤|Â�Vz~}Q���{���&�V���[�^� � ��z¨Ñ�}��3�h£ × �Q���V�*Ð7�7����°^�.�������Î���[�¡�3�V��}¼�[}Q������z
minimize

x∈<n

f(x) + ρkψ(x),

���[�V�3�
ρk > 0

}Qz[�
ρk → +∞

���[�Vz
k → +∞

®[}Qz[�c���[�É|Â�Vz~}Q���{�����iz[�V������zÎ�������[�¬ÕT�~}��h�(}Q�����!���iz[�V������z
ψ(x) :=

m∑

i=1

(max{0, gi(x)})
2 .

¢r�[� INM!F�B/HEIKJ4H:|E�Vz~}Q���¤�c�&�V���[�O�HÏ��¤�~}Q�������V�.�&�V���[�O� � ��zÎÑ!}����h£ × �Q�©�V�*Ð7������°h�.�������Î���[�!�3�V��}¼�[}Q������z
minimize

x∈<n

f(x) + µkφ(x),

���[�V�3�
µk > 0

}Qz[�
µk → 0

���[�Vz
k → +∞

®[}Qz[�Î���[�V�3�¡���[�¡|E�Vz~}Q���¤���J�iz[�V������z¨�������[���J�iz[�V������z
φ(x) := −

m∑

i=1

log(−gi(x)).

y{zÎ���3�i�V�.�3�«}L¦������ÎzT�i�&�V�����¯}Q��|i�3���i���V�&����z[�!�[���~}Q�����c���V�3�����[�É�(�LÕT�[�Vz[�L�L�
ρk

}Qz[�
µk

�L��zT¦��V�����x�����¯������§
¢r�[�V�3�¬}Q�3�¡���i�3�L�É|i�3���i���V�&�µ}L¦a}Q����}Q�i���¡�©�����E���������[�L�3�¡�&�V���[�^�i�¯Ø
: $ <

minimoize f(x) := ‖x‖2,�('
g1(x) := −x1 + 2 ≤ 0,

g2(x) := −x2/3 + 1/3 ≤ 0.

: 0 <

minimize f(x) := x1 sin(x1) + x2 sin(x2),�('
g1(x) := x1 + 1/3 ≤ 0,

g2(x) := sin(x2) − x1 ≤ 0,

g3(x) := −x2/3 + 1/4 ≤ 0,

g4(x) := ‖x− (1, 1)T‖2/5 − 1 ≤ 0.

:';=<

minimize f(x) := x1x2,�('
g1(x) := ‖x‖2/5 − 5 ≤ 0,

g2(x) := −x1 − x2 ≤ 0.
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ïa§����3�,�E�����É�&�V���[�^�i�Ê�©���Ê���[�,|i�3���i���V�&�oð.}Qz[� 6 §¯¢��V���^�[�Ê���i���(�¬|E����zT�3�ª���[�,�¤�7��}Q�������������i�&�È�L��zT¦��V������3�$�������E������|i�3���i���V�&�¯§
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