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Uppgift 1
(Linjarprogrammering)

Betrakta LP-problemet

maximera z = 21 + o,
da T + 2.7,‘2 2 1,
21 + a2 < 1,
X1 5 ) 2 0

Observera att problemet ar ett maximeringsproblem.

a) Los detta problem med hjilp av Fas I och I av simplexmetoden.

b) Givet svaret i uppgift a), vad blir den optimala duala 16sningen?

Uppgift 2
(LP-dualitet, set covering)

Betrakta LP-problemet

minimera ¢’z
dd Az >1
x>0

dar varje element i A endast kan ha vérdet 0 eller 1, ¢; > 0 for alla 7 och 1 betecknar
en vektor med endast ettor.

Ibland ar det inte nodvandigt att losa detta problem till bevisad optimalitet; vi kan
for att spara tid ndja oss med en tillaten 16sning som ligger inom 5% av det optimala
vardet. Formulera darfor en metod som givet en primalt tillaten baslosning ger en
undre grans for det optimala malfunktionsvardet hos problemet. Notera att vi behover
en grans som ar nagorlunda skarp: att sitta alla x till 0 duger inte. Da vi skall anvinda
gransen for att avbryta sokningen i fortid for att spara datortid, far sjalva skapandet
av gransen ej ta allt for lang tid. Till exempel kan vi inte tillata oss att 16sa det duala
problemet. (Déremot &r det inte en dum idé att utnyttja det duala problemet!)

(En motivering: Vi tinker oss att vi skall bygga ett antal brandstationer i en stad, sa
att varje hus kan nas av en brandbil inom 10 minuter. Vi antar att vi har N hus vi
vill nd, och M mojliga platser vi kan bygga en station pa. Vi later a;; vara 1 om vi
kan na hus ¢ med en bil fran station j inom 10 minuter, 0 annars. Vidare later vi z;
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vara 1 om vi bygger en station pa plats j, 0 annars. Problemet att bygga stationer sa
billigt som majligt blir da

minimera ¢’z

da Az > 1
z € {0,1}

Ett problem av denna typ kallas “set covering” och ar vanligt forekommande inom
t.ex. schemalaggning. Nar man l6ser denna typ av problem behéver man ofta 16sa LP-
relaxeringen till problemet, vilken &r precis det LP-problem som behandlas i uppgiften;
x <1 dr redundant i LP-relaxationen.)

Uppgift 3

(Olinjar optimering)

Vi har ett problem av typen

maximera f(x),
da g(z) <0™,
h(z) = 0°,

dar f, g;, h; ar reellvarda, tva ganger kontinuerligt differentierbara funktioner.

Antag att Du vill 16sa ovanstaende problem, och angriper det med Din favoritmetod.

a)

b)

Antag att du far en utskrift av typen
Search terminated. The problem is infeasible.

Det existerar alltsa inga tillatna losningar till problemet. I vissa fall kan man
acceptera en 16sning som bryter nagot mot bivillkoren, sérskilt om de uttrycker
kapacitetsvillkor; i sadana fall kan man tinka sig att ett overskridande av ett
bivillkor motsvaras av en extra kostnad for att anskaffa mer kapacitet. (Vi kallar
sadana bivillkor mjuka.) For problemet ovan dr vi intresserade av att beskriva
ett optimeringsproblem av just detta slag. Antag att olikhetsvillkoren &r mjuka
bivillkor. Ge en ny optimeringsmodell som medger att nagot eller nagra av de m
olikhetsvillkoren overskrids, till en kostnad som ar proportionell mot graden av
overskridande. (Att strikt underskrida ett olikhetsbivillkor skall inte premieras.)

Antag i stéllet att var favoritmetod ar en SQP-metod, till exempel den alltmer
populara filter-SQP-metoden. Vid korningen fas utskriften
Search successfully completed. Optimal solution stored on file.

Ange de svagaste mdjliga forutsdttningarna hos det problem vi 1oser for att
l6sningen som en SQP-metod ger skall vara globalt optimum.
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Uppgift 4
(Olinjar optimering)

Betrakta foljande minsta kvadrat-problem:
al 2
min (fi(z))".

zER™ <
=1

Problemet kan ibland effektivt 16sas med en inkrementell gradient-metod:

1. Valj en initial punkt zy och en steglangd o > 0.
2. Fork=0,1,2,...:
(a) lat :c,(co) = 1y,
(b) fori=0,...,N — 1,1t zp " = 2 — 20 f;41 (2 V fisr (z),

(C) lat Th1 = xl(cN)

Vi ska studera beteendet hos algoritmen pa féljande exempel (hdr ar N = 2):

min (z + 1) + (z — 1)% (1)
zeR
(1p) a) Vad dr optimallGsningen till problemet (1)? Valj a = 1/2, o = 2 och utfor tva

steg av algoritmen. Kommer den att konvergera mot en optimallosning?

(2p) b) For enkelhets skull later vi y;, := x,(cl). Da har vi att yx = 2 — 2a.f1(2x)V f1(zk),
Trr1 = Ye—2af2(yr) V fo(yr). Antag att o véljsiintervallet (0,1). Lat limyg o0 (zk, yx) =
(x*,y*). Berdkna gransvérdet (z*,y*) = (z* (), y*(«)). (Ledning: om (g, yx) —
(x*,y*), g(xk, yx) = 0 och g ar en kontinuerlig funktion, géller att g(z*,y*) = 0.)
Vad kan du siga om lim,_,o 2*(a)?

(3p) Uppgift 5
(Heltalsoptimering)

En tillverkare av skrivare till datorer har en kedja av aterforsiljare och till dessa vill
man knyta ett mindre antal serviceverkstader. Det finns fyra stycken aterforsaljare i
det aktuella omradet och man har mdéjlighet att kontraktera tre olika serviceverkstader.
Aterforséljarna bersiknas behova utnyttja 5, 3, 3 respektive 4 mantimmars service per
dag och de tre serviceverkstaderna kan erbjuda 10, 10 respektive 7 mantimmars service
per dag. Att skriva kontrakt med de olika verkstdderna kostar 150, 160 respektive 100
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kkr. Kostnaden (i kkr) att knyta en viss verkstad till en viss aterforsiljare ges av
nedanstaende tabell.

Aterforsiljare | 1 2 3 4
Verkstad 1 11 12 14 22
Verkstad 2 27 10 13 9
Verkstad 3 17 18 9 12

Ytterligare restriktioner ges av foljande:

e Maximalt tva aterforsiljare far knytas till verkstad 1.

e Varje aterforsiljare far skicka sina uppdrag till endast en verkstad.

e For kontrakterandet har man en budget pa 350 kkr som ej far 6verskridas.
Malet ar att minimera de totala kostnaderna for att tillfredsstélla aterforsialjarnas ser-
vicebehov.

Formulera ovanstaende problemstallning som ett linjart optimeringsproblem med heltal-
skrav pa variablerna. Lés ej!

Tips: Lat beslutsvariablerna svara mot att skriva/inte skriva kontrakt med de olika
serviceverkstaderna och mot att knyta serviceverkstiader till aterforsiljare.

Uppgift 6

(Optimalitetsvillkor)

a) Betrakta optimeringsproblemet:

minimera z2,
TER (1)

da sin(z) < —-1.

Finn varje lokal och varje global optimallosning till problemet. Ange KKT-
villkoren. Ar de nédvéndiga och/eller tillrickliga for problemet?

b) Trippeln (o, , A) sdgs uppfylla Fritz-Johns (FJ) optimalitetsvillkor for prob-

lemet o £(o)
minimera f(x),
TER™ (2)
da gi(z) <0, i=1,...,m,
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definierat av differentierbara funktioner f, ¢g;, 1 =1,...,m, om
gi(z9) <0, i=1,...,m, (primal tillatenhet)

(a’ A) 2 0’ (a’ A) # 0’
" dual tillatenhet
aV f(xg) + Z AiVygi(zg) = 0, ( )

=1

Aigi(xe) =0, i=1,...,m, (komplementaritet)

Uppfyller lokala/globala optimala 16sningar till problemet (1) FJ-villkoren?

(1p) ¢) Undersok anvéndbarheten av FJ-villkoren genom att finna en punkt (z,y) som
uppfyller dessa for problemet

minimera ¥,
(z,y)

L 2Pyt <,
da 3 4
>y,

men som trots detta varken ar lokalt eller globalt optimal fér problemet.

Uppgift 7

(Relaxering medelst utvidgad Lagrangian)

(1p) a) Betrakta problemen
f* := minimum f(z), (P)
daz e X,
och
[* := minimum I(z), (R)
daz ed.

Om X C G och I(z) < f(z) for alla x € X séigs (R) vara en relaxering av (P).
Omvént ar da (P) en restrifiering av (R).

Visa att [* < f*.
(2p) b) Betrakta ett problem pa formen

f* := minimum f(x),

da gi(z) =0, i=1,...,m,
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dar x € R™ och f och g;, 7 = 1,...,m, ar kontinuerliga funktioner pa R". Lat
u;, 1 = 1,...,m, vara reella multiplikatorer (dualvariabler) f6r bivillkoren och lat
P : R™ — R, vara en kontinuerlig yttre straffunktion, dvs. en funktion sadan
att

=0, day=0m
P(y) . m
>0, day#0™

Betrakta det straffade problemet

f* = mlgéglnum 0(x )+ Zuzgz + pP(g(x)),

dér g(x) ar m-vektorn av g; och dér p > 0. Visa att detta problem &r en relaxering
av det ursprungliga.

Lycka till!



