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Uppgift 1
(Linjarprogrammering)

Betrakta LP-problemet (OBS! max-problem) att

maximera z = x; + 29
da r, — x9 > 1,
Ty + my <2
T zo > 0.

a) Los problemet pa korrekt sétt med hjilp av simplexmetoden, dvs. med hjilp av
bade Fas I och Fas II.

b) Ar den erhallna l6sningen unik? Motivera algebraiskt utgaende fran Din l6sning.
Grafiska motiveringar accepteras inte, da dessa bara fungerar i laga dimensioner.

Nagra matrisinverser som kan komma val till pass under 16sandet ar
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—1 17" [-1 1] -1 —-1]" [-1 -1
0o 1] o 1] 0 1] ~|o 1
—1 0] " [-1 0] 011" [-11

0 1] T [0 1] 11 ~ |1 0

0 —1]7" _[1 1] 0 117" [o 1

1 1] ~[-1 0 1 0} "[—1 0]
017" _[o 1 1177 1 —1]

1 0] [1 0] 01 Tlo 1
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Uppgift 2
(Modellering)

Aktiebolaget Sten & Grus (forkortas S&G) har fatt ett kontrakt med Vagverket, enligt
vilket de inom en manad skall leverera en viss mangd smaflis till tva centrallager, dar
bilar hadmtar materialet for att sprida pa vigarna under vintern. Den méngd som skall
levereras per lager ar [y,ls ton, dir siffran star for vilket lager som avses. Till sitt
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forfogande har S&G tva grustag dar man kan hamta grus och en bergtikt diar man
kan hamta sprangsten, samt ett gammalt restlager av flis som ligger pa annan ort. I
sin anldggning har S&G en sikt och en bergskross. Gruset fran grustagen kors genom
sikten. For varje ton grus som kors genom sikten produceras a; ton smaflis, a, ton
makadam samt a3z ton sand. For varje ton berg som kors genom krossen produceras
k1 ton smaflis, ko ton makadam samt k3 ton sand. Dessutom kan man kora makadam
genom krossen varvid den producerar [; ton flis samt /3 ton sand per ton makadam.
Sikten har en maximal kapacitet vilket gor att vi kan kora igenom maximalt ¢; ton
material pa en manad. Pa samma satt kan krossen maximalt behandla ¢, ton pa den
manad vi har till var férfogande.

Den totala kostnaden for att bryta och kora berg till anlaggningen ar p; kr per ton;
motsvarande kostnad for att bryta och transportera grus ar py, ps for de bada grustagen.
Makadam och sand &r ej vardelost; de kan siljas for do respektive ds kr per ton.
Inga transportkostnader uppkommer da kunderna sjalva himtar dessa material. Vi
antar att vi kan silja obegriansade méangder makadam och sand. Kostnaden for att
transportera flis fran anldggningen till lagren ar g1, go kr per ton. S&G har sedan
tidigare ett gammalt lager med flis liggande pa en annan plats (dir man tidigare hade
en nu nedlagd anlidggning). I detta lager finns ¢ ton flis vilket kan transporteras till
vagverkets lager for h; respektive hy kr per ton.

Formulera en linjarprogrammeringsmodell som hjalper S&G att uppfylla kontraktet
till lagsta nettokostnad (efter forsiljning av makadam och sand). Vi vill d&ven att ni
ritar en bild som visar hur materal flodar genom modellen, dar ni dven sitter ut era
variabler.

Sammanfattning:

l1,1lo Mangd flis (i ton) som skall levereras till vigverkets lager.
a1, as,az Ton flis, makadam och sand som produceras av sikten per ton grus in.
k1,ko,ks Ton flis, makadam och sand som produceras av krossen per ton berg in.
l1,l3 Ton flis och sand som produceras av krossen per ton makadam in.

P1,D2, p3 Total kostnad (brytning och transport) for ett ton berg respektive grus fran
bergtakt och grustag.

t1,to Total kapacitet i ton in i sikt respektive kross.

do,ds Forsiljningspris for makadam och sand.

91, 92 Transportkostnad (per ton) for flis fran anldggning till Vagverkets lager.
hy,hy Transportkostnad (per ton) for flis fran restlager till Vigverkets lager.

q Storlek hos restlager.
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Uppgift 3

(LP-teori)

Betrakta LP-problemet pa formen

minimera ¢’
da Az > b
x>0

Detta problem loses med simplex-algoritmen. Antag att det under ett givet steg finns
endast en mojlig inkommande variablel, x;. Vi antar vidare att detta steg ar icke
degenererat, dvs. malfunktionsvirdet har avtagit efter pivoteringen. Kommer z; att
vara nollskild i varje optimal 16sning (dvs. vara med i varje optimal bas)? Motivera
Ditt svar val.

Uppgift 4

(Olinjar optimering)

a)

b)

Betrakta optimeringsproblemet att

3
minimera f(x) = §($% + 22 + (1 + a)z129 — (21 + 22) + b, (1)

Z1,22

dar a och b ar reella parametrar.

Finn alla méjliga virden pa a och b sadana att problemet (1) har en unik global
optimallésning. Ange den ocksa (i termer av virdena pa parametrarna).

Betrakta problemet att

Wl

(= Va?), (2)

minimera flz)==x

som har z* = 0 som sin unika globala optimala l6sning.

Beskriv hur Newtons metod (med en konstant steglingd 1) ser ut for problem i
en variabel och applicera den pa detta problem. Visa att algoritmen divergerar
oavsett valet av startpunkt zy, sa ldnge z¢ # 0. Forklara varfor detta hander.

I numeriska implementeringar av optimeringsalgoritmer, beroende pa olika typer
av numeriska fel, kommer berikningen av gradienten till funktionen f : R" — R
i z € R" vanligen resultera i (I + &(z))V f(z), dir V f(z) &r det korrekta virdet
och &£(x) &r en matris av feltermer. (Bade I och £(z) &r n X n-matriser.)

Ange villkor pa matrisen £(z) som medfor att vi kan garantera att riktningen
—(I +&(z))V f(x) ar en descentriktning i en punkt x diar V f(x) # 0™.

Observera: det villkor Ni ger skall inte innehalla virdet av Vf(x), eftersom
villkoret inte har ett sadant beroende.
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Uppgift 5

(Optimalitetsvillkor)

a) Betrakta det begrinsade problemet

b)

minimera f(z),

zeR
hl(ac) = 0,
. (1)
da
hm(z) =0,
dar f, hy,..., h, ar en gang kontinuerligt differentierbara funktioner.

Visa att problemet (1) &r ekvivalent med féljande problem som har ett enda

olikhetsvillkor:

minimera f(z),

RS 2 (2)
di 13- (ha(@)" <o.
i=1
Visa (via ett formellt argument eller ett illustrativt exempel) att KKT-villkoren
for problemet (2) aldrig dr nédvéandiga for lokalt optimum.

Ledning: Vilka “ constraint qualification” (CQ) kan mdjligen vara uppfyllda for
problemet (1)?

Kan nagra CQ vara uppfyllda for problemet (2)? Om det &r sa, vilka?

Betrakta det obegransade problemet att

minérgrklnera max {f1 (x), fa (SC)},

dar fi : R® - R, fo : R® — R ar en gang kontinuerligt differentierbara funk-
tioner.

Visa att om z* ar ett lokalt minimum for problemet, sa existerar py, uo € R sa
att

p1> 0,00 >0, i Vfi(a")+ mweVi(z®) =0, w+p =1,
och g; = 0 om fi(z*) < max { fi(z*), fo(z*) }, i = 1,2
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Uppgift 6
(Konvexitet)

Definiera begreppen konvex méngd och konvex funktion. Visa att begreppen &r (i en
viss mening) ekvivalenta genom att visa att for en funktion f: R™ +— R géller att den
ar en konvex funktion om och endast om dess epigraf,

epi f = {(z,0) [ f(z) <o},

ar en konvex mangd.

Uppgift 7
(Pseudokonvexitet)

De pseudokonvexa funktionerna ar en betydelsefull klass av funktioner, genom att flera
viktiga egenskaper som konvexa funktioner har ocksa innehas av dessa. Sa till exempel
ar de tillrackliga villkoren for global optimalitet som uppfylls av konvexa funktioner
ocksa tillrackliga for pseudokonvexa funktioner. Eftersom det existerar intressanta
optimeringsproblem dar malfunktionen ar pseudokonvex men inte konvex ar vikten av
dessa egenskaper sjilvklar. Malet med uppgiften ar att utreda just dessa egenskaper.

a) En funktion f : R"™ — R som &r en gang kontinuerligt differentierbar sigs vara
pseudokonvex om

Vi) y—2)>0 = f(y)> f(z), =,y€eR™

(Definitionen séger i princip att om det i z lutar uppat mot punkten y sa ar
malfunktionsvirdet i y storre dn i z.) Visa att en konvex funktion ar pseudokon-
vex. Visa ocksa att omvandningen inte giller, alltsa att det finns pseudokonvexa
funktioner som inte ar konvexa. Ge girna ett motexempel.

b) For konvexa problem giller foljande nédvéndiga och tillriackliga villkor for att
x* € X skall vara ett globalt minimum for problemet att

minimera f(z),
dax € X,
dar X C R™ ar en sluten och konvex méangd:
Vi) '(y—a*)>0, yelX.

Visa att detta villkor ar bade nodvéandigt och tillrackligt &ven om f “bara” &r
pseudokonvex.

Lycka till!



