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1.1.1

1 Konvexitet

1.1 Teori

(Tentamensuppgift 980819)
I fallet obegrinsad, konvex optimering vet vi att optimalldsningarna kan ges en
elegant karakterisering som de vektorer x* for vilka gradientens virde &dr lika med
noll. Denna uppgift syftar till att visa att en motsvarande slutsats kan dras ocksa
for begrdinsad, konvex optimering. I detta mer generella fall visar vi att gradientens
virde hos varje optimallosning ér lika (men ej troligen lika med noll som fallet ar
i obegriansad optimering). [Detta innebdr bland annat att algoritmer for konvex,
begrinsad optimering kan utnyttja férdndringarna hos gradientens virde mellan
successiva iterationer i avbrottskriterier.|
Betrakta optimeringsproblemet
[P] min  f(z),

da ze X,

dar f : " — R ar konvex och kontinuerligt differentierbar, och dir X C R" ar en
icke-tom konvex mingd. Antag att X* dr méngden av globala optimallosningar till
[P]. Vi antar att denna méangd ar icke-tom (dvs. att problemet |P| har en optimal
16sning) och att ett element i X* &r vektorn z*.
Lat nu

Xi={zeX|Vf(@) ' (z-a")=0; Vf(z)=Vf)}
Visa att X* = X
Tips: utnyttja vad Ni vet om primala optimalitetsvillkor (och forstas ekvivalenta
definitioner av konvexitet hos en funktion).

1.1.2 (Tentamensuppgift 980527)

a) (2p) Betrakta problemet
[P]
min f(z),
da z € X,
g(z) <0,
diar f : R" — R och g : R" — R &ar konvexa och kontinuerliga funktioner,
och dir X C R™ dr en icke-tom konvex méngd. Antag att z* dr en global

optimallésning till problemet, och att g(z*) < 0 géller. Visa att 2* ocksa &r en
global optimallosning till problemet

[P’]
min  f(z),
da z € X,
g(z) <,



for varje val av b > 0. (Speciellt géller alltsa att ett bivillkor som &r redundant
i optimallsningen till ett konvext optimeringsproblem kan tas bort utan att
det paverkar problemets optimallésning.)

b) (1p) ar kravet att [P] ar ett konvext problem nédvindigt for att utsagan skall
vara sann? Om Ert svar ar 'Jal’; motivera da detta med ett motexempel. Om
Ert svar dr 'Nej!’, motivera da detta genom att utvidga resultatet i a) till detta
mer generella fall. Diskutera ocksa vad svaret kan tinkas betyda for hur man
skulle kunna 16sa att begrinsat optimeringsproblem.

1.1.3 Lat mangderna C, D C R"™ vara konvexa, funktionen f : C' — R vara konvex och
a € R. Visa att foljande méngder dr konvexa.

a) aC = {az|z € C}
b

d) {z € C[f(z) <o}

)

)

¢) C+D={z+ylzeCyeD}

)

e) epi f ={(z,pu) € Cx R|f(z) < pu}

1.1.4 Lat mingden C C R" och funktionerna f,g: C — R vara konvexa och 1at o € R,
(= {a]a > 0}). Visa att foljande funktioner dr konvexa.

a) f+g
b) af
c¢) max{f,g}

1.1.5 Lat C' C R" vara en konvex mingd och A en #dndlig indexmingd. Lat f, : C' — R
vara en konvex funktion for varje o € A. Visa att funktionen max fo ar konvex.
aE

1.1.6 Lat f : I — R vara en icke avtagande konvex funktion pa intervallet I C R och
g : C — I en konvex funktion pad den konvexa mingden C' C R™. Visa att den
komposita funktionen fg: C' — R ar konvex pa C.

1.1.7 Lat f(x) = |z|P. For vilka p # 0 4r f en konvex funktion
a) pa Ryy (= {z[z > 0})?
b) pa R?

1.1.8 Vilka av foljande funktioner &r konvexa fér z > 07

a) Inz



1.1.9 Vilka av foljande funktioner ar konvexa? Vilka &r strikt konvexa?
a) In(e®™ + €%2)

b) Ind"7" | e%®, dir a;, i =1,..,n, i konstanter

c) 1/29@?

d) z2/z, for z, > 0

e) —\/Z1%y for x1,29 > 0
f) —([Tr, =)V for z; > 0,i=1,..,n

1.1.10 Visa foljande relation mellan aritmetiska och geometriska medelvirdet. For x; > 0,

1=1,..,n, giller
n 1/n 1 n
(=) <1y
1=1 1=1

1.1.11 For vilka viarden pa parametrarna a, b, ¢ och d ar nedanstaende funktioner konvexa?

a) In(1 + e**)

o

c) z%? for x > 0

)
) 22+ by? — 22y
)
d)

d(2? +y* + 2%)1/?

1.1.12

a) Lat zt,...,x¥ € R vara givna. Visa att

P P
{z € R"| det finns t; > 0, i =1,.., P, sddana att Zti =1ochz= thxl}

i=1 =1

ar en konvex méngd. (Anméarkning: Denna méangd kallas det konveza holjet av
punkterna !, .., zF.)



b) Antag att X dr en konvex delmiingd av R" och att z!,..,2F € X.
Visa att om ¢; > 0,7 =1,.., P och Zf:l t; = 1 sa galler att 25:1 tirt € X.

1.1.13 Optimeringsproblemet
min f(z)
dd ze X

ségs vara konvext om mangden X C R" av tillatna l6sningar dr konvex och malfunk-
tionen f : X — R ar konvex pa X. Definiera for detta problem begreppen lokalt
respektive globalt optimum och visa att ett lokalt optimum &ven ar globalt. Visa vi-
dare att om f ar strikt konvex sa kan problemet inte ha alternativa optimallGsningar,
dvs att i detta fall &r ett optimum unikt.

1.1.14

a) Betrakta det generella optimeringsproblemet

min f(z)
da zeX.

Antag att mangden X C R"™ ir konvex och att funktionen f : X — R &r konvex
pa X, varvid dven problemet dr konvext. Visa att méngden av optimall6sningar
ar konvex och att om problemet har flera optimallosningar sa har det odndligt
manga.

b) Konstruera ett (icke-konvext) problem som har exakt tva globala optimallos-

ningar.

1.1.15 Avgoér om méngderna nedan &r konvexa eller ej. Bevis eller motexempel.
a) {re R? |22+ 22 <1; 22+ 22> 1/4}

b) {reR"|z; >0, j=1,..,n}

)

)
¢c) {z€R" |22+ 23+ ... +22 =1}
d) {re R? |z, + 22 <5; 28 — 1y < 10; z1 > 0; 2o > 0}
)

e) {re R |z —25>1; 23 + 23 <10; 231 + 29 < 8 x> 1; 29 > 0}

1.1.16 Vilka av foljande bivillkor definierar konvexa méngder?

a) Zx? <b
j=1

b) > af>b
j=1



1.1.17

1.1.18

1.1.19

1.1.20

c) ix? =b
j=1

En funktion f : R® — R sigs vara kvasi-konvex om det for varje konstant ¢ € R
giller att nivdmdngden {z|f(x) < ¢} &r konvex. Som bendmningen antyder &r kvasi-
konvexitet hos en funktion en svagare egenskap dn konvexitet. Visa detta genom att
16sa foljande tva deluppgifter.

a) Visa att varje konvex funktion &r kvasi-konvex

b) Ge exempel pa en funktion som &r kvasi-konvex men ej konvex.

Betrakta ett konvext optimeringsproblem pa formen

min f(z)
da  gi(z) <b;, i=1,...,m

a) Lat z* beteckna en optimallosning. Antag att problemet utékas med bivillko-
ret gmi1(x) < bpyq och att punkten z* &r otillaten i detta bivillkor, dvs att
Gma1(2*) > byy1. Lat ™ beteckna en optimallGsning till det utokade proble-
met och antag att f(x**) > f(x*), dvs att ** inte ar ett alternativt optimum
i det ursprungliga problemet. Visa att gp1(2™) = b1 géller.

b) Visa med ett enkelt numeriskt exempel att slutsatsen i deluppgift a) inte sikert
géller for ett icke-konvext problem.

Antag att mangderna X; C R™, i = 1,...,m, ar konvexa. Visa att dven snittméngden

ar konvex.
Ovanstaende resultat r fundamentalt vid ett studium av egenskaperna hos ett pro-
blem pa formen

min f(z)

da  gi(z) <0, i=1,..,m.

Forklara varfor!

Vilka av f6ljande funktioner &r konvexa och vilka dr konkava? (Det &r inte sikert
att varje funktion ar nagotdera!) Vilka &r differentierbara?

1
a) f(z) = |z + - for o > 0
2

b) f(z) = z122
¢) f(z) = —=2|z1| + 5x1 — 3z



d) f(z) = max (3zq + 229 — 7,21 + 229 — 5,21 — T3 — 1)
e) f(z) =min (321 + 229 — 7,21 + 229 — 5,21 — 25 — 1)

f) fz) = /2% + 23

g) f(zx) = Z (ci\/(xl —28)2 + (3 — 74)? ), dar (2, 2%) dr givna punkter och
=1
c; >0, V.

1.1.21 Betrakta problemet

1.1.22

1.1.23

1.1.24

max f(x1, )
da (.’1?1 - 2)2 + (.’1?2 + 2)2 S 16
r?+123 > 8.

a) Ar mingden av tilldtna l6sningar konvex?

b) For vilka (differentierbara) méalfunktioner &r punkten (2,2) ett lokalt maximum
under de givna villkoren?

a) Avgdr om méngden
X = {($1,$2)|2€_$1+z% < 4,—22 4+ 3x139 — 322 > —1}

ar konvex.

b) Ge exempel pa tva méngder X; och X, dir X; &r konvex och X5 icke-konvex,
samt sddana att snittet av mangderna utgor en konvex méingd. Méngderna X;
och X, ska anges matematiskt! Figur ricker ej!

a) Avgor om foljande funktion &r konvex.

2 2 2, .2
(@1, 20, T3, 74) = 27 + 225 + 315 + 25 — 37123 + 72T — 201y

b) Visa att féljande problem dr konvext.

min f(.’L') = 437% - 5.’1)2 =+ fE% + 2.’1]1.’133 + eI%_2z2
da —2}— 32y > 3
2
2z — 2wz + F <
—T9 — XT3 S -2



1.1.25

1.1.26

1.1.27

1.1.29

a) For vilka virden pa z; och zy dr f(z) = 323 + 23 — 92125 konvex? For vilka
varden pa x1 och zo ar funktionen konkav?

b) Definierar villkoren 3z3 + 3 —9z129 < 5, z; > 1 och x5 > 1 en konvex méngd?

Ar ett lokalt optimum till problemet nedan ocksa ett globalt optimum?

1

da 22} — Bxy + 222 + 22 — 21973 + 33y — 1023 + 25724 < 13
T1+2o+23+24 = 1
T, T2 Z 0

Givet en strikt konkav funktion h. Ar da mingden {z|h(z) < 0} icke-konvex? Bevis
eller motexempel!

Vilka av foljande funktioner dr konvexa, konkava och vilka ar varken konvexa eller
konkava?

1
T

forz >0

a) For vilka virden pa z dr f(z) = —12z + 2 konvex(konkav)?



b) Plotta funktionen pa intervallet —3 < x < 3. Identifiera lokala maxima re-
spektive minima.

1.1.30 Betrakta funktionen f(z,y) = 222 — 2zy + 5y*> + 3z — y
a) Uttryck funktionen i matris vektorform.
b) Ar hessianen singuliir?

¢) Ar f(z,y) konvex?

1.1.31 Avgor om méngden
S=(x,20): 22 +22 <122 +22>1/4
ar konvex. Motivera.

1.1.32

a) Ar miingden
Xi={z€R'z;>0,j=1...n}

konvex?

b) Ar mingden
Xo={r e Rzl +2i+...+22 =1}

n

konvex? Bevisa eller motbevisa.

1.1.33 Ar mingden
X ={z|r; + 22 < 5,22 — 25 < 10,21 > 0,25 > 0}
konvex?
1.1.34 Avgoér om méangden
S={x|r; —25>1,2° + 125 <10,22, + 13 < 8,21 > 1,75 > 0}
konvex? Motivera vil.

1.1.35 Ange definitionen av en konvex funktion och tolka den geometriskt (d.v.s forklara i
ord och bild innebérden av definitionen).

1.1.36 Anvind definitionen av en konvex respektive konkav funktion for att visa att en
generell linjér funktion(z:;.\]:1 a;x;) ar bade konvex och konkav.

1.1.37 Anvind definitionen av en konvex méangd for att visa att
S = {z|z? + 25 < 4}

9



ar konvex. Ledning: anvind triangelolikheten.

1.1.38 Show that there is only one hyperplane in R® which separates the disjoint closed
convex sets A and B defined by the equations

A={(0,29, )" |20 € R}, B={zeR |z>0° 2120 > 13}
and that this hyperplane meets both A and B.

1.1.39 Show that each closed convex set A in R” is the intersection of all the closed halfspa-
ces in R” containing A.

10



2.1.1

2.1.2

2 Linjar optimering

2.1 Modellering

(Tentamensuppgift 980819)

En ny producent av parfym &nskar sla sig in pa en lukrativ marknad. En exklusiv
parfym, Chinelle, skall tillverkas och marknadsforas till maximal intdkt. Med den
tillgdng till maskiner man har kan man producera varan i tva olika slags processer,
och man funderar ocksa pa att anlita en fotomodell f6r att lansera den. For att
forenkla problemstéllningen, 14t oss anta att parfymen tillverkas med hjilp av tva
huvudingredienser, &mnet med den hemliga formeln MO och en blandning av all-
mant forekommande &mnen. Tva processer ir tidnkbara, med vilka man kan tillverka
produkten. Den forsta ger tre gram parfym av en enhet MO och tva enheter av det
andra dmnet, medan den andra processen ger fem gram parfym av tva respekti-
ve tre enheter av de tva dmnena. Man disponerar éver tillverkningsprocesser som
kan tillverka 20,000 enheter MO under planeringshorisonten och 35,000 enheter av
den andra blandningen. Varje enhet MO kostar tre FFr (franska francs, vi anvén-
der naturligtvis den centrala valutan i sammanhanget) att tillverka, och den andra
blandningen tva FFr per enhet. Ett gram parfym beriknas kunna siljas for femtio
FFr. Utan marknadsfoéring tror man sig kunna sélja 1,000 gram parfym enbart ge-
nom nyhetens behag, men man vill h§ja efterfragan med hjéalp av en annonskampan)].
Dértill finns en fotomodell som stéller upp for fotosessioner fér priset 5,000 FFr per
halvtimme, och man tror att en kampanj kan hoja efterfrigan med motsvarande
200 gram per halvtimme utnyttjad tid, upp till maximalt tre timmar. Formulera
problemet att vilja den optimala strategin som ett LP-problem.

Ett dataforetag har uppskattat antalet servicetimmar som maste utforas under de
niarmaste fem manaderna, se tabell 1.

Maéanad Antal
servicetimmar

Januari 6000

Februari 7000

Mars 8000

April 9500

Maj 11500

Tabell 1: Antalet servicetimmar per manad i uppgift 2.1.2.

Servicen utfors av anstéllda tekniker som i borjan av januari ar 50 till antalet. Varje
tekniker kan arbeta upp till 160 timmar per manad. For att ticka det framtida be-
hovet av tekniker maste nya tekniker (praktikanter) utbildas. Denna utbildning tar
en manad och kréver 50 timmars handledning av en utbildad tekniker. En utbildad
tekniker har en ménadslén pa 15000 kr (oavsett antalet arbetstimmar under ména-
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2.1.3

2.14

2.1.5

den) och en praktikant har en ménadslon pa 7500 kr. I slutet av varje manad slutar
5% av teknikerna for arbete inom nagot annat foretag.

Formulera ett LP-problem vars 16sning kommer att minimera den totala l6nekost-
naden for den givna perioden, givet att antalet servicetimmar maste tillgodoses.

Snabbmatsforetaget Turkeyco erbjuder till lunch tva typer av kalkonkotletter. En
kotlett bestar av bade ljust och morkt kalkonkott. Kotlett I séljs for 16 kr/hg och
maste innehalla minst 70% vitt kott. Motsvarande data for kotlett II &r 12 kr/hg
och minst 60% vitt kott. Som mest kan 15 kg kotlett I och 9 kg kotlett II siljas.
Kalkonerna, tva olika typer, kops in fran kalkonfarmen GobbleGobble. En kalkon av
typ A kostar 40 kr och ger 5 hg vitt kott och 2 hg morkt kott. Motsvarade data for
en kalkon av typ B ar 32 kr och ger 3hg vitt kott respektive 3 hg morkt kott.
Formulera problemet att maximera Turkeyco’s vinst som ett LP-problem.

Ett oljeraffinaderi star infér uppgiften att tillverka tva bensinkvaliteter med f6ljande
krav enligt tabell 2.

Bensinsort | Minsta Maximalt Efterfragad
oktantal | angtryck (mbar) | volym (ton)

Regular 90 10 10

Premium ‘ 95 ‘ 8 ‘ 25

Tabell 2: Krav pa bensinsorterna i uppgift 2.1.4.

Ravarorna som kan anvindas och deras egenskaper beskrivs i tabell 3.

Ravara Tillgang | Oktantal | Angtryck | Kostnad
(ton) (mbar) | (kr/ton)
Butan 12 120 60 1500
Tung nafta 15 75 4 2400
Katalytiskt reformat 25 100 2,6 3000

Tabell 3: Ravarornas egenskaper i uppgift 2.1.4.

Vid bensintillverkningen géller att oktantalet och angtrycket i en bensinsort blir
proportionella mot kvantiteten av respektive ravara som anviands. Detta betyder t
ex att om 60% butan och 40% tung nafta blandas till en bensinsort sa blir oktantalet
0,60 x 120+ 0,40 x 75 = 102.

Formulera raffinaderiets problem att bestimma de bensinblandningar som minime-
rar ravarukostnaderna och tillgodoser kundernas krav.

Ett fartyg har J stycken lastrum med bade vikt och volymmaéssiga kapacitetsbe-
gransningar. Lastrum j har viktkapacitet w; (ton) och volymkapacitet v; (m?). Far-
tyget kan lasta I olika varor. Vara ¢ karakteriseras av a; = tillgdnglig miangd av vara
i (ton), b; = volym av vara i (m?®/ton) och ¢; = fortjéinst per lastat ton av vara i.
Av stabilitetsskil skall den totala méngden som lastas i varje lastrum vara propor-
tionell mot lastrummets kapacitet. Dvs for varje lastrum ji, jo (j1 # j2) géller

12



2.1.6

2.1.7

Lastat antal ton i lastrum j;  Lastat antal ton i lastrum j,

Kapacitet i ton for lastrum j;  Kapacitet i ton for lastrum js

Formulera problemet att bestimma hur varorna skall lastas for att fortjansten ska
bli sa stor som mdjligt!

En bondefamilj dger en gard pa 50 ha och kan anvinda jorden for att odla soja,
majs och vete. Dessutom kan familjen ha mjolkkor och hons. Honshuset rymmer
3000 honor och ladugarden har plats for 32 kor.

Familjen kan arbeta totalt 3500 persontimmar under vintern (oktober - april) och
4000 persontimmar under sommaren (maj - september). De yngre medlemmarna i
familjen kan arbeta totalt hogst 200 tim pa granngarden fér 50 kr/tim under vintern
och for 60 kr/tim under sommaren istillet for att arbeta pa familjegarden.

Varje mjolkko som familjen har medfor en investering pa 12 000 kr och kréver 100
persontimmars arbete under vintern och 50 persontimmar under sommaren. Dess-
utom maste 0,6 ha per ko av jorden anvindas till betesmark. Nettointdkten fér en
mjolkko under ett ar ar 10 000 kr. Varje hona medfor en investering pa 90 kr och
ger en nettointikt pa 50 kr. Arbetsinsatsen per hona och ar berdknas till 0,6 och
0,3 persontimmar under vintern respektive sommaren. Totalt kan familjen inve-
stera 400 000 kr under det kommande aret. Arbetsinsatsen (i persontimmar) samt

nettointikten (1000-tal kr) per ha odlad mark av soja, majs och vete ges av tabell
4.

‘ Soja  Majs Vete
Arbetsinsats vinter 50 85 25
Arbetsinsats sommar | 125 190 100
Nettointakt 15 22 11

Tabell 4: Arbetsinsats och nettointikter i uppgift 2.1.6.

Familjen ska bestimma hur gardens jord ska utnyttjas for att maximera det kom-
mande arets nettointikt. Formulera som ett LP-problem. Lés ej!

En mobelfabrikor som tillverkar ett mycket flexibelt hyllsystem har fatt en order
pa ett sddant system till ett storre kontor. Ordern omfattar bland annat ett stort
antal hyllplan, ndrmare bestdamt 211 hyllplan pa 5 dm, 395 hyllplan pa 7 dm, 610
hyllplan pa 9 dm och 97 hyllplan pa 11 dm. Alla hyllplan &r lika breda och tjocka.
De skall tillverkas genom att kapas ur brddor som dr 30 dm langa. Dessa briador
kan kapas enligt fem kapningsmonster, vilka ger utbyte av hyllplan av olika langder
enligt nedanstaende tabell. Nagra av monstren ger ocksa ett spill, vilket ar virdelost.
Olika brador kan vid tillverkningen av hyllplan kapas enligt olika monster, se tabell
5.

De brador som kapas skall, naturligtvis, ge tillrackligt manga hyllplan av de olika
lingderna for att ordern skall kunna uppfyllas, men fér att maximera vinsten vill fab-
rikoren forbruka sa fa briador som mojligt. Konstruera en (linjar) optimeringsmodell
for fabrikorens problem!

13



2.1.8

2.1.9

Monster | Antal hyllplan av resp langd  Spill
nr 5dm | 7dm | 9dm | 11 dm
1 2 0 1 1 —
2 1 2 1 0 2 dm
3 1 1 2 0 —
4 1 3 0 0 4 dm
) 2 1 0 1 2 dm

Tabell 5: Kapningsmonster i uppgift 2.1.7.

Gota Lantmén tillverkar manga olika fodertyper. Nu skall tre fodersorter for grisar
introduceras pa marknaden. Behovet av grisfodersorterna beriknas vara 500 ton for
Bas, 300 ton for Standard samt 400 ton for Special. Ingredienserna i fodervarianterna
ska ligga mellan vissa minimi- och maximinivaer for att ratt niringsinnehall ska
erhallas. Dessa nivaer specificeras i tabell 6 for de olika fodersorterna (siffrorna
anger andel av innehallet i viktsprocent).

Foder
Ingrediens Bas Standard Special
Min max ‘ Min Max ‘ Min Max
Protein 6 — 7 — 9 —
Kolhydrater | 35 55 40 60 50 70
Vitamin X 0,5 — 1,0 — 1,2 —

Tabell 6: Minimi och maximinivaer, uppgift 2.1.8.

Dessa ingredienser finns i G6ta Lantméns ravaror vete, rag, korn, havre och majs.
Innehallet i respektive ravara anges i tabell 7 (i viktsprocent).

Ingrediens | Vete Rég Korn Havre Majs
Protein 10 10 6 11 12
Kolhydrater | 60 45 40 50 40
Vitamin X | 20 10 05 22 23

Tabell 7: Ravaruinnehall, uppgift 2.1.8.

Kostnaden for dessa ravaror (per kg) samt tillgdnglig mangd (ton) specifieras i tabell
8.

Gota Lantmén onskar minimera ravarukostnaden for produktionen av de onskade
foderméngderna. Formulera problemet som ett LP-problem. Anvind girna generella
beteckningar. Los ej!

Den lilla specialiserade sidsongsbutiken Julgodis salufor en mangfald av varor, men
endast tva av dessa har hog omséttning och kraver stort utrymme, ndmligen pep-
parkakor och glogg. Butiken skall sondagen den 10 december planera inkopen och
lagerhallningen av dessa tva varor for de kommande tva veckorna. Butikens problem
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2.1.10

Ravara | Kostnad per kg Tillgang i ton
Vete 1,50 Obegrénsat
Rag 1,60 Obegransat
Korn 1,00 Obegransat
Havre 1,70 1000
Majs 2,50 500

Tabell 8: Ravarukostnad, uppgift 2.1.8.

ar att besluta hur stora kvantiteter av pepparkakor och glégg som skall tas hem
fran grossisten i borjan (méndag formiddag) av vardera av de tva veckorna, givet
att efterfragan pa pepparkakor och glogg skall tillgodoses och att den totala inkops-
och lagerhallningskostnaden skall minimeras.

For tillfallet finns 300 burkar pepparkakor och 100 flaskor glogg i lager. Forsédljningen
forutses bli 2000 respektive 3000 burkar pepparkakor och 500 respektive 1000 flaskor
glogg under de kommande tva veckorna.

Normalpriserna hos grossisten &r 10 kr per burk pepparkakor och 20 kr per flaska
glogg. Grossisten vill koncentrera leveranserna till butiken till den férsta veckan och
ger darfor for den leveransen 5% rabatt pa normalpriserna. De rabatterade priserna
giller dock bara upp till 4000 burkar pepparkakor respektive 1000 flaskor glogg;
pa overstigande kvantiteter betalas normalpriser. Prissituationen kompliceras ocksa
av att butiken fatt kinnedom om att grossistens normalpriser pa pepparkakor och
glogg fore den andra veckans leveranser kommer att héjas med 4% respektive 2%.
Lagerhallningskostnaden fran den forsta veckan till den andra &r 0,10 kr per burk
pepparkakor och 0,20 kr per flaska glogg.

Butikens mojligheter att utnyttja den forsta veckans formanliga inkdpspriser begran-
sas av dess tillgdngliga lagringsutrymme. Lagret for pepparkakor och glogg rymmer
15 m? varor. Varje pepparkaksburk kriver ett utrymme pa 4 dm? och varje flaska
glogg kriver 1 dm?.

Formulera butikens beslutsproblem som ett linjirt program.

En hénsfarm med 112 m? lokalyta kan under den nirmaste 12-veckorsperioden ut-
nyttjas for uppfédning av kycklingar (i enheter om 28), ankor (i enheter om 18) och
kalkoner (i enheter om 8). Utrymmes- och arbetskraftsbehovet samt vinsten — exklu-
sive arbetskostnader — som uppkommer vid forséljningen efter 12-veckorsperioden
ges 1 tabell 9.

Utrymme | Arbetskraftsbehov | Vinst exkl. arbetskostn.
(m?/enhet) | (h/vecka/enhet) (kr/enhet)
Kycklingar 1,2 3 1300
Ankor 1 2 860
Kalkoner 0,8 1 440

Tabell 9: Utrymmes- och arbetskraftsbehovet samt vinsten, uppgift 2.1.10.

Uppfodaren har varje vecka tillgang till 200 arbetstimmar till kostnaden 30 kr/h och
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2.1.11

2.1.12

dessutom 45 6vertidstimmar till kostnaden 35 kr/h. Vilken uppfédningsstrategi ska
dgaren vilja om malet dr att maximera nettovinsten (vinst—arbetskostnad) under
den aktuella 12-veckorsperioden. Formulera problemet som ett LP-problem. Los ej!

Ett postkontor kraver olika antal anstéllda pa plats under veckans olika dagar. An-
talet som krivs varierar enligt 17, 13, 15, 19, 14, 16 och 11 foér perioden mandag-
sondag. Enligt fackliga avtal skall varje anstilld arbeta fem dagar i strick och dér-
efter ha tva dagar ledigt; till exempel kan en anstilld arbeta tisdag-16rdag och vara
ledig séndag och mandag. Postkontoret onskar uppfylla behovet av personal med
enbart heltidsanstéallda.

a) Formulera en linjar modell for att minimera antalet anstéllda.

b) Modellen i deluppgift a &dr kontinuerlig och ger inte sikert en l6sning till det
verkliga optimeringsproblemet. Varfor? Vilken information om det optimala
malfunktionsvirdet till det verkliga problemet ger optimum till den kontinu-
erliga modellen?

(Flermalsoptimering.)

En producent av gédningsmedel onskar finna en optimal produktionsplan fér tva
godningsmedel. Den forsta produkten &dr ett hogteknologiskt framstéllt godnings-
medel med en lag halt av fosfater, medan den andra dr en av enklare slag, med en
hog fosfathalt. Ravarutillgdngen och -anvindningen beskrivs av tabell 10.

| Révara 1 2 3
Atgang/ton Produkt 1 2 1 1
Produkt 2 1 1 0

Tillgang ton/dag 1500 1200 500

Tabell 10: Atgang och tillgang, uppgift 2.1.12.

Intdkten vid forsiljning av ett ton gddningsmedel dr 15 respektive 10 kronor. Pro-
ducenten, som inte har sett en optimeringsmodell i sitt liv, har tre énskemal. Hon
onskar att maximera den sammanlagda intikten. Hon ar dessutom intresserad av
att maximera sitt foretags marknadsandel, dvs av att silja sa mycket godningsmedel
som mojligt. Darutover vill hon att foretaget skall framsta som hogteknologiskt, och
vill darfér maximera forsiljningsvolymen av den forsta produkten.

Vid samtal med en optimeringskonsult blir hon varse att en optimeringsmodell nor-
malt har en malfunktion. Konsulten foéreslar att anvidnda en s.k. malprogramme-
ringsansats, och ber darfér producenten att ange malsidttning for varje malfunk-
tion. For den dagliga intdkten angavs da 13 000 kronor, fér den totala forsiljningen
1150 ton/dag och for forsiljningen av den hogteknologiska produkten 400 ton/dag.
Konsulten bad dessutom producenten att ange ett matt pa “forlusten” per enhets
ouppfyllande (understigande) av de olika malsattningarna och fick till svar 0,5, 0,3
respektive 0,2 per enhets negativ avvikelse fran malsdttningarna. Konsulten kunde
dérefter sidtta upp en LP-modell for att finna en produktionsplan med en minimal
totalforlust. Hur sag denna LP-modell ut?
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2.1.13

2.1.14

Ett producerande féretag har forbundit sig att leverera en viss vara i kvantiteterna
by, ..., bg kg under de kommande 6 veckosluten. Produktionskostnaden for foretaget
ar C; kronor/kg, férutsatt att man inte producerar mer d&n K kg under en och
samma vecka. For att kunna producera mer &n K kg under en och samma vecka
maste man betala 6vertidsersdttning, varfor kostnaden for produktion utéver K kg
kostar Cy kronor/kg, dir Cy > C;. Till denna hogre kostnad kan man producera
ytterligare hogst 0,4 K kg under veckan.

Foretaget kan lagra producerad vara fran vecka till vecka. Detta kostar dock p kr
per lagrat kg och vecka, och lagret rymmer hogst L kg. I borjan av vecka 1 &r
lagret tomt, och man vill inte ha nagot i lager efter vecka 6 (da man fullgjort sina
leveranser).

Foretaget vill planera sin produktion och lagring under de kommande 6 veckorna pa
ett sadant sitt att leveransataganden uppfylls till ligsta mojliga kostnad. Formulera
problemet som ett LP-problem.

(Tentamensuppgift 20020826)

Aktiebolaget Sten & Grus (forkortas S&G) har fatt ett kontrakt med Vigverket,
enligt vilket de inom en manad skall leverera en viss mangd smaflis till tva centralla-
ger, dar bilar himtar materialet for att sprida pa vigarna under vintern. Den méngd
som skall levereras per lager ar [y, [, ton, dir siffran star for vilket lager som avses.
Till sitt forfogande har S&G tva grustag dar man kan h&dmta grus och en bergtéikt
dir man kan hamta springsten, samt ett gammalt restlager av flis som ligger pa
annan ort. I sin anldggning har S&G en sikt och en bergskross. Gruset fran grus-
tagen kors genom sikten. For varje ton grus som kors genom sikten produceras a
ton smaflis, a; ton makadam samt az ton sand. For varje ton berg som kors genom
krossen produceras k; ton smaflis, ky ton makadam samt k3 ton sand. Dessutom
kan man koéra makadam genom krossen varvid den producerar /; ton flis samt [3
ton sand per ton makadam. Sikten har en maximal kapacitet vilket gor att vi kan
kéra igenom maximalt ¢; ton material pa en manad. P4 samma sitt kan krossen
maximalt behandla ¢ ton pa den manad vi har till var férfogande.

Den totala kostnaden for att bryta och kora berg till anliggningen dr p; kr per
ton; motsvarande kostnad for att bryta och transportera grus ir po, p3 fér de bada
grustagen. Makadam och sand &r ej virdelost; de kan séljas for dy respektive d3 kr per
ton. Inga transportkostnader uppkommer da kunderna sjilva himtar dessa material.
Vi antar att vi kan silja obegriansade méngder makadam och sand. Kostnaden for
att transportera flis fran anléiggningen till lagren ar g;, g5 kr per ton. S&G har sedan
tidigare ett gammalt lager med flis liggande pa en annan plats (ddr man tidigare
hade en nu nedlagd anliggning). I detta lager finns ¢ ton flis vilket kan transporteras
till vagverkets lager for hy respektive hy kr per ton.

Formulera en linjarprogrammeringsmodell som hjélper S&G att uppfylla kontraktet
till lagsta nettokostnad (efter forsiljning av makadam och sand). Vi vill dven att ni
ritar en bild som visar hur materal flodar genom modellen, dir ni dven sitter ut era
variabler.

Sammanfattning:

l1,1lo Méngd flis (i ton) som skall levereras till vigverkets lager.

a1, as, a3 Ton flis, makadam och sand som produceras av sikten per ton grus in.
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k1,ko,ks Ton flis, makadam och sand som produceras av krossen per ton berg in.
l1,l3 Ton flis och sand som produceras av krossen per ton makadam in.

p1,P2, p3 Total kostnad (brytning och transport) for ett ton berg respektive grus fran
bergtikt och grustag.

t1,19 Total kapacitet i ton in i sikt respektive kross.

dy,ds Forséljningspris for makadam och sand.

g1, 92 Transportkostnad (per ton) for flis fran anldggning till Vigverkets lager.
hy,hy Transportkostnad (per ton) for flis fran restlager till Vigverkets lager.

g Storlek hos restlager.

2.2 Dualitet

2.2.1 Formulera dualen till nedanstaende problem

a)

minz= 3x; + 2z, — 3x3 + 4y
da r1 — 229 4+ 3x3 4+ 4dxy < 3
To + 3x3 + 4z, > -4
2.T1 — 3%2 - 7$3 — 4$4 = 2
r, >0 1z , w3 fria, x4 < 0
b)
max z = 3r; + 229
da T + 3z, < 3
6.’1?1 - T2 = 4
r + 2$2 S 2
T, g > 0
2.2.2 Betrakta nedanstaende LP-problem:
max z= 2r; + o + 3r3 + T4
da T + To + T3 + Ty S 5
2$1 — To + 3.T3 = —4
T - x3 4+ xy > 1

o>
=

rp >0, 2o fri, z3 >0, z4

a) Transformera problemet s att likhetsbivillkor och ickenegativa variabler er-
halls.

b) Teckna dualen till bade det transformerade och det ursprungliga problemet
samt visa att de dr lika.
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2.2.3 Los LP-problemet nedan genom att:

1) Losa det duala problemet grafiskt.

2) Anvinda losningen till det duala problemet till att bestimma icke-basvariablerna
i det primala problemet.

3) Losa ut variablernas vérde i det primala problemet.

max z = —4xy + 3z3 + 2724 — 8z
da 3.%1 + o + 2$3 + Ta = 3
Ty — Zg + x4 — x5 > 2
T, T2 , w3 , xy , x5 = 0
2.2.4 Givet foljande problem
min z = c'z
da Ax =b

< z <u

a) Teckna dualen.
b) Visa att dualen alltid har en tillaten 16sning.

c¢) Vilka slutsatser kan man komma fram till, om primalen har en tillaten 16sning?

2.2.5 Problemet nedan har 16sts med simplexmetoden.

T

max rg = C I
dda Az <b
r >0
dir ¢! = (4,3,2),b = (20,15,35)T och
2 -1 2
A=|-1 2 1
4 8 1

den resulterande optimala basen dr (med x4 ...x¢ som slackvariabler) z1, z3, x5. Vi
far da basmatrisen och dess invers

2 20 -1/6 0 1/3
B=|-111|B'=]2/3 0 -1/3
4 10 -5/6 1 2/3

Lé&s deluppgifterna oberoende av varandra.
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a) Ange den primala samt duala optimallésningen till problemet.
b

Ange optimalvirdet pa de duala slackvariablerna.

C

d

Ange basmatrisen som tillhor optimaltablan ovan.
For vilka virden pa cy dr den aktuella l6sningen fortfarande optimal?

e) For vilka virden pa c; dr den aktuella 16sningen fortfarande optimal?

)
)
)
)
)
)

f) For vilka virden pa hogerledet i bivillkor 1 dr den aktuella basen fortfarande
optimal?

g) Hur ser den reducerade kostnaden ut om vi inf6ér en ny variabel y med mal-
funktionskoefficient ¢, och bivillkorskoefficienter (—1,5,9)7 inférs? Hur stor
maéste ¢, vara for att den aktuella 16sningen skall bli icke-optimal?

h) Antag att ett nytt bivillkor 5z; + 10z9 + 3 < 15 tillférs problemet. Bestim
den nya optimallosningen till problemet givet detta nya bivillkor.

2.2.6 For resusrsallokeringsproblemet nedan:

max z =  6x; + 14z, + 133
da 0.5z; 4+ 2z 4+ 3z3 < 36 (Metallbearbetningskapacitet)
1 + 2x9 + 4dzs < 60 (Trébearbetningskapacitet)
T, Ty 3 > 0

Har vi fatt den optimala basen x;,z3. Vi har basmatrisen och dess invers:
_1/2 3 o0 [1/2 3
o= [ o= ]

Antag att vi vill addera ett villkor angaende inspektion av de tillverkade produkter-
na.

a) Om l6sningen z = (36,0, 6) till det ursprungliga problemet satisfierar inspek-
tionsvillkoret, &r den da nédvindigtvis optimal nar inspektionsvillkoret infors
i problemet?

b) Anvind den duala simplexmetoden for att reoptimera problemet med det nya
bivillkoret.

¢) Kan denna metod alltid anvindas for att reoptimera ett LP-problem d& man
lagger till ett extra bivillkor efter det att problemet har 16sts.

2.2.7 Antag att vi har ett primalt problem (P)

max z = clg
dd Az =b
r >0
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och en optimallésning u* till det duala problemet

min w = by
da ATu >e¢

Antag nu att vi formulerar ett nytt primalt problem som ar identiskt lika (P) for-
utom det att bivillkor k har adderats till bivillkor r. Hur paverkas den optimala
duallésningen u*.

2.2.8 Betrakta problemet (P) i n variabler

max o= clx+k
da Az <b
Z]n':1 g <M
T >0

Formulera dualen till (P) och visa att alla dualt tillatna l6sningar har ett malfunktions-
virde i dualen som &r storre eller lika med det optimala malfunktionsvérdet i (P).

2.2.9 (Tentamensuppgift 010523)
Betrakta LP-problemet

minimera z = 1.5x;1 + %2 + 213 + 24
da T1 + T3 + X4 Z 1,
o + x3 — x4 > 0.1,
Ty, To T3 , T4 =2 0.

a) (2p) Beskriv den polyeder som bestar av méngden av optimala 16sningar ge-
nom att 16sa det duala problemet grafiskt och anvinda komplementaritet.

b) (1p) Ange samtliga optimala baser till problemet ovan. Antag att vi ersétter
malfunktionskoefficienten for x; med 1.6. Vad blir d& den optimala méngden,
och vilka baser ir optimala?

2.2.10 (Tentamensuppgift 990827)
a) (2p) Betrakta LP-problemet att
(P)
minimera f(z) = ¢’ z,

da Ax > b,
x> 0"

Ange LP-dualen till (P). Ange ocksa optimalitetsvillkoren for (P) med hjélp
av denna LP-dual.
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b) (1p) Ange LP-dualen till féljande problem:

minimeraz = 'z, +
dé Allﬂil + A12.T2 = bl,
Ay + Agpzy < by,
Aspxy > bs,
x1 < 4,
1, ze > 0.

Dimensionerna pa matriserna A;; och vektorerna c;, b; och ¢; antas vara kor-
rekta for att kunna stilla upp problemet.

2.2.11
Betrakta LP-problemet
max z = 3x1 + 2z9 + O5x3
da T, + 2%2 + I3 S 500,
3.T1 + 2£L’3 S 460,
T, + 4$2 S 420,
T y T y I3 2 0.

a) (1p) Ange dess LP-dual. Utan att 16sa vare sig det primala eller det duala
problemet, ange ett intervall for det optimala malfunktionsvirdet.

b) (2p) Visa, med hjilp av optimalitetsvillkoren for LP, att y* = (0,5/2,1/2)T
ar en optimal duall6sning.

(Tentamensuppgift 980309)

2.2.12 (Tentamensuppgift 990528)
Betrakta LP-problemet
v(b) = max ',
da Az <b,
z > 0.

Antag att problemet har en optimal 16sning for hogerledsvektorn b. Nér vi utfor
kéinslighetsanalys av optimallésningen och dess malfunktionsvirde for forandringar
i vektorn b utnyttjar vi resultatet att skuggpriset for ett bivillkor ¢ (det vill séga for
bivillkoret “Z?Zl a;;x; < b;”) ar lika med det optimala virdet av dualvariabeln, y;,
for detta bivillkor.

a) (2p) Antag att problemet ovan har en wunik optimal duallosning, y*. Visa
att tekniken beskriven ovan ar korrekt, det vill siga att y; ar lika med den
forandring av v som fas om hogerledet 6kas med en enhet.

b) (1p) Antag att det duala problemet har multipla optimala l6sningar. (Detta
intraffar typiskt nédr problemet ovan adr degenererat i optimum.) &r tekniken
beskriven ovan fortfarande giltig? Om inte, hur maste den férindras for be-
rikning av ett korrekt skuggpris?
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2.2.13

2.2.14

2.2.15

(Tentamensuppgift 990308)
Los foljande problem pa enklaste sdtt genom att utnyttja linjar dualitetsteori. An-
vand ¢nte simplexmetoden.

max z = 6x; — 1229 + 20x;
da 41 4+ 8xry + 10z3 + x4 < 60
3r1 + 4dzy + r3 — 2x4 > 20
T1,To, x4 > 0
T3 S 0

(Tentamensuppgift 980819)
Stora M-metoden med en (1) artificiell variabel dr en enkel teknik for att snabbt
hitta en tillaten baslosning fér simplex-metoden, och som undviker 16sandet av ett
Fas I-problem. For problemet (hir &r A en m X n-matris)
[P] min f(r):=c'z,
da Az =0b,
x> 0"

gar det till sa att man forst finner en godtycklig (och troligen otillaten) baslosning
(xp,zn), varefter man adderar en och samma artificiella variabel ¢ > 0 med ko-
efficient —1 p& de rader for vilka motsvarande element i zp := B~!b ir negativa.
Variabeln a ges en malfunktionskoefficient, M, vars virde ar stort nog for att den
inte skall kunna inga i en optimal baslosning till det nya problemet. Pivoteras a in
i basen sa att den ersidtter den mest negativa basvariabeln i zp blir den nya bas-
l6sningen tillaten. Darefter kan vi alltsa l6sa problemet med simplexmetoden som
vanligt.

Vi ar nu intresserade av att anvinda en liknande teknik for den duala simplez-
metoden (som vi minns som ett sétt att 16sa det duala problemet via primala simpl-
expivoteringar). Er uppgift dr att hérleda en lika enkel startmetod f6r denna metod
som den vi just har presenterat fér den primala simplexmetoden. dvs. beskriva en
teknik som enkelt finner en dualt tillaten baslosning.

Tips: om man applicerar stora M-metoden pa det duala problemet till [P], vilken
tolkning kan detta ges i termer av |P| sjilvt?

(Tentamensuppgift 980527)
For ett system av linjara olikheter,

n
E G,ijﬂijébi, 7,21,...,7’)’7,,
j=1

ar ett surrogatvillkor ett villkor som bildas genom att man bildar en icke-negativ
linjarkombination av bivillkoren, dvs. ett villkor pa formen

> 6 (Z az’j%) <Y Bibs,
i=1 j=1 i—1
dir B;>0,i=1,....m.
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2.2.16

Betrakta nu ett LP-problem
[P]

max f(z) = c ',
da Az <b,

x> 0",

dir x € R", c € R", A € R™*" och b € R™. Lat |P| ha en dndlig optimal 16sning
och f* vara dess optimala malfunktionsvéirde. For en godtycklig icke-negativ vektor
B, bilda nu det relaxerade LP-problemet

[P(8)]
max f(z) =c'z,
da BTAx < g%,
x> 0",

och 1at f*(B) vara dess optimala malfunktionsviirde (om det ar dndligt).
a) (1p) Visa att f*(5) > f* for alla g > 0™.
b) (2p) Vi soker den vektor 8 > 0™ som ger det minsta virdet av f*(5). Visa att

en sadan vektor ges av en optimal 16sning till LP-dualen till |P]. Visa ocksa
att med detta val av g8, f*(8) = f* fas.

(Tentamensuppgift 980527)
Betrakta LP-problemet

[P]
max f(r)=cizi + cixo,
da Anzy + Apzy < by,
Ay > b,
Azpmy = bs,
z ) ze > 0,

dar T € R ¢j € R Aij € RM™x"i och b, € R™,i=1,2,3, 7=12.
a) (2p) Formulera LP-dualen till [P].

b) (1p) Antag att [P] har en begrédnsad optimallosning, och att det optimala
maéalfunktionsvirdet av [P| ar f*.

Antag nu att virdet av nagot element i vektorn b; Okar fran sitt ursprung-
liga vdrde, och 1at motsvarande LP-problem, [P;], ha ett optimalt malfunk-
tionsvirde f;. Utifran problemet [P| bildar vi p4 samma sétt ocksa tva andra
LP-problem, dir viardet hos ett element i b, respektive bs Okar fran sitt ur-
sprungsvirde. Vi kallar dessa |Ps| respektive |Ps|, och deras respektive opti-
mala malfunktionsvérde f5 och f3.

Uppgift: utan att anta nagot ytterligare om problemen [P], [P4], [P2] och [P3]
dn att de alla har ett begrdnsat malfunktionsvirde, ange samtliga relationer
som sdkert alltid géller mellan f*, ff, f5 och f5.
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2.2.17 (Tentamensuppgift 000306)
Betrakta LP-problemet

minimera z = 100x; 4+ 1002, + 100z3

da 2rx1 + 6xy + 10z3 > 240,
2r1 + To > 60,
r o, T2 z3 > 0.

a) (2p) Oraklet i Delfi har talat om for Dig att en optimallosning till detta
problem #r z, = (12,36,0)7. Din uppgift ir att verifiera att oraklet talar
sanning. Du far inte I6sa LP-problemet fran borjan med simplexmetoden, utan
maste utnyttja Dina kunskaper om optimalitet i LP. Om Du av en handelse
skulle vilja l6sa ett beslaktat LP-problem som rakar ha tvéa variabler, sa ar det
tillatet att losa detta lilla LP-problem geometriskt.

b) (1p) Bestdm samtliga optimala 16sningar till LP-problemet ovan. Du fér inte
heller hir 16sa LP-problemet fran bérjan med simplexmetoden.

2.2.18 (Farkas lemma.)
Betrakta foljande tva system.

Az =0 ulb >0
w {2y @l 512

(Hér &r A en m x n-matris och x, u samt b vektorer.)
Farkas lemma siger att exakt ett av systemen (A;) och (Ay) har en l6sning for givna
A och b. Anvind LP-dualitet for att visa detta.

2.2.19 Ldés det linjdra problemet

max z = 4xr; — 29
da 1 + To — 2$3 S 2
Ty + X9 — T3 S 1
2$1 + Ty — 4$3 S -1
Ty + X2 — T3 < -1
21 20,20 20,23 <0

genom att formulera dess duala problem och l6sa detta med simplexmetoden.

2.2.20 Betrakta det linjira programmet (P) och dess dual (D).

}ﬂ

max z=clx min v =bly
(P) da Az b (D) da ATy c
T 0 Y 0

IV IA
VIV

a) Visa svag dualitet, dvs att om Z &r en tillaten 16sning till (P) och y &r en
tillaten 16sning till (D) s& ar ¢’z < b7y.

b) Visa att om z &r en tillaten 16sning till (P), y &r en tillaten 16sning till (D)
och ¢!z = b1y s& dr z och 4 optimala i respektive problem.
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c) Visa att om Z och y uppfyller att y7 (b — Az) = 0 och 27 (ATy —¢) = 0 s &r
'z =bTy.

d) Visa att om z &r en tillaten 16sning till (P), y &r en tillaten 16sning till (D)
och 'z = by, s& ar y*' (b — Az) = 0 och 27 (ATy — ¢) = 0.

2.2.21 Givet det linjiara programmet

max z=clx
da Az

T

b
0

AV

diar matrisen A € R™*" med n > m, har full rang. Antag att problemet har en
tillaten 16sning och att dess optimala malfunktionsvirde ar begriansat.

Visa att det duala problemet har samma optimala malfunktionsvirde (stark duali-
tet). Beviset skall baseras pa att det primala problemet kan l6sas med simplexme-
toden och utnyttja den optimala partitionering av problemet som simplexmetoden
resulterar i. Definiera alla inférda beteckningar.

2.2.22 Givet LP-problemet

(P) min z = — Xy — T3 + 214
da 1 + 29 + 3 + wx = 0
-1 + X9 + Tya = 1

21,23 < 0;22,14 > 0.

a) Formulera det duala problemet.
b) Los det grafiskt.

c¢) Utnyttja komplementaritet for att bestimma optimallosningen till (P).

2.2.23 Betrakta problemet

min z = 3x1 + 2x9 + 213
da ry — 2$2 + T3 + x4 = 2
ry + To + T3 — Iy = 2
2v1 + T9 — 2x3 = 3
o, Ty r3 , x4 , x5 > 0.

Baslésningen dér x9, 4 och x5 dr basvariabler har basinversen
0
0

0
B1l'=11
0 —1

1
2
1

a) Ar basldsningen tillaten?

b) Ange tillhérande duala 16sning och avgoér om den ar tillaten.
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¢) Ar baslésningen optimal?

2.2.24 For ett linjart maximeringsproblem med tva <-villkor (s; och s, &r slackvariabel i
respektive villkor) och icke-negativa variabler ger simplexmetoden féljande informa-
tion i optimum:

i) -3
z=16,a:3=(2)=<182),x]v= s |,c=| -3 ,Bz(_l1 (1)>
-2

S1

a) Ge dualvariablernas vérden.

b) Paverkas optimaliteten om variabel xo far malfunktionskoefficient som &r o =
4 enheter storre &n den gamla?

¢) Om du fick villja att 6ka tillgingen (hogerledet) for de tva villkoren, vilket
villkor skulle du vilja? Varfor?

d) Antag att en ny aktivitet z, foreslas med malfunktionskoefficient ¢, = 4 och
bivillkorsvektor as = (1,2)T. Paverkas optimaliteten? Om s& #r fallet, vad blir
den nya l6sningen?

2.2.25 Betrakta problemet

(P) maxz= 3x; + x2 + 33
da 2£L'1 + Ty + I3 S 2
r, + 2$2 + 3$3 S 5
201 + 229 + 3 < 6
Al , I , XT3 2 0.

a) Antag att i en viss iteration av simplexalgoritmen har de ursprungliga variab-
lerna foljande varden z; =0, o = 1, 3 = 1. Vi vet att

3 -1 0
B'l'l=| -2 10
11

Bestdm partitioneringen, baslésningen och malfunktionsvirdet samt avgér om
motsvarande hérnpunkt ar optimal. Om inte, identifiera inkommande och ut-
gaende basvariabler.

b) Ange dualen till (P).

¢) Avgor med hjilp av LP-dualitet om punkten z; = 1/5, 2o = 0, x3 = 8/5 ar
optimal i (P).

27



2.2.26 Betrakta LP-problemet

max x; + 4xy + 2zx3
4:61 + 2%2 — 2$3 S 8
-z + x2 + w3 <4
2.’L’1 + 3.’132 + T3 S 6
T Ty z3 >0

Antag att vi har tillging till en primal tilliten baslosning Z = (0,0,4)” och en dual
tillaten 16sning 7 = (0,1, 1)7.

a) Starta fran losningen T och utfor en simplex iteration. Nedan anges inversen
till startbasmatrisen.

—2

1
B = B! = 2

1
0
0 -1

_ o o
S = O
_ o o

1
1
b) Ange den nya primalldsningen. Ar denna optimal? Motivera!

c) Ge ett uttryck for alla optimala losningar i primalen.

2.2.27 Nedanstaende problem

minz = c'x
dda Ax = b
z > 0
kan omformuleras enligt
minz = w

da w—clz = 0
Ar = b
zr > 0

Bestdm det optimala virdet pa den dualvariabel som &r associerad med det forsta
bivillkoret.

2.2.28

a) Los nedanstaende problem med simplexmetoden.

max z = 2x7 + 3zy — 4dxj
da T + To — I3 S 2
1 + 229 + x3 < 3
X1 y i) y I3 2 0

b) Teckna det LP-duala problemet.

c¢) Utnyttja LP-dualitet for att verifiera att den i deluppgift a) beriknade opti-
malldsningen &r korrekt. Motivera nogal!
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d) Betrakta nu det problem som fas om méalfunktionen i problemet i deluppgift
a) ersitts med
max 2 = C1&1 + CoZo + C3T3

dar c;, co och cg ar parametrar. Utnyttja LP-dualitet for att avgora for vilka
virden pa dessa parametrar som den i deluppgift a) funna 16sningen &r optimal
i det nya problemet.

2.2.29 Bestam det duala problemet till f6ljande linjira styrproblem.

2.3.1

2.3.2

N

min Z(cfack + dj ug)
k=1
da Tk+1 — Aﬂ?k + ug
o = a

Héar ar xp,up € R™ variabla medan cg, dg, A, a ar konstanter av passande dimensio-
ner.

2.3 Simplex

(Tentamensuppgift 010319)
Betrakta féljande LP-problem:

minimera z = cxr; + 29
da 21 + x > 1,
Ty — my <1,
T re > 0.

a) (2p) Los problemet med simplexmetoden (fax I och fas IT), givet att konstan-
ten ¢ har viardet ¢ = —1.

b) (1p) Tag fram det intervall ¢ < ¢ < b dér den erhallna basen i foregaende
deluppgift ar optimal.

Nedan star listat nagra matrisinverser vilka kan vara till hjalp vid l6sandet.
[2 1]—1 B ;[1 1} _ [2 _1]—1 B [0 1} _ [2 0]1 !
1 -1 — 3|1 =21 7 |1 0 T -1 2] 7 |11 Tz 1
[2 1]‘1 B [0 1] ‘ [1 —1]‘1 3 [0 —1] . [1 0]‘1 1o
10 1 =2 7 |[=1 0 -1 -1] " |-1 1 11
1 1]t 0 -1 -1 0]" 10 0o 117" 0 1
[—1 0] - [1 1] ; [0 1] - [0 1] ; [1 0] - o

Studera foljande bivillkor

N[
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T1 + 229 < 6
T — X < 4

Lo < 2
T y T9 Z 0

a) Rita upp det tillatna omradet.

b) Identifiera alla extrempunkterna och bestdm bas- och icke basvariabler i varje
sadan punkt.

c) Antag att man gor en forflyttning fran extrempunkten (4, 0) till den nya punk-
ten (14/3,2/3) i (x1, z2)-planet. Specificera vilka variabler som blir inkomman-
de respektive utgaende basvariabler.

2.3.3 Studera foljande problem

minimeraz = 10z4s + 32
da T1 + 2x4 = 8,
i) + 3.T4 = 6,
T3 + 8.T4 = 24,

Ky ,x2 ,T3 ,T4 > 0.
a) Bestdm optimallosningen till problemet
b) Andra koefficienten fér 2, i malfunktionen till -3. Vad blir optimallésningen

c¢) Byt tecken pa alla z4 koeficcienter. Vad blir optimallésningen?

2.3.4 Los uppgifterna a) till g) for nedanstaende problem.

maxz = 9ry 4+ x3 — 225 — x4
da bxe 4+ 50x3 + x4 +25 =10
T, — 15x9 + 223 =2
To + XT3+ Ts + Tg =6

X1,T2,X3,T4,Ts5, T 2 0

a) Hitta en startbaslosning, specificera véirdet av beslutsvariablerna, samt ange
vilka som &r basvariabler.

b) Transformera ekvationssystemet till kanonisk form sa att simplexalgoritmen
kan tillimpas.

¢) Ar din startbaslésning optimal? Varfér?

d) Hur skulle du vélja en inkommande variabel?
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e) Efter val av inkommande gors val av utgdende. Hur gors valet? Varfor ga-
ranterar denna regel att den nya baslosningen ar tillaten? Kan det hénda att
ingen rad uppfyller regelns kriterier? Om detta intréffar, vad siger detta om
det ursprungliga problemet?

f) Tag fram den nya baslésningen.

g) Ar 16sningen optimal? Varfor?

2.3.5 Formulera ett LP-problem foér att avgéra om det existerar en tillaten losning till
foljande ekvationssystem. LOS EJ.

T4 —6x9+2T3—24 =D

—2x9 + 223 — 314 >3
3x1 — 223+ 4z, = -1

T1,T3, Ty >0

2.3.6 Formulera ett FAS1 LP-problem for att hitta en tillaten 16sning till féljande system.

3x1+ 219 —x3 < =3
—T —.’L'2+2,’L'3 S —1
T1,T2,T3 Z 0

Visa m.h.a malfunktionen att ingen tillaten 16sning existerar (ingen pivotering krévs).
2.3.7 Bestidm en tillaten losning till systemet

T+ 22 —23+2x4 =3
201 +4x9 + 13 + 224 =12
1 +4x+22354+1x4 =9

X1, X2, T3, T4 >0

2.3.8 Visa att

2371 — X9 S 3
3371 —+ X9 >9
—r1 + 4332 S 16

1, T2 >0
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medfor att

Tx1 4+ dxre < 5H3

genom att formulera och 16sa ett lampligt LP-problem.

2.3.9 Los nedanstaende problem med simplexmetoden (Bada faserna)

maxz = 2x1+ 22+ T3
da 2$1 + 3$2 — I3 S 9
2.@2 + z3 Z 4

T+ 3 =6
Z1,x2,T3 Z 0
ar optimallésningen unik?
2.3.10 Betrakta LP-problemet nedan.
maxz = —3x; + 629

da 5.’L’1 + 7$2 S 35
-1+ 22, <2

T1,To >0

a) Los problemet med simplexmetoden. Finns alternativa optimallésningar? Hur
kan detta avgoras efter den sista simplexiterationen?

b) Los problemet grafiskt och verifiera svaret fran a).

2.3.11 Betrakta LP-problemet nedan.

maxz = I+ 3%
da x1+x9 <8
—x1+xe, <4
T <6
T1,Ty 2>

a) Bestdm genom grafisk 16sning

1) optimallgsningen.
2) skuggpriserna for de tre bivillkoren

3) Variationera i mélfunktionskoefficienterna (en i taget) som kan goras utan
att optimallosningen fran uppgift 1) dndras
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4) Variationerna i hogerledskoefficienter som kan goras s& att skuggpriserna
fran uppgift 2) fortfarande ar optimala

b) Besvara samma fragor som ovan givet den optimala basen, basmatrisen samt
dess invers.

1 10 1/2 —-1/2 0
B=|-110|B'=|1/2 1/2 0
1 01 -1/2 1/2 1
2.3.12
max z = 28x; + 30xs + 20zx3

da 4371 =+ To —+ 5373 S 3.5

4z, + 4dxzy + 323 > 3

T + Ty + 3 > 1

xr T2 zz3 > 0

l16ses med simplex och vi far basen o, x3,25 (4,5, 2e ar slackvariabler). Vi far
basmatrisen och dess invers som

15 0 -1/4 0 5/4
B=|4 3 —-1|B'=|1/4 0 -1/4
110 ~1/4 -1 17/4

OBS lagg mérke till tecknen hos olikhetsvillkoren! Los deluppgifterna nedan obero-
ende av varandra.

a) Bestdm skuggprisernas virden i optimum.
b) For vilka virden pa malfunktionskoefficienten till z; &r 16sningen ovan optimal?

c¢) For vilka virden pa malfunktionskoefficienten till z3 &r 16sningen ovan optimal?

2.3.13 Betrakta problemet:

max z = d5x; + 6x9
2:61 + i) S 12
r; + T2 S 8
1 , xy > 0

Problemet har 16sts med simplexmetoden. Slackvariablerna x3, x4 och x5 har inférts
i bivillkoren. Vi har den optimala basen x1, 225, med basmatris och dess invers som

2 30 —1/4 3/4 0
B=|2 1 0/B'=|1/2 —1/2 0
110 ~1/4 —1/4 1

a) For vilka virden pa malfunktionskoefficienten for variabel z; &r den optimala
baslosningen oférandrad?
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b) For vilka viarden pa hogerledet i bivillkor 2 forblir xo,2; och x5 optimala
basvariabler?

¢) En ny variabel 2 med malfunktionskoefficient ¢g = 1 och bivillkorskolumn
az = (1,—1,3)7 inférs. Kommer detta att forindra den nuvarande optimallos-
ningen?

d) Ett nytt bivillkor, 2z, — 2z, < 2 laggs till problemet. Vad blir den nya opti-
mallésningen?

2.3.14 Betrakta problemet:

maxz= a1 + 3z9 + 4dxs + x4
da 3r1 + bdxre + o x3 < 10
o — T3 + X4 S 1
T + 3 + x4 < 23
T Ty r3 , x4 > 0

Om x5, x¢ och x; ar slackvariabler och problemet 16ses med simplexmetoden far vi
basen w3, x4, 7 med basmatris och dess invers

1 00 1 0 0
B=|-110/B'=|1 1 0
1 11 -2 -1 1

a) For vilka virden pa malfunktionskoefficienten for variabel zo &r den optimala
baslosningen oférandrad?

b) Samma fast for x3
¢) Antag att vi till det ursprungliga problemet vill ldgga till bivillkoret
$1+4.’L‘2+2$3-.’E4 Sg

Vilken blir det modifierade problemets optimallésning?

2.3.15 (Tentamensuppgift 990827)
Betrakta LP-problemet att

minimeraz = —x1 — 2T9
da —2r; + x5 < 2,
-r1 + 2z <7,
I < 3,
T zo > 0.

Vi l6ser problemet och far den optimala basen x1, x2, s;, med basmatris och dess
invers
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-2 1 01 0 0 1
-1 2 0o|Bt'=]0 1/2 1/2
1 0 0 1 —1/2 3/2

Den optimala 16sningen till problemet motsvaras av féljande tabla:

B =

Basvar | —z x1 29 81 S s3 | b
—z 1 0 0 O 1 2 |13
z |0 0 1 0 1/2 1/2|5
1 0 1 0 O 0 1 ]3
ss |0 0 0 1 —1/2 3/2|3

Foljande deluppgifter skall 16sas oberoende av varandra, dvs. de férdndringar som

anges giller relativt det ursprungliga problemet.
Vid losning av uppgifterna skall Ni inte 16sa det fordndrade problemet fran bérjan

med simplexmetoden.

a) (1p) Antag att by = 3 byts mot bYY = 4. Vad hiinder med den optimala
16sningen z* och dess funktionsvirde z*? Vad ar skuggpriset for bivillkor 37
Forklara kopplingen mellan dessa fragor.

b) (1p) Antag att ¢; = —1 erséitts med 'Y = 3. Hur fordndras z*?

c) (1p) Antag att en ny icke-negativ aktivitet, x3, tillkommer, med bidrag c3 =
—2 till malfunktionen och bivillkorskoefficienter 2, 0, och 1. Paverkar denna
nya aktivitet optimallésningen till problemet?

2.3.16 Motivera varfor antalet tillatna baslosningar dr hogst 210 till ett LP-problem pa

formen
min 7 = ¢’z
dd Az >0
z >0

dircér (6 x 1), z &r (6 x 1), A &r (4 x 6) och b &r (4 x 1).

2.3.17 (Tentamensuppgift 990827)
Los foljande LP-problem med simplexmetoden (tvafasmetoden).

maximera z = —2r; — o
da —x1 4+ 3z < 3,
ry + T 2 5,
T zo > 0.

2.3.18 (Tentamensuppgift 990528)
Betrakta problemet
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min - x1 + 219 + x3

da 2331 + Ty — T3 S 7
— T, + 2(132 + 31'3 Z 3
T Ta rg > 0.

a) (2p) Los problemet med anvindande av simplexmetodens bada faser.

b) (1p) Antag att problemets andra hogerled ersétts med 3 + €, dér e ar ett
litet (positivt eller negativt) tal. Hur fordndrar detta det optimala méalfunk-
tionsvardet? (Fragan skall besvaras utan att problemet 16ses om fran borjan!)
Forklara hur information om denna férdndring kan fas ur 16sningen till a).

2.3.19 (Tentamensuppgift 990308)

a) (2p) Los foljande LP-problem med simplexmetoden (tvafasmetoden).

min z = 3z; + 272 + 23
da 221 + x3 > 3,
201 + 2x9 4+ x3 = b,
r , Xy , x3 > 0.

b) (1p) Har problemet en unik optimal 16sning?

2.3.20 (Tentamensuppgift 980527)
Antag att foljande problem har 16sts med simplex-metoden:

[P]
max f(z)=2z; + 2z,
da -2 + x2 < 2,
—r1 + 2xy < 7,
x1 S 37
Z1 ) z2 2> 0,

och att vi har fatt basen z, x5, s; med basmatris och dess invers

-2 1 01 0 0 1
B=|-12 0|B*=10 1/2 1/2
1 00 1 —1/2 3/2

a) (1p) Vad é&r skuggpriset for det andra bivillkoret? For vilka hogerled ar det
giltigt?

b) (1p) Antag att hogerledet i det andra bivillkoret dndras fran 7 till 15. Berdkna
den resulterande fordndringen i det optimala méalfunktionsvirdet pa lampligt
sitt. (Obs! Los ej det fordndrade problemet fran bérjan!)

c) (1p) Utga ater fran det ursprungliga problemet och dess optimala tabla, och
antag att en ny variabel, x3, med bivillkorskoefficienter (1, 1,1)%, tillkommer.
Hur stor maste dess malfunktionskoefficient vara for att det optimala malfunk-
tionsvérde skall bli hogre &n det ursprungliga (13)?
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2.3.21 (Tentamensuppgift 000306)
Betrakta LP-problemet
minimera z = —4x; — 2x9 — 4z3
da 2.%1 — To + I3
r1 + To + 2333
Ty ) T2 ) xs3

(AVARIERVAN

20,
20,
0.

a) (2p) Los problemet pa korrekt sétt med hjilp av simplexmetoden, dvs. med

hjalp av bade Fas I och Fas II.
b)

(1p) Beskriv utforligt, algebraiskt, de berdkningar som utfors vid den forsta

pivoteringen med avseende pa z. Observera: det dr inte alla de berdkningar
som utfordes for denna pivotering i a) som behévs! Ange motsvarande, kom-
plementira, duala punkt som nas efter denna pivotering och visa att den &r

otillaten i det duala problemet.

2.3.22 (Tentamensuppgift 000524)
Betrakta LP-problemet

minimera z =

da

21 4+ o,
3r1 + 239 >
Ty <
x o, Ty 2

a) (2p) Los detta problem med hjélp av Fas I och II av simplexmetoden.

b) (1p) Antag att hogerledsvektorn b = (3,1)T éndras till b(a) = (3,1)T +
a(1,2)T, for a € R. For vilka virden pd a € R existerar en tilldten 16sning
till det resulterande problemet? Uttryck det optimala malfunktionsvirdet for
det parametriskt givna problemet, som en funktion av «. (Lds, om sé onskas,
LP-problemen som uppstar i denna deluppgift geometriskt.)

2.3.23 (Tentamesuppgift 980309)

Los foljande LP-problem med simplexmetoden (tvafasmetoden).

maXx 2z =

da

xry — 3$2

ry — Ty <2

Ty + my 2> 4,
201 — 2x9 > 3,

zy , x 2> 0.

2.3.24 Avgdr om det finns nagon punkt som satisfierar villkoren

T +
21‘1 -
—T +
Ty 2 O:

To — I3 2 4
Tro — T3 = 1
T2 + I3 < 0

22 20, 23 > 0.
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Anvind standardmetod.

2.3.25 Los foljande maximeringsproblem genom att successivt vilja ut basvariabler och l6sa
motsvarande ekvationssystem. Fordndra baserna mellan varje steg enligt inkommande-
och utgaendekriterierna i simplexmetoden.

maxz = dr; + 2z9 + I3
da 4.I1 + 2$2 + I3 S 8
3$1 + 2$2 + 211)3 S 10
T + To + r3 < 4
T y ) y I3 Z 0

2.3.26 En tillverkare av konservburkar erhaller locken till burkarna fran rektangulira metall-
stycken. Storleken pa varje stycke dr 4,5 x 11,5 1 e. Tva olika storlekar av lock beh&vs
och dessa har diametern 2 1 e respektive 4 1 e. En viss dags produktion kraver 24000
lock av den mindre storleken och 6 000 lock av den storre storleken. Problemet for
tillverkaren ar att bestimma hur man skall stansa dessa lock sa att det totala antalet
anvianda rektanguldra metallstycken minimeras.
I figur 1 framgar hur manga lock av de olika typerna som de olika m&nstren ger.

|0/0/0/ 001000
OOOOU OO

300

Figur 1: Mojliga stansningsmonster i uppgift 2.3.26.

Formulera och 16s problemet (med simplexmetoden).

2.3.27 Avgor med hjilp av simplexmetoden om foljande ekvationssystem har en icke-negativ
16sning.

.’L‘1+3CE2+3LE3+I4—.’L‘5 =1
201 + X9 — 213 — 3wy — 4y =

2.3.28

a) Los foljande linjara optimeringsproblem med simplexmetoden.

max z = 2x; — 4x9 + 23 — 314
da T, + To -+ r3 — Ty S 10
To — 2x3 + Ty > D
T, Ty T3 s, > 0

b) Anvind linjarprogrammeringsdualitet for att verifiera att resultatet som upp-
natts i deluppgift a) ar korrekt.
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2.3.29

2.3.30

2.3.31

2.3.32

Avgér med hjilp av fas I i simplexmetoden om nagon punkt i R? satisfierar nedan-
staende villkor.

—2.’])1 + 4.’E2 + 2373 S 1
Ty — To — I3 = 1
—T + 2333 S —4
T, T2 , x3 =2 0
Lés linjarprogrammeringsproblemet
max z = 2r; — T9
da T + x9 2 2
—T1 + To = 1
T9 S 3
x , T2 2 0
med simplexmetoden.
Betrakta LP-problemet
max z = 4xr; — xo + 213
da 2.’E1 — T — I3 S 4
To — I3 Z 1
T 3 X2 ) xs3 Z 0.

a) Bestdm med hjilp av simplexmetoden en tillaten 16sning som har méalfunk-
tionsvirdet z = 7.

b) Bestiam, om majligt, ytterligare en tillaten 16sning dér z = 7.

Betrakta linjarprogrammeringsproblemet

min z = 3x; + 302 + 83
da S5y + w3 > 40
T + 6.’1}2 + 2.173 2 85
1, Ty 3 > 0.

Om slackvariabler x4 och x5 infors och problemet 16ses med simplexmetod fas basen
21, T3 med bas och basinvers enligt

o1, [-2 1

p=[lalr= [
Antag att hogerleden i de tva bivillkoren dndras till 44 respektive 80. Finn optimum
till det fordndrade problemet med hjédlp av reoptimering, dvs genom att utga fran
den givna basen ovan. Beridkna forst hur fordndringen av de ursprungliga hégerleden

fortplantar sig till b, och anviind sedan en lamplig metod for att finna en ny optimal
bas.

2.3.33 Da det linjéra programmet
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max z = 6xr; + 5o
da ry + i) S 5 (1)
3, + 2z, < 12 (2)
I y T9 Z 0

16ses med simplexmetoden efter inférande av slackvariabler s, sy fas den optimala
basen 1, s med basmatris och invers

T L P

a) Ge skuggpriset for bivillkoret (1) och dess giltighetsomrade.

b) Utoka problemet med bivillkoret 4z + 3zo < 16. Finn samtliga optimallds-
ningar till det utékade problemet genom att reoptimera utifran tablan som &r
given ovan.

¢) Antag att det ursprungliga problemet utékas med en variabel 23 med ¢3 = 11
och az = (2,5)T. Finn samtliga optimallosningar till det utékade problemet
genom att reoptimera utifran den givna basen.

2.3.34 (Tentamensuppgift 20020826)
Betrakta LP-problemet (OBS! max-problem) att

maximera z= x1 + 29
da 1 — X9 2 1,
1 + xy <2,
T, zo > 0.

a) Los problemet pa korrekt sétt med hjélp av simplexmetoden, dvs. med hjilp
av bade Fas I och Fas II.

b) Ar den erhallna lésningen unik? Motivera algebraiskt utgaende fran Din 16s-
ning. Grafiska motiveringar accepteras inte, da dessa bara fungerar i laga di-
mensioner.

2.3.35 (Tentamensuppgift 20020529)
Betrakta LP-problemet

maximera z = 2x7 + o,
da ry + 2.’L’2 Z 1,
-2 + 1z < 1,
1 , X9 > 0

Observera att problemet dr ett maximeringsproblem.

a) Los detta problem med hjilp av Fas I och II av simplexmetoden.

b) Givet svaret i uppgift a), vad blir den optimala duala 16sningen?
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2.3.36 (Tentamensuppgift 20020311)
Betrakta LP-problemet

maximera z = 2x1 + X9,
da ry + 2:5‘2 > 1,
—2r1 + 1z < 1,
T, e > 0.

Observera att problemet dr ett maximeringsproblem.
a) Los detta problem med hjilp av Fas I och II av simplexmetoden.

b) Givet svaret i uppgift a), vad blir den optimala duala 16sningen?

2.4 Ovrigt

2.4.1 Ett foretag har dverkapacitet i lagerutrymme och lagerpersonal. Man funderar nu
pa att ata sig externa uppdrag omfattande fysisk lagring och plockning. Foretaget
kan avsitta 150 kvadratmeter lageryta och 10 anstéllda till detta projekt. 4 mgjliga
uppdrag finns tillgingliga. Data for dessa framgar av tabell 11

‘ Uppdrag H 1 ‘ 2 ‘ 3 ‘ 4 ‘
Krav pa lageryta || 16 | 15 | 20 | 30
Kravpapersonal || 1 | 9 | 1 | 2
Intédkt per enhet || 1 | 9 | 1 | 2

Tabell 11: Resursatgang olika uppdrag uppgift 2.4.1.

Hur manga enheter av varje uppdrag skall féretaget ata sig for att tjina maximalt
med pengar.

2.4.2 Ett foretag skall fastligga en produktionsplan pa kort sikt. Man forfogar 6ver tva
olika produktionsprocesser. For varje radmne man startar i process 1 far man ut
3 enheter av slutprodukten, medan man for varje rddmne som startas i process
2 erhaller 6 enheter av slutprodukten. I processerna krivs ett antal olika ravaror
som framgar av tabell 12. Det ar tillgangen pa dessa ravaror som &r flaskhalsen i
produktionen. Formulera problemet att maximera antalet producerade enheter och
16s med simplex-metoden.

2.4.3 Betrakta problemet:

maxz = —x1 + 189+ c3x3 + c4x4
da 1+ 2.%‘2 + 331‘3 + 4.7)4 S 3
—3r; +4x9 — 523 — 624 <1

X1,T2,T3,T4 Z 0
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‘ Réavara HA‘B‘C‘D‘
Forbrukning i process 1 || 2 | 3 | 3 | 4

Forbrukning i process 2 || 4 | 3 | 6 | 1
Tillgdng 24127124120

Tabell 12: Férbrukning och tillgang uppgift2.4.2.

Antag att x; och zo &r basvariabler i problemets optimallosning. Vilka virden har
Z1, T2 och z i denna optimallésning? Finn de storsta virdena pa cs och ¢, for vilka
antagandet ovan ar sant.

2.4.4 Finn alla extrempunkter till det omrade som definieras av féljande olikheter.

1+ X9 + T3 §5
.T1+£E2+2£L'3 §6

T1,T2,T3 ZO

2.4.5 Avgor grafiskt huruvida nedanstaende LP-problem har en tillaten losning. Bestdm
optimall6sningen grafiskt, eller visa att 16sning saknas.

a)

max z = X1 + 2x9
déol rKT — 2.’132 S 2
ry + ZT9 S 3
T o, zo > 0
b)
min z = x; + 9
da T — T < 2
Ty — Ty = —2
Ty , Tog > 0
c¢) Los uppgift b med méalfunktion max z = 1 + ».
d)
max z = 3x; + 4zo
da T — 229 > 4
ry + T2 S 3
T, zo > 0

2.4.6 Betrakta foljande LP-problem
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max 2z = 21 + x4

da 122, + 3z < 6
—3561 + ) S 7

o < 10

I y ) Z 0

a) Avbilda bivillkoren geometriskt och markera det tillaitna omradet. Markera
hoérnpunkterna i det tillditna omradet med dess koordinater.

b) Anvénd figuren fran uppgift a) och bestédm optimallésningen samt det optimala
malfunktionsvirdet.

c¢) Hur stora &r slacken i bivillkoren.
d) Bestam skuggpriserna for vart och ett av bivillkoren.

e) Bestdm variationen i malfunktionskoefficienterna som kan goéras (en i taget)
utan att optimallosningen férdndras.

f) Bestdm variationen i hogerledskoefficienterna som kan goras utan att bivillko-
ren som bestdmmer optimallosningen férdandras.

2.4.7 Studera féljande problem

max z = 2z; + 3x9

da T + Te < 2

4$1 + 6$2 S 9

xr , x =2 0

a) Rita upp det tillaitna omradet.
b) Finn tva alternativa optimala extrempunkter.
c¢) Beskriv en oéndlig klass av optimallosningar.
2.4.8 Studera foljande problem

max z = 3x1 + o

da - 1 + 219 < 6

i) S 4

1 , @® =2 0

a) Rita upp det tillaitna omradet.

b) Verifiera att problemet har en obegréansad l6sning.

2.4.9 Betrakta foljande olikhetssystem.

3371 + Z9 2 3
—T1 + Z9 2 1
T + 1wy < 4
T , X9 Z 0
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a) Ange en malfunktion samt en problemtyp (max eller min) som ger z = (1/2,3/2)
som optimallésning.

b) Ange en malfunktion samt en problemtyp (max eller min) som ger y = (0,1/2, —1/2)
som dual optimallosning. Motivera!

2.4.10 (Tentamensuppgift 010305)

a) (2p) Antag att den optimala lsningen till ett LP-problem inte ar unik. (Detta
upptacker vi genom att den reducerade kostnaden &r 0 fér nagon eller nagra
icke-basvariabler i en optimal baslésning, och att nagon av dessa kan inklu-
deras i basen med ett vdrde som &r storre &n noll.) Exempelvis giller detta
i optimallosningen till LP-problemet som modellerar Mexicos stalproduktion,
dér det finns flera alternativa sitt att transportera ravaror och fiardiga pro-
dukter till samma kostnad. I detta problem var malet att minimera den totala
kostnaden. P4 grund av att det finns flera optimala 16sningar kan vi emellertid
vilja, bland dem, sa att ett annat mal optimeras, till exempel sa att den totala
transportstrickan minimeras. For ett allmant LP-problem (formulerat som i
uppgiften nedan) med multipla optimallésningar, hur skulle Du goéra for att
utféra denna “sekundéra” optimering? Lat den sekundéira malfunktionen vara
att minimera d’z.

b) (1p) Ange och motivera med ett bevis de nédvindiga och tillréickliga villkoren
for att x ska vara en optimallosning i ett LP-problem pa formen

minimera c" x,
da Az > b,
z>0"
2.4.11 (Tentamensuppgift 000823)
Betrakta LP-problemet

minimera z= 311 + 2
da 2.%1 + x9 Z 2,
—r1 + x2 < 1,
1 , x2 = 0.

a) (2p) Los problemet pa korrekt séitt med hjilp av simplexmetoden, dvs. med
hjalp av bade Fas I och Fas II.

b) (1p) Nir problemet ar 16st kommer den reducerade kostnaden for slackva-
riabeln tillhérande bivillkor 1 att anta virdet av skuggpriset for bivillkor 1
(mojligen s& nédr som pa tecken). Forklara varfor.

2.4.12 (Tentamensuppgift 980819)
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2.4.13

Ibland ar beslutsfattare omedvetna om begrinsningarna hos optimeringsmodeller.
Ett exempel pa nagot som en beslutsfattare ofta vill gora ar att optimera flera mal
samtidigt. Det dr darfor inte férvanande att ett flertal tekniker inom flermalsoptime-
ring har utvecklats, och vi skall titta pa en interaktiv sddan inom linjér optimering.
Antag att en beslutsfattare ar intresserad av att 16sa ett LP-problem med tva olika
malfunktioner. Vi vet dock att han/hon har en inneboende preferens (som kanske
inte kan uttryckas i klartext), vilken vi simulerar genom att generera flera 16sningal-
ternativ. Dessa skapas som “kompromisslosningar”, dar de tva funktionerna vigs
samman i en konvexkombination, som varieras 6ver alla méjliga virden. Optimal-
l6sningarna presenteras sedan for beslutsfattaren, som sedan kan vilja bland dem
enligt sin preferens.

Betrakta alltsa polyedern X := {x € R" | Az =b; z > 0"}, och tvad malfunk-
tioner, f1(z) := (c')Tz och f?(x) := (c?)'z, som skall maximeras 6ver X. Kom-
promisslosningar fis genom att maximera funktionen \f!(z) + (1 — ) f2(x), dvs.
Act + (1 — N)e?|Tx, 6ver x € X, diir A varieras kontinuerligt inom intervallet [0, 1].

a) (2p) Beskriv hur samtliga kompromisslosningar kan genereras med hjilp av
simplexmetoden.

Tips: utnyttja Era kunskaper i kiinslighetsanalys.

b) (1p) Hlustrera tekniken pé foljande data:

=(Gaan)s =) =) 2= (V)

Notera: har ar det tillatet att anvinda geometrisk 16sning fér den som sa
onskar.

(Tentamensuppgift 980819)
Betrakta LP-problemet (A ar en m X n matris)

[P] min f(z) :=c'z,
da Az =0b,
x> 0"

Betrakta en tillaten baslosning (g, zy) till [P|. Fran denna punkt i R” utgar n —m
halvlinjer motsvarande den férflyttning som sker da de n — m icke-basvariablerna i
den aktuella basen 6kar sina respektive virden fran noll. [Om baslosningen (g, zx)
ar icke-degenererad beskriver dessa halvlinjer precis de n — m kantlinjerna till poly-
edern som utgar fran extrempunkten som motsvaras av (zp,zy), och ger alltsa en
koppling mellan kantlinje (geometri) och icke-basvariabel (algebra); i en degenererad
baslosning &r inte alla halvlinjer kantlinjer till polyedern, nagra leder omedelbart ut
ur polyedern.] Dessa halvlinjer har riktningarna p; € R* (i = 1,...,n — m).

a) (1p) Visa att det traditionella kriteriet vid valet av den inkommande basva-
riabeln motsvarar precis att vilja den halvlinje som lutar brantast, dvs. att
vilja det 71 {1,2,...,n — m} som ger ligst virde cp;.
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b) (2p) Med ledning av denna geometriska tolkning, ange minst en nackdel med
det traditionella kriteriet och foresla ett alternativt kriterium for valet av den
inkommande basvariabeln som eliminerar denna nackdel.

2.4.14 (Tentamensuppgift 980309)

a) (1p) Formulera och bevisa svaga dualsatsen for linjarprogrammering.

b) (1p) Beskriv de ekvationssystem som lGses i en iteration av den reviderade
simplexmetoden, och ange iterationens totala komplexitet.

c¢) (1p) Visa att ekvationssystemet

n
E Qi T; = bi, ’Lzl,...,m
j=1

ar ekvivalent med de m + 1 olikhetsvillkoren

n
E Q5T 5 S bi, izl,...,m,

2.4.15
Betrakta foljande approximationsproblem. Givet #r en mingd T i R*, samt konti-
nuerliga funktioner f och f;, j =1,...,n, pa T, vill man approximera f sa bra som
mojligt med en linjdrkombination av funktionerna f;. Man vill allts& 16sa optime-
ringsproblemet

(P) min max | f(¢) Z z; f;(t)

r teT

dir z = (z1,..,7,)T. For numerisk 16sning av (P) viljer man ut ett antal element,
t1,...,tm, 1T och loser approximationen

(P')  min max |[f(t Z z; fi(ti

z i=1,....m

a) Vad kan man dra for slutsats om (P):s optimalvirde fran en optimallésning
tll (P')?

b) (P') har en komplex struktur, med en inre maximering och en yttre minime-
ring. Formulera om (P’) som ett optimeringsproblem pa traditionell form.

c¢) Teckna det duala problemet till det i b) erhallna problemet och forenkla detta
sa langt som maojligt.
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d) Diskutera hur man kan anviinda kolumngenerering for att generera ytterligare
ett element i 7', sdg t,,.1, som kan utnyttjas for att berdkna en férbattrad
approximation. Tolka kolumngenereringen med anseende pé problemet (P).

2.4.16 Néir man loser ett optimeringsproblem (manuellt) kan ett slarvfel leda till mer eller
mindre allvarliga foljdfel. Ett exempel pa ett allvarligt foljdfel &r att man hamnar
i en punkt som &r otillaten i en metod som alltid kréver tillatenhet. Avgor for vart
och ett av nedanstaende fall om felet kan leda till att en otillaten punkt uppnés.
Motivera!

a) Felaktig steglangsbestdmning i brantastelutningsmetoden.

b) Fel val av inkommande variabel i simplexmetoden (fas II).

d

)
)
c¢) Fel val av utgaende variabel i simplexmetoden (fas II).
) Infort en slackvariabel i ett likhetsvillkor vid 16sning med simplexmetoden.
)

e) Lost LP-problemet felaktigt i Frank-Wolfe metoden.

2.4.17 Betrakta foljande LP-problem. Harled LP-dualen med hjilp av Lagrangedualitet.

a)
max c'z

da Az

8
AV
o

b)
min  cf'zy +
da Apxy 4+ Apry > by
Agizy + Agpze = by
T > 0
2.4.18 Visa att
21’1 — ) S 3
333'1 + To Z 9
<
2 4+ 4z, < 16 = Tx1 + 5xy < 53
T , @ =2 0

genom att formulera och 16sa ett lampligt LP-problem.

2.4.19 Betrakta problemet
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2.4.20

min z = T — Xy
da - + ) S 3
T2 S 4
1 + x2 < 8
T1 — X < 5
—x1 — T < =3
—x1 + 4dxy < 12
T y T9 Z 0

Nedan ges tio punkter i R%.

(=3,0)5 (0,3) 5 (1,4) 5 (2,2) 5 (6.5,1.5) 5 (8,0); (4,=1); (0,0); (1,1); (4,4)
a) Vilken /vilka punkter &r tillatna lésningar till problemet?

b) Vilken/vilka punkter kan definieras av en baslosning?

¢) Vilken /vilka punkter kan definieras av en tillaten baslosning?

d) Vilken/vilka punkter kan definieras av en degenererad baslosning?

e) Vilken /vilka punkter dr optimala till problemet ovan?

Ett foretag tillverkar 3 olika sorters bildiack. Diagonaldédcken ger 600 kr i vinst per
déck, radialdécken 400 kr och stalradialddcken 800 kr. Varje décksort passerar 3 till-
verkningssteg i produktionsprocessen. Kapaciteten i dessa tillverkningssteg uttryckt
i produktionstid per dag ges i tabell 13.

Process Antal timmar
Blandning 12
Formning 9
Montering 16

Tabell 13: Tillverkningsstegens kapaciteter i uppgift 2.4.20.

Tiden som kravs i varje tillverkningssteg for att tillverka 100 dick av varje sort ges
i tabell 14.

Antal timmar per 100 dack
Dack Blandning | Formning | Montering
Diagonal 2 3 2
Radial 2 2 1
Stalradial 2 1 3

Tabell 14: Tiden i respektive tillverkningssteg, uppgift 2.4.20.

Bestdm den optimala produktmixen fér varje dags produktion under antagandet att
allt som tillverkas kan séiljas.
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2.4.21 Formulera problemet

max { min{z; + z9 ; 221 — 22} }

Z1,T2
da Al
—2.’1)1
1

som ett ekvivalent LP-problem.

+ 3
+

bl

T2
T2
T2

4
1
0

IV IAIA

en tillaten 16sning till nedanstaende

203 = 6
T3 S 1
T3 2 2
T3 2 0

b) Om en ursprunglig (dvs icke-artificiell) variabel har en positiv reducerad kost-
nad i en icke-degenererad optimalbas till ett fas I problem sa kommer den
att vara lika med noll i varje tillaten 16sning till det ursprungliga systemet av

2.4.22
a) Avgor pa lampligt satt om det existerar
system.
2.’1}'1 + 21'2 —
1 +
xrT — To —
T ) ) )
bivillkor. Forklara varfor sa ar fallet!
2.4.23

Inom vissa optimeringstillimpningar dr det av intresse att avgora huruvida ett givet
bivillkor (t.ex. en resursbegrinsning) dr redundant eller ej, dvs om bivillkoret be-
gransar det tillatna omradet eller om det kan strykas utan att det tillatna omradet

forandras.

Om det tillatna omradet beskrivs av linjédra bivillkor sa kan problemet att avgéra om
ett givet bivillkor dr redundant eller ej formuleras och 16sas som ett linjart program.
Betrakta till exempel bivillkorssystemet

5331 +
r, +
xrT —

2371 +
T o,

4.T2
T2
4o)
)
)

AV VAN BRAVA VAN

35 (0)
3 (1)
1 (2)

11 (3)

(4)

Formulera ett linjart maximeringsproblem som kan anvindas for att avgdéra om
bivillkoret (0) dr redundant, dvs om det giller att varje punkt i R? som uppfyller
restriktionerna (1) - (4) ocksd uppfyller bivillkoret (0). Los det linjéra programmet
med simplexmetoden och avgor huruvida redundans foreligger eller ej. (Som en
kontroll av resultatet kan bivillkorssystemet lampligen studeras grafiskt.)

2.4.24
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Givet problemet

minz= —x; — 4xy — T3 — 214
da ry + T9 + X3 + 2334 S 6 (1)
3371 + T2 S 6
-1 +  x < 2
T3 — x4 < 2
T3 + T4 S 3
X1, Lo, T3, T4 2 0.

Lagrangerelaxera det 6vergripande villkoret (1) med multiplikatorn y. Formulera det
Lagrangeduala problemet och bestim den duala funktionens virde fér y = 2. Det
relaxerade problemet 16ses liattast grafiskt. Inom vilka grianser ligger det optimala
malfunktionsvirdet for det givna problemet?

2.4.25
Betrakta det linjara programmet
max z = 400z; + 200zy + 250x3
da 6$1 + 2.7)2 + 311)3 S 2000
8$1 + 2.7)2 + 311)3 S 3000
ry + To —+ I3 S 625
Z1 ) 2 T3 Z 0.

*

Avgor utan att anvinda simplexmetoden om 16sningen
optimal.

8

= (1874,437%,0) ar

2.4.26 Givet LP-problemet
(P) z*=min 'z
da Az <b
z >0

Antag att (P) modifieras och att det modifierade problemet ger ett optimalt mél-
funktionsvéirde z%y-. Ange relationen (<, >, =,ingen) mellan z* och z}, for nedan-
stdende modifieringar av (P):

a) ytterligare ett bivillkor tillkommer

o

slackvariabler infors i bivillkoren Az < b

c¢) ytterligare en icke-negativ variabel infors

o,

man byter tecken pa alla malfunktionskoefficienter

@

villkoren z > 0 utgar

)
)
)
)
)
f)

man ersdtter x > 0 med x > 1 (ett vektorn).

(Om en tillaten 16sning till (P) ej existerar sa defineras zx, = +00.)

2.4.27 Antag att det linjira programmet
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min ¢’z
dd Ax >0
z>0
har en tilldten losning och begrinsat optimum foér varje b € R™, och betrakta
optimalvirdesfunktionen v : R™ — R med virdet
v(b) = min Tz
dd Az > b
x > 0.

a) Visa att v ar styckvis linjar.

b) Visa att v dr konvex pa R™.

2.4.28 Givet tva mangder i R™:
Xi={ze€R"alz<b;,i=1,.,m}
och
Xo={z e R"|dTz>e;,i=1,..,my}

dar a;,d; € R", b; € Ry, och e; € R, 1 = 1,2,.. r givna indata. Formulera ett
optimeringsproblem som avgor om X; N Xy # ().

2.4.29 Betrakta foljande LP-problem, dir x € R"™.

z(c) = minc'z
Ax b
x 0
Antag att problemet har en tillaten 16sning och, for enkelhets skull, att det har
begrinsat optimum for varje val av c.

AV

a) Visa att funktionen z : R” — R &r konkav.

b) Antag att 2* dr en optimalldsning fér ¢ = ¢! och ¢ = ¢?. Visa att z* ir optimal
forallac= A"+ (1 = A)A,0< A< 1.

2.4.30 Betrakta LP-problemet

minz= 2x; + x93 — X3 — 2I4
da 2331 + x9 —+ I3 + T4 S 10
T — I3 — 23}‘4 Z 2
X1 , X9 y I3 y T4 Z 0

Givet att x1 och x5 ar optimala basvariabler (x5 och x¢ dr slackvariabel i respektive
bivillkor)

a) For vilka viarden pa malfunktionskoefficienten till variabeln z; férblir z; och
x5 optimala basvariabler?
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b) Kommer z; och z5 att vara optimala basvariabler om problemet 16ses med

hégerledsvektorn b = (3,1)7?

c¢) Skulle en ny icke-negativ variabel z; paverka optimallésningen om c¢; = 2 och

ar = (—1,1)?

2.4.31 Betrakta problemet

min z = —x;
da 2.%1
4.%1

2.’131

x1

+ T9
+ 5$2
+ 3$2

J T2

IV IA IV IV

10 (1)
12 (2)
3 (3)
0

Besvara nedanstaende fragor med hjélp av grafisk 16sning.

a) Hur stort dr skuggpriset for bivillkor (3) i optimum?

b) For vilka virden pa hogerledet i bivillkor (1) ar skuggpriset for villkoret ofor-

andrat i optimum.

c¢) For vilka virden pa malfunktionskoefficienten framfor variabeln z;, erhalles

samma optimallosning?
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3.1.1

3 Icke-linjar optimering

3.1 Modellering

(Tentamensuppgift 010821)

Reklambyran ZAP (Zetterstrom, Anderson och Petterson) skall inreda sitt nya kon-
tor med en 6ppen planlésning. Den nya lokalen bestar av ett fyrkantigt rum som &r
| meter langt och b meter brett. Lite forenklat kan vi anta att det utrymme varje
arbetsplats kraver ar en cirkel med diametern d och arbetsplatserna maste placeras
sa att de inte 6verlappar. Dessutom skall varje arbetsplats anslutas till telenétet i
en av tva kopplingspunkter. D& de tre telefonerna har en begrinsad sladdlingd av
a;,7 = 1...3, meter méaste arbetsplatserna placeras i nirheten av telejacken (alla
firmans pengar gick till lokalen s& de kan inte kopa mera kabel). For enkelhets skull
antar vi att telefonen placeras i arbetsplatsens mitt. Ett av kontorets langviggar ar
ett stort panoramafonster, och alla de tre deldgarna vill sitta sa néra fonstret som
mojligt. De tre deldgarna bestdmmer sig darfor for att forsoka minimera avstandet
till fonstret for den arbetsplats som har den sdmsta placeringen.

Formulera problemet att placera de tre arbetsplatserna sa att det maximala avstan-
det till fonstret minimeras, under uppfyllande av samtliga bivillkor.

Fonster

b/2

Telejack

Telejack

112

Figur 2: Bild pa kontor

3.1.2 (Tentamensuppgift 000528)
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3.1.3

3.1.4

En maskinist reducerar overflodig metall fran en rund maskindel genom att lata
42 cm av maskindelens langd passera ett skirverktyg i en svarv. For en svarv som
roterar med /N varv per minut och med ett verktyg som avancerar med hastigheten
f cm per varv har man empiriskt berdknat verktygets livslangd till

5 6.667
w0 = (- om)

minuter. Varje gang ett verktyg blir utslitet maste ett nytt installeras, vilket tar
6 minuter. Ingenjorer i verkstadsforetaget vill bestdmma en maskinmaéssig tillverk-
ningsplan som minimerar den totala kostnaden, d& en timmes maskinisttid kostar
520 kronor, och ett verktyg kostar 870 kronor. Rotationshastigheten maste vara mel-
lan 200 och 600 varv per minut och hastigheten hos skirverktyget mellan 0.001 och
0.005 cm per varv.

a) (2p) Beskriv optimeringsproblemet med hjélp av en olinjir optimeringsmodell.

b) (1p) Uppfyller den tillatna planen (N, f) := (200, 0.001) KKT-villkoren?

Ett foretag vill anlita en optimerare for att géra en produktionsplan som minimerar
kostnaderna for tillverkning och lagerhallning av tva specialprodukter. Produktions-
planen skall tillgodose kundernas efterfragan pa 10, 12, 20 respektive 15 enheter av
produkt 1 de fyra nastkommande veckorna, samt 20, 24, 40 respektive 30 enheter
av produkt 2. I borjan av period ett finns 4 respektive 8 enheter i lager av de bada
produkterna.

Tillverkningstiden ar 0,9 timmar/enhet for produkt 1 och 0,8 timmar/enhet for
produkt 2. Den tillgéngliga kapaciteten i produktionsavdelningen dr 40 timmar per
vecka. Varje vecka finns det mdojlighet att anviinda upp till 4 timmars overtid till en
kostnad av 250 kr/timme. Tillverkningskostnaden varje vecka (i kr) &r en funktion
av den anvanda tillverkningstiden enligt:

P 4
100P + 600 ( —
(o)

dar P = total tillverkningstid i veckan for de bada produkterna.

Anledningen till detta utseende pa kostnaden dr att det uppstar trangsel och kéer
bland jobben i avdelningen nir man nirmar sig kapacitetsutnyttjandet 40 timmar.
Lagerhallningskostnaderna ar 15 respektive 14 kr per enhet och vecka.

Formulera foretagets optimeringsproblem.

I ett rum skall tv& lampor placeras ut sa att man fir en intensitet p4 minst 7' (w/m?)
i tre kontrollpunkter (se figur 3).

Varje lampa kan ha en effekt (watt) som &r hogst M (watt). Eftersom effekten
kostar pengar (kostnaden &r direkt proportionell mot effekten) vill man minimera
effektatgangen (och ddrmed kostnaden). Intensiteten pa avstandet [ fran en lampa
kan berdknas mha formeln "

Pbelysning = Z_QPlampa
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3.1.5

3.1.6

(O = kontrollpunkt

-
-
N

2L

Figur 3: Kontrollpunkterna i rummet i uppgift 3.1.4.

dar k ar en konstant och Py, effekten pa lampan. Intensiteterna fran lamporna
adderas till varandra.

Formulera problemet att under givna férutsittningar minimera totala kostnaden for
att belysa rummet som ett optimeringsproblem. Ar problemet konvext?

Lastalatt AB skall bestimma var man skall placera en ny lagerlokal. Positionerna
(koordinaterna i k) for deras fyra kunder och antalet varusdndningar per ar till
varje kund ges i tabell 15. Lastalatt AB vill placera lagret sa att man minimerar
det totala avstandet foretagets lastbil maste kora fran lagret till kunderna varje ar.
(For enkelhets skull rdknar man med fagelvigsavstand.)

Kund | z-koordinat | y-koordinat | Antal sindningar
1 5 10 200
2 10 5 150
3 0 12 200
4 12 0 300

Tabell 15: Kunddata for Lastalatt AB, uppgift 3.1.5.

a) Formulera ett optimeringsproblem som finner den bésta placeringen.

b) Ett standardprogram ger losningen att man skall placera lagret i punkten
r =9,31 och y = 5,03. Den totala tillryggalagda strickan blir da 5456,54 km
per ar. Rita in denna placering tillsammans med kunderna geografiskt. Denna
placering #r ett lokalt optimum. Ar den sikert dven ett globalt optimum?

Kretsschemat i figur 4 beskriver en spinningskilla kopplad till en yttre last. Spinnings-
kéllan ger v Volt och har en inre resistans pa » Ohm. Den yttre lasten &r pa R Ohm
och spinningen 6ver denna last betecknas med e. Strommen i kretsen ar ¢ Ampere.
Notera att e och 7 beror av storleken pa den yttre lasten, dvs av R.

a) Antag att vi vill finna det virde pad R som maximerar effekten som utvecklas
over den yttre lasten. Formulera detta problem som ett endimensionellt icke-
linjért program.
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3.1.7

3.1.8

Figur 4: Kretsschema uppgift 3.1.6.

b) Gor en noggrann studie av mélfunktionen och bestdm den optimala yttre las-
ten.

Da de arliga studentmasterskapen i gyttjebrottning skall anordnas sa har det fallit
pa din lott att ansvara for leveransen av de 10 m?® gyttja som behévs. P4 grund av din
nagot begrinsade budget har du beslutat dig fér att anlita ett cykelbud for transport
av gyttjan. D& cykelbudet inte har nagon lamplig forvaringslada for gyttjan maste
du sta for byggkostnaden for en sddan. Budets kirra, pa vilken ladan naturligtvis
skall fa plats, 4r 2 m lang och 1.5 m bred. Cyklisten vill inte frakta en lada som &r
hogre dn 1 m. Till ladans sidor och lock anvinds ett byggnadsmaterial som kostar
10 kr/m?. Tillgingen pa detta material dr begrinsad till 8 m?. Till bottenplattan
anviinds ett speciellt material som kostar 25 kr/m?. Dessutom séiger cykelbudet att
han inte hinner fler &n 10 vindor, dvs 1ddan maste rymma minst 1 m? gyttja. For att
inte fa for hog tyngdpunkt skall h6jden pa ladan vara hégst 1/10 av bottenplattans
omkrets. Ladan behover ocksa forstirkas med ett krysstag som fists pa undersidan.
Detta byggs av virke som du har 4 m av. (Ladans hojd paverkas férsumbart av
krysstaget.)

a) Formulera problemet att minimera byggkostnaden som ett icke-linjart pro-
gram.

b) Visa att den erhallna malfunktionen inte ar konvex for samtliga icke-negativa
variabelvirden.

Vi har 1 Mkr som kan investeras i tva olika virdepapper (pengarna kan &ven hallas
i madrassen). Genom noggranna studier av rorelser pa borsen, utdelningar, fram-
tidsutsikter mm har vi funnit att en satsad krona i respektive virdepapper kan
forviantas vara vird 2 respektive 1,5 kr efter en viss tidsrymd. Denna uppskattning
har en kovariansmatris (). Vi kriaver en minsta férvintad aterbéaring pa 1,2 Mkr men
investerar i vrigt si att vi minimerar riskmomentet (variansen, métt som 7 Qx).
Formulera problemet som ett optimeringsproblem dér

0,5 0,1
@= ( 0,1 0,3 > '
3.2 Descent

26



3.2.1 Betrakta funktionen

Avgor om riktningen d = (

' =

f(z) = 2% + 2129 — 423 + 10

_21> ar en avtaganderiktning (descentriktning) i punkten

(1)

3.2.2 (Tentamensuppgift 990827)
Betrakta problemet att

minimera f(z),

déar f ar tva ganger kontinuerligt differentierbar.
En vektor p € R"™ sigs beskriva en riktning med negativ kurvatur for f i x om
p'V2f(x)p < 0 giller.

a)

b)

(1p) Visa att en sddan riktning existerar om och endast om matrisen V2 f(z)
har minst ett negativt egenvirde.

(1p) Visa att om en riktning med negativ kurvatur existerar sa existerar ocksa
en sadan riktning som samtidigt dr en descentriktning till f fran x.

(1p) Antag att vi loser problemet ovan med négon descentmetod (t.ex. bran-
taste lutningsmetoden), och att vi &r intresserade av att finna en stationér
punkt z* som uppfyller andra ordningens nodvéandiga villkor, dvs. en punkt
x* som uppfyller

V(") =0" och p'V2f(z*)p >0, Vp € R™. (1)

Beskriv hur metoden som vi anvander kan enkelt modifieras for att se till att
vi uppfyller (1).

3.2.3 Betrakta funktionen

f(zy,13) = 2% + 2129 — 475 + 10.

Avgor om d = (2,—1)T &r en descentriktning i punkten z = (1,1)7.

3.2.4 En kontinuerligt deriverbar funktion f(z1,x2) har lokalt maximum i origo under
bivillkoren z; — 225 > 0 och 3x; — z, > 0. Ge samtliga mojliga gradienter till
f(z1,z9) 1 origo. Illustrera grafiskt!

3.2.5 Betrakta det icke-linjira optimeringsproblemet

min f(x1,12) = (x1 — 11)? + 4(zy — 6)?

dd 2z; + =z < 17
Ty + 2%2 S 16
x , 1z =2 0.



a) Teckna matematiskt de tillatna riktningarna i (den tilldtna) punkten z =
(8, 1)7.

b) Teckna samtliga descent-riktningar i punkten z.

c¢) Visa utifran resultaten i deluppgifterna a) och b) att den studerade punkten
inte ar optimal. Ge en grafisk illustration av motiveringen.

d) Finn en brantaste tillaten descent-riktning i punkten Z. Illustrera resultatet
grafiskt.

e) Studera nu istillet punkten # = (6,5)7. Teckna de tillatna riktningarna och
samtliga descent-riktningar, samt visa att punkten = ar ett lokalt minimum.
[lustrera grafiskt. Ar punkten & dven ett globalt minimum? Varfor (inte)?

3.2.6 Betrakta problemet
max f(z1, To, T3) = —22 + 231 — 272 — 272 + 63.
a) Visa att riktningen d = (1,0, 1) frin punkten z = (1,1, 1) ger ascent.

b) Bestadm optimal steglangd.

3.2.7 (Tentamensuppgift 000306) (Obegransad optimering)
Antag att Du vill 16sa det obegrinsade optimeringsproblemet att

minimera f(z),

dar f ar en tva ganger kontinuerligt differentierbar funktion. Du &r intresserad av
att 16sa problemet med hjélp av Newtons metod (med linjesGkningar).

a) (1p) I en given iteration k far du felutskriften “Steglingden &r noll”. Vil-
ken /vilka mojliga orsaker kan det finnas till detta?

b) (1p) I en given iteration k far du felutskriften “Sokriktning saknas”. Vil-
ken /vilka mojliga orsaker kan det finnas till detta?

¢) (1p) Beskriv minst ett sitt att modifiera Newtons metod si att ingen felut-
skrift av de typer som beskrivs i a) och b) kan férekomma.

3.2.8 (Tentamensuppgift 20020826)

a) Betrakta optimeringsproblemet att

3
minimera f(z) = = (2] + z3) + (1 + a)z122 — (21 + 72) + b, (1)

T1,Z2 2

dér a och b ar reella parametrar.

Finn alla mgjliga viirden pa a och b sddana att problemet (1) har en unik global
optimallosning. Ange den ocksé (i termer av virdena péa parametrarna).
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3.3.1

3.3.2

b)

Betrakta problemet att

Wl

(= Vo), )

minimera flz)==x

som har z* = 0 som sin unika globala optimala l6sning.

Beskriv hur Newtons metod (med en konstant stegldngd 1) ser ut f6r problem i
en variabel och applicera den pa detta problem. Visa att algoritmen divergerar
oavsett valet av startpunkt xg, sa linge zo # 0. Forklara varfér detta hander.

I numeriska implementeringar av optimeringsalgoritmer, beroende pa olika
typer av numeriska fel, kommer berékningen av gradienten till funktionen
f: R — Riz e R” vanligen resultera i (I + £(z))V f(x), dir Vf(z) ar
det korrekta virdet och £(z) &r en matris av feltermer. (Bade I och £(z) &r
n X n-matriser.)

Ange villkor pa matrisen €(x) som medfor att vi kan garantera att riktningen
—(I + &(x))V f(x) ar en descentriktning i en punkt x dir V f(z) # 0™.

Observera: det villkor Ni ger skall inte innehalla virdet av V f(x), eftersom
villkoret inte har ett sidant beroende.

3.3 Descentmetoder

Anvind taylorutvecklingen for en funktion av flera variabler fér att hirleda brantaste
lutningsriktningen.

Kan optimum till problemet min f(z) = (z, — 2)? + 5(x3 + 6)? erhéllas efter endast
en iteration med brantaste lutningsmetoden om man utfér en variablesubstitution
och startar i origo. Motivera och utfor en iteration.

3.3.3 Betrakta problemet

a)
b)

c)

min f(z) = (227 — 12)* + 327 — 29
Utfor en iteration med brantaste lutningsmetoden. Starta i (¥ = (1/2,5/4).

Ar funktionen konvex i en liten omgivning kring 16sningspunkten z(\)? Moti-
vera.

Kommer metoden att konvergera mot ett globalt optimum? Motivera.

3.3.4 Minimera c(z) = (23 — 22)? + (1 — 1)? Starta sokningen i origo, genomfor tva

a)
b)

iterationer med

brantaste lutningsmetoden

Newtons modifierade metod
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3.3.5 Kan punktfoljden

T T2
2@ ] 1 1
zM1/2 1

@ 1 1/2 5/4

3 1 3/8 5/4
hérrora fran anvindandet av brantaste lutningsmetoden med optimal steglingd pa
en funktion vars gradient ar

_ 4 — 4.’1)1 — 2372
Vi) = [6 — 2, — 4x2]

3.3.6

a) Utfor en iteration av brantaste lutningsmetoden for problemet

min f(z,y) = 2> — 2xy + 49> + 2 — 3y — 7
Starta i punkten (1,1).

b) Nir en kvadratisk konvex funktion minimeras dr den optimala steglingden till

problemet
I?Zi(? f(:r(k) 4 td(k))
lika med
AWV f(2®)
b= TR (20
visa detta.

3.3.7 Harled sokriktningen i Newtons modifierade metod.

3.3.8 Los problemet min f(z) = 27 — 6x1 + 222 — 875 med anvindande av
a) brantaste lutningsmetoden (utfor hogst tva iterationer). Starta i origo.

b) Newtons modifierade gradientmetod (utfor hogst tva iterationer). Starta iz =
(3,0). Vad kan man sidga om den uppnadda punkten?

3.3.9 Betrakta problemet

max f(r) = —27 + 271 — 223 — 273 + 623

a) Avgor om riktningen d = (1,0,1) fran punkten x = (1,1,1) &r en ascentrikt-
ning. Motivera.

b) Funktionen ovan dr konkav. Vad hédnder om man séker minimum till denna
med newtons modifierade metod. Motivera.
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3.3.10 Los problemet
min f(z) = —In(z;) + 0.52% + (22 — 1)%,21 > 0

m.h.a Newtons modifierade metod, med start i (2, 1). Ar punkten ett globalt opti-
mum?

3.3.11 (Tentamensuppgift 990528)
Betrakta problemet att minimera funktionen f éver R?, dir

f(2) == (21 + 229 — 3)° + (21 — 2)°.

a) (2p) Utfor en iteration med brantaste lutningsmetoden, med start i zy =
(0,0)". T den uppnadda punkten, z;, ange vilka riktningar som &r avtagande.
ar z; en optimal 16sning till problemet? Varfor/varfor inte?

b) (1p) Utfor en iteration med Newtons metod (inklusive linjes6kning), med
start i o = (0,0)T. I den uppnadda punkten, z1, ange vilka riktningar som &r
avtagande. dr x; en optimal 16sning till problemet? Varfor/varfor inte?

3.3.12 (Tentamensuppgift 990308)
Betrakta foljande system av linjéra ekvationer:

T+ 20 =1
1'1—1'2:2

I — 21‘2 = 0.
Detta system dr 6verbestdmt och saknar l6sning.

a) (1p) Formulera ett obegrinsat optimeringsproblem for att bestimma en 16s-
ning som minimerar kvadratavvikelsen fran en 16sning.

b) (1p) Beskriv (generellt) det iterativa forfarandet hos Newtons metod, och 16s
problemet i a) med dess hjilp. Starta i origo.

c) (1p) Beskriv (generellt) det iterativa forfarandet hos brantaste lutningsme-
toden, och 16s problemet i a) med dess hjalp. Starta i origo och utfor tva
iterationer.

3.3.13 (Tentamensuppgift 980527)
Betrakta problemet

min f(z) := %(ml — 2139)% + 21
Vi tanker oss att angripa detta obegrinsade optimeringsproblem med en Newton-
metod, dir vi anvinder en inexakt linjes6kning. Vi anvinder da Armijos stegliangds-
regel, dvs. om x dr en aktuell iterationspunkt och d dr en sokriktning accepteras
steget £ > 0 om
fz+0d) = f(z) <tV f(2)"d, (1)
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for en given acceptansparameter « i intervallet (0,1); om inte s& minskas steget péa
ett vildefinierat sdtt. [Vanligen véljs £ := 1 som startvirde och om inte olikheten
(1) uppfylls for detta virde av ¢ omdefineras det som ¢ := £/2 och olikheten (1)
undersoks pa nytt.|

a) (2p) Med start i punkten z° := (2,1)" och med acceptansparameter o := 0.3,
applicera denna metod en (1) iteration.

b) (1p) For vilka val av parametern « accepterar Armijos stegliangdsregel ett
enhetssteg i iterationen ovan?

3.3.14 Angrip problemet
min f(z1,22) = 23 — 621 + 275 — 85

med

a) brantaste lutningsmetoden

b) Newtons metod

Starta i punkten (3,0)” och utfor hogst tva iterationer av vardera metoden. Ar
nagon av de uppnadda punkterna optimal?

3.3.15 Betrakta det obegrinsade optimeringsproblemet

a

min f(z) = az? + (a* — 1)a3 + 5

2
Ty

a) Berdkna sokriktningarna i brantaste lutningsmetoden och Newtons metod,
fran punkten (—1,—1)T, fér a = —1,0 och 1. Vilka av de beriiknade riktning-
arna utgor en descentriktning?

b) For vilka virden pa a ger Newtons metod ett globalt optimum pé en iteration
oberoende av startpunkt?

3.3.16 Betrakta problemet
min f(z) = 23 + 125 + (1 + 22)*.
a) Bestdm sokriktningen for Newtons metod fran punkten (%, —l)T. Ge defini-

tionen for en descent-riktning och visa att den berdknade Newton-riktningen
uppfyller kravet for en sadan.

b) Ivilka punkter i R? ir Newton-riktningen inte vildefinierad for detta problem?

3.3.17 Betrakta problemet
max f(z) = —2% + x5

a) Bestdm en Newtonriktning i punkten ( _; )
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3.3.18

3.3.19

3.3.20

b) I riktningen framtagen i a) finns tva lokala optima. Karakterisera dessa. Defi-
nierar nagon av dem ett optimalt steglingdsval?

Harled sokriktningarna i brantaste lutningsmetoden och Newtons metod.

Antag att funktionen F': R" — R™ ar kontinuerligt differentierbar och betrakta det
icke-linjara ekvationssystemet

F(z) =0.
Newtons metod for obegrinsad optimering har sin motsvarighet i en metod for
16sning av detta problem. Givet ett iterat 2* gors i denna metod en linjirapproxi-
mation av den icke-linjara funktionen, vilket resulterar i ett approximerande linjdrt
ekvationssystem pa formen

F(z*) + VF(2%)(x — 2*) = 0,

eller ekvivalent
VF(xk)x = VF(azk)xk — F(xk),
dar
VFl (:C)T
VE(x)"
VF(z) = 2:( )
VF,(x)T

ar Jakobianen for funktionen F. Under férutsittning att Jakobianen i z* #r icke-

singuldr s har det linjdra ekvationssystemet en entydig 16sning, vilken utgér det
nya iteratet, zF*!, dvs
ot = o2b — VF(2F) LR (o).

(Man kan visa att om funktionen F' uppfyller vissa krav si kommer sekvensen av
iterat att konvergera till en 16sning till det ursprungliga ekvationssystemet.)

a) Betrakta det icke-linjira ekvationssystemet
o Fl(.’L'l,.’L'Q) _ 2(.’1)1 — 2)3 +x — 2332 _ 0
F(xl, x2) - < FQ(.’L’l, .’L'Q) - 4.’132 — 2331 - 0 '

Gér en iteration med den ovan beskrivna metoden fran z° = (1,0)7. Berikna
vardet pa

1F (21, 22)|| = V/Fi (21, 22)% + Fy(w1, 22)?

i 2% och z'. (Observera att |F(z)|| = 0 om och endast om F(z) = 0, varfor
virdena || F(z*)||,k = 1,2, ..., kan anviindas som matt pa iteratens kvalite.)

b) Foérklara varfor den ovan beskrivna metoden generaliserar Newtons metod for
obegriansad optimering till en stdrre problemklass.

Givet det obegriansade icke-linjira optimeringsproblemet

min f(z) = 23 + 25 + 1175 — 221 — 42s.
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3.3.21

3.3.22

3.4.1

a) Berikna den brantaste avtaganderiktningen i punkten (1,1)T.
b) Berikna Newton-riktningen i samma punkt.

c¢) Visa att Newton-riktningen i Z &r en avtaganderiktning.

Betrakta det obegrinsade optimeringsproblemet

1
: _ T LT
igg%rlf(x)—c T+ 5T Cz,

déar C &ar en symmetrisk och positivt definit matris. Hirled en variabeltransformation
som gor att ett steg i brantaste lutnings-metoden finner den unika optimallsningen
oavsett val av startpunkt.

(Tentamensuppgift 20020311)
Betrakta féljande minsta kvadrat-problem:

Problemet kan ibland effektivt 16sas med en inkrementell gradient-metod:
1. Vilj en initial punkt zy och en steglingd o > 0.
2. For k=0,1,2,...:
(a) lat fo’ = Ty,
(b) fori=0,...,N—1,1at 2"V = 2\ — 20,1 (2 V fi11 (2),
(c) 1at x4y = xiN).

Vi ska studera beteendet hos algoritmen pa foljande exempel (hér ar N = 2):

min (z +1)* + (z — 1) (1)

TeR

For enkelhets skull later vi y;, := .’E](Cl). Dé har vi att y, = xp — 2af1(xk)V f1(zk),
Try1 = Ye—2f2(yr) V fo(yx ). Antag att « véljsiintervallet (0, 1). Lat limg_, o0 (2g, Yx) =
(z*,y*). Berdkna gransvirdet (z*,y*) = (z*(«),y*(«)). (Ledning: om (z,yx) —
(z*,y%), g(zk,yx) = 0 och g &r en kontinuerlig funktion, géiller att g(z*,y*) = 0.
Vad kan du siga om lim,_,0 z*(a)?

3.4 Lagrangedualitet

Lé&s problemet nedan genom att 16sa Lagrangedualen och sedan bestimma motsva-
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3.4.2

3.4.3

rande primala 16sning.

min f(z) = 22+ 323

dd z;4+22,>1

Betrakta ett optimeringsproblem pa formen

z* = min f(x)

da gi(z) <0, i=1,....m
Tz € X,

dar funktionerna f,g; : R* — R &r kontinuerliga och méingden X C R"™ ar sluten
och begriansad. Problemet antas ha en tillaten 16sning. Lat u; > 0,7 = 1, ..., m, vara
givna parametrar och 1at

s(u) = min f(z)
da Zuzgz(x) <0
= z € X.

Visa att detta problem ar en relazation av det ursprungliga, sa att s(u) < z* alltid
géller. Motivera ocksa varfor maz,>o s(u) < z* maste gélla. Forklara den potentiella
nyttan av dessa resultat!

(Tentamensuppgift 990827)

I manga sammanhang &r det av intresse att berdkna projektionen av en vektor pa
ett underrum. Speciellt, betrakta problemet att finna den euklidiska projektionen
av en godtycklig vektor, y € R™, pa nollrummet till en matris, A € R™*", dvs. att
finna ett x € R™ som

. 1 2
minimerar §||y —z||%,
da Az = 0.

Losningen till detta problem &r klassisk: om matrisen A har full radrang ges denna

projektion av
ot =y — AT(AAT) T Ay.

Later vi P := I™ — AT(AAT) 1A, dir I" € R™*" #r enhetsmatrisen, vara den si
kallade projektionsmatrisen, kan vi alltsa berdkna projektionen med formeln z* =
Py.

Er uppgift dr att hiarleda denna formel, genom att utnyttja Lagrangedualitet! Mo-
tivera vil alla steg som utfors, genom att pavisa att nodvindiga forutsittningar ar
uppfyllda.

3.4.4 (Tentamensuppgift 000306)
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Betrakta LP-problemet

minimera f(z) := z1 + X,
da 3w, + 21, > 4, (1)
0<z <1,
0<zy < 1.

Bilda det Lagrangeduala problemet genom att Lagrangerelaxera det Overgripande
bivillkoret (1). Ange det Lagrangeduala problemets malfunktion explicit, girna med
en graf som stod. Los det Lagrangeduala problemet. Anvind den optimala Lag-
rangeduala 16sningen fér att héirleda den optimala 16sningen till det ursprungliga
LP-problemet.

3.4.5 Betrakta optimeringsproblemet

min f(z)
(P) da g(z) <0
reX
a) Teckna det Lagrangerelaxerade problemet.

b) Teckna det Lagrange-duala problemet. (Lat A vara den duala méalfunktionen.)

c¢) Visa att h(\) < f(x) géller for alla A och z som é&r tillatna l6sningar till (P)
respektive Lagrange-dualen.

3.4.6 Bestam lampligt Lagrange-dualt problem till

m n
min E E Zij In x4
i=1 j=1

da inj = bj j:1,...,n

i
E x,‘j = a; i=1,...,m
J

3.4.7 Lagrange-relaxera villkoret (1) i nedanstdende problem och bestim en optimallds-
ning genom att formulera och 16sa det Lagrangeduala problemet.

min  6zf + 4z + 23

da 24z, + 24z, = 360 (1)
I3 Z 1
3.4.8 Betrakta problemet
min f(z) = 223 + 23 — 2z — Az,
da ry + To = 2 (1)
g > 1, =z > 0. (2)



3.4.9

3.4.10

3.4.11

3.4.12

3.4.13

Lagrangerelaxera bivillkor (1) med multiplikator A. Formulera det Lagrangeduala
problemet och bestdm den duala funktionens virde i punkterna A =1 och A = 2.
Ange om mojligt ett intervall inom vilket det optimala malfunktionsvérdet ligger.

Anviand Lagrangedualitet for att 16sa foljande problem.

a)

min f(z) = z? + 323
da T + 229 >1
b)
min f(z)= z7 + 23
da T + T9 > 2

2?2 + 13 <5

Givet problemet

min f(z) = 2z} + 23 + @1 — 3z
da 2 + z9 > 8 (1)
1S$1S3
2§.’E2§5

Lagrange-relaxera villkoret (1) med multiplikator A. Formulera det duala problemet
och bestdm den duala funktionen for A = 1, A = 2 och A = 3. Inom vilket intervall
ligger f*. Skissa den duala funktionen.

Givet problemet
min f(z)= 222 + 1 — 2z

da 4ZE1 + 2.’132 Z 6.

Formulera och 16s det Lagrangeduala problemet. Vilken relation géller mellan opti-
malvirdena for primal och dual?

Givet problemet
min f(z) = 2z} + 525 — 61y

da 3r2 — 2z, < 6.

Teckna den Lagrangeduala funktionen och bestdm funktionens viarde for multiplika-
torviardena 0 och 1. Inom vilket intervall ligger f*7

Givet problemet

min f(z)= 2! + 2235 + 313
0<z1<2, 292>1
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3.4.14

3.4.15

Lagrangerelaxera villkor (1) med multiplikator A och formulera det duala problemet.
Bestdm den duala funktionens viarde for A =0, A =1 och A = 2. I vilket intervall

ligger f*7

Betrakta problemet

min f(z) = 222 — 4z, + 23 +213y
da x + T2 Z 1
Ty — i) S 3.

Lagrangerelaxera bada villkoren och formulera det Lagrangeduala problemet. Be-
rikna de relaxerade 16sningarna samt virdena av den duala funktionen fér multipli-
katorviirdena (0,0)” och (1,1)7. Inom vilket intervall ligger f*?

(Lagrange-duala tillrickliga optimalitetsvillkor.)
Betrakta ett problem pa formen

min f(z)
da  g(z) <0
re X CR",

dar funktionerna f : R* — R och g : R* — R™ é&r kontinuerliga och méngden X &r
sluten, och det Lagrange-duala problemet

gl

dar

h(u) = min f(z) + u'g(z),

det vill siiga optimalvérdet for det problem som fas da de explicita villkoren g(x) < 0
Lagrange-relaxeras med multiplikatorer u > 0.

a) (Globala optimalitetsvillkoren medfor primal optimalitet.) Det primala pro-
blemet kan angripas med en tva-stegs procedur. Los forst det Lagrange-duala
problemet. Lat u* beteckna ett dualt optimum. Bestdm dérefter, om mojligt,
ett * € R™ vilket uppfyller de globala optimalitetsvillkoren, det vill siga med
egenskaperna

x* 1oser mi)rg f@)+uwTglz) ()
FAS
uTg(x*) =0 (i7)
g(z*) <0. (731)
Visa att ett siddant z* loser det primala problemet. (Notera att det forsta
villkoret implicerar att z* € X.)

(Anmérkning: De globala optimalitetsvillkoren innebér: (i) optimalitet i det
Lagrange-relaxerade problemet, (i) komplementaritet, och (ii7) tillatenhet.)
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b) (Exempel.) Om det primala problemet &r konvext (och har en optimallsning)
sa kan de tre villkoren ovan alltid uppfyllas, varfor det primala problemet alltid
kan l6sas med den beskrivna proceduren. Anvind den for att 16sa det linjira
(och déarfor konvexa) problemet

min z = T — 3o
da —x1 + 229 < 6
Ty + ) S 5
T, zo > 0.

Lagrange-dualisera det forsta bivillkoret.

c) (Ett specialfall.) Antag att det Lagrange-relaxerade problemet

: *T
min f(z) +u"" g(x)
har ett unikt optimum, betecknat z(u*). Hur forenklas i detta fall det resultat
som visades i deluppgift a)? Ge villkor pa f, g och X som ér tillrickliga for
att det Lagrange-relaxerade problemet skall ha ett unikt optimum for varje
u > 0, sa att detta speciellt géller dven i (ett a priori okéint) optimum u*.

[Anmirkning: Om u* > 0 och g(z*) < 0 si giller att u*"g(z*) = 0 om och endast om
ufgi(x*) =01f6r i =1,...,m. De globala optimalitetsvillkoren kan alltsa ekvivalent
uttryckas som

x* loser m1)1(1 f(z) +u"g(z)
zc

uigi(z*) =0, i=1,....,m

g(z*) <0.

For att finna ett z* € R™ som uppfyller de globala optimalitetsvillkoren, givet
ett kint dualt optimum, u*, dr det vanligen limpligast att utnyttja denna ekvi-
valenta form. Detta beror pa att de separata komplementvillkoren u}g;(z*) = 0,
i =1,...,m, direkt ger information om vilka av villkoren g;(z) < 0,7 =1...,m,
som ett sokt x* maste uppfylla med likhet; det aggregerade komplementvillkoret
u*Tg(2*) = 0 ensamt ger inte denna information.

Noteras kan ocksa att om det ursprungliga problemet har formen

min f(z)
da g(x)=0
re X CR",

sa reduceras de globala optimalitetsvillkoren till

. e . «T
{ x* loser min flx)+u* " g(z)

g9(z*) =0,
eftersom komplementvillkoren da alltid blir uppfyllda.]
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3.4.16 (Numeriskt exempel pa Lagrange-dualitet.)
Betrakta det konvexa problemet

a)

d)
e)

. 1 4
min — + —
I i)

da $1+$2§4
x1,Te > 0.

Lagrange-relaxera det Overgripande bivillkoret, teckna den resulterande im-
plicita duala malfunktionen och det duala problemet. Motivera varfor det
relaxerade problemet alltid har ett unikt optimum, varigenom den duala mal-
funktionen &r differentierbar Gverallt.

Lé&s det implicita Lagrange-duala problemet genom att utnyttja att gradienten
till en differentierbar dual malfunktionen kan uttryckas med de funktioner
som ingar i de Lagrange-relaxerade villkoren och den unika l6sningen till det
relaxerade problemet.

Teckna nu istéllet ett explicit Lagrange-dualt problem (dvs ett dualt problem
som &r uttryckt i endast dualvariabeln). Los det explicita duala problemet och
bekrifta resultatet ovan.

Finn det primala problemets optimum.

Visa att stark dualitet géller. Varfor géller den?

3.4.17 (Hérledning av formel f6r Euklidisk projektion med Lagrange-dualitet.)

a)

(Exempel.) Betrakta problemet att finna den punkt pa linjen x1 + 225 = 0
som ligger ndrmast punkten (7,1), det vill séga

min %(.’L‘l - 7)2 + %(372 — 1)2

da x1+ 2z, =0.

Teckna ett implicit Lagrange-dualt problem. Vilka egenskaper har det? Los det
dual problemet och finn dirigenom optimum till det ursprungliga problemet.
[llustrera resultatet grafiskt.

(Allmént.) Betrakta nu det generella problemet att finna den Euklidiska
projektionen av en given punkt x € R"™ pa nollrummet till en given matris
A € R™™ med m < n och rang(A) = m, det vill sidga

min %Hx — 7|3
da Ax=0.

Anviand samma metodik som i deluppgift a for att visa att projektionen ges
av
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3.4.18

z* = (I — AT(AAT) A)z,
dar I ar enhetsmatrisen av dimension n x n. Motivera noga!

(Anmaérkning: Detta resultat, och dess sliktingar, har en mangfald tillimp-
ningar. Det &r, till exempel, besliktat med de sa kallade normalekvationerna
som anvinds inom statistisk analys for att skatta en multipel linjir regression
for ett antal observationer.)

|Ledning: Utnyttja att gradienten till en differentierbar Lagrange-dual malfunktionen
kan uttryckas med de funktioner som ingar i de Lagrange-relaxerade bivillkoren och
den (unika) l6sningen till det relaxerade problemet.|

(Ytterligare egenskaper hos Lagrange-duala problem.)
Betrakta det primala problemet

min f(z)
da g(z) <0
T e X,

dir X C R", f: R® - R och g : R® — R™. Om restriktionerna g(z) < 0 utgor
komplicerande sidovillkor vilka Lagrange-relaxeras fas det Lagrange-duala problemet

max h(u),

dér
h(u) = min f(z) +u'g(z).
TeX

a) Antag att méngden X &r dndlig (dvs att den bestéar av dndligt manga element;
till exempel ett dndligt antal heltalspunkter). Beteckna elementen i X med z?,
p =1,...,P. Visa att den duala malfunktionen h da &r styckvis linjar. Hur
manga linjéra segment kan funktionen som mest vara uppbyggd av? Varfor ar

den inte alltid uppbyggd av detta antal segment?

(Anmaérkning: Notera att detta resultat giller oavsett vilka egenskaper som
funktionerna f och g har.)

b) Illustrera resultatet i deluppgift a) med hjélp av det linjara 0/1-problemet

Zz¥= max z= 5x; + 8xry + Trs + 914
da 321 + 2x9 + 2x3 + 4dxy < 5
201 + T2 + 23 + x4 = 3
x , ® , x3 , x4 = 0/1,

dar det forsta villkoret betraktas sasom varande komplicerande.

c) Antag att funktionen f och alla komponentfunktioner i g &r linjira, samt att
méngden X &r en polytop (dvs en begrinsad méngd som kan beskrivas med
ett dndligt antal linjdra likhets- och olikhets-villkor). Visa att den duala mal-
funktionen &ven i detta fall &r styckvis linjar. Hur manga linjara segment kan
funktionen som mest vara uppbyggd av?
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3.4.19 (Lagrange-dualisering och konvexifiering.)
For problemet

min f(z)
da  g(z) <0
r € X CR",

dir funktionerna f : R* — R och g : R* — R™ é&r kontinuerliga och mingden X &r
sluten, géller att om det finns ett z* € R" och ett v* € R som uppfyller de globala
optimalitetsvillkoren, det vill siga sddana att

o* 16ser min f(z) + u* " g(z)
reX
uwTg(z*) =0
g(z*) <0,
sd dr z* en optimallosning. (Notera att det forsta villkoret implicerar att z* €

X.) For konvexa optimeringsproblem kan detta resultat anvindas for att finna en
optimallésning genom att man forst 16ser det Lagrange-duala problemet

max h(u),

dar
h(u) = min (@) + u"g(z),

for att finna u*, varefter ett z* kan berdknas.

a) (Icke-konvext exempel.) For icke-konvexa optimeringsproblem kan det ej ga-
ranteras att man finner en primal optimallésning med den ovan beskrivna
duala strategin. Illustrera detta faktum med hjélp av problemet

f* = min f(z) = -2z, + 29
da g(x):x1+m2—3§0
(x1a1'2) € X = {(Oa O)a (0: 4)7 (4a4)a (4, 0)’ (1’ 2)7 (2’ 1)}

Vilket eller vilka av de tre tillrickliga optimalitetsvillkoren kan ej uppfyllas?
Berdkna dualitets-gapets storlek, det vill siga f* —h*, dir A* dr det Lagrange-
duala problemets optimalvéarde.

b) (Konvexifierad version.) Betrakta problemet

fé = min f(z) = =221 +
da g($)=$1+l‘2—3§0
(21, 72) € X¢ = {(21,72)| 4 > 71 > 0, 4 > x5 > 0},

vilket &r en konvezifierad version av problemet i deluppgift a). Los problemet
och berdkna f}. Vilken relation géller i detta exempel mellan optimalvirdena
for det Lagrange-duala respektive det konvexifierade problemet (dvs mellan A*
och fr).

(Anmérkning: Denna relationen kan visas vara allméngiltig.)
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3.4.20 (Subgradienter och optimalitet fér begriansade Lagrange-dualer.)
Betrakta det primala problemet

min f(z)
da g(z) <0
T e X,

och det Lagrange-duala problemet

max h(u),
dar

h(u) = min f(z) +u'g(z),

det vill sdga optimalvirdet for det Lagrange-relaxerade problemet. Antag att mang-
den X C R™ ar kompakt och att funktionerna f : R® — R och g : R® — R™ ar
kontinuerliga pa X. Den duala malfunktionen adr da &ndlig, konkav och kontinuerlig
pa det duala rummet, varfér Lagrange-dualen &dr ett konvext problem.

a) Lat u* > 0. Visa att om det finns en subgradient +* till A i u* som &r kom-
plementir till u* (dvs u*Ty* = 0 giller) och icke-positiv (v* < 0) sa ir u* ett
dualt optimum.

b) Betrakta det linjira problemet

min z = Ty — 3x9
da -1 + 2.’172 S 6 (1)
—TT — 2.’172 S -7 (2)
1 + x2 < 5
rr o, z9 > 0,

dér villkoren (1) och (2) anses vara komplicerande och dérfér Lagrange-dualiseras,
med multiplikatorer u; och uy. I punkten u* = (4/3,0) finns exakt tvd extre-
ma subgradienter till den Lagrange-duala malfunktionen; finn dessa. Teckna
subdifferentialen 0h(u*). Finn en subgradient, v*, till A i u* som verifierar att
denna punkt ir ett optimum till det duala problemet.

Gor en grafisk illustration i R? innehallande u*, det tva extrema subgradien-
terna i u*, Oh(u*) och v*.

3.4.21 (Everetts teorem.)
For problemet

min f(z)
da  g(z) <0 (P)
re X CRY

dar funktionerna f : R® — R och g : R™ — R™ é&r kontinuerliga och méngden X &r
sluten, géller att om z* € R" och u* € R uppfyller de globala optimalitetsvillkoren,
det vill séiga har egenskaperna
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z* l16ser min f(z) + u*" g(x)
zeX
urgi(z*) =0, i=1,....,m
g(z") <0,
sa dr z* en optimallosning till (P). (Dessutom dr u* en optimall6sning till det

Lagrange-duala problemet.)

a) (Teoremet.) Lat @ > 0. Anvénd resultatet ovan for att visa att om Z € X
loser Lagrange-relaxationen

. T
min f(z) + 4" g(z)
sa ar Z en optimallsning till problemet

in f(x)
reX
dér de ursprungliga bivillkorshégerleden storts till
= gz(f) for u; >0
gi 1= ]_, .., M.
> ¢;(z) for u; =0
(Detta resultat dr kint som Everetts teorem.)

b) (Exempel.) Betrakta heltalsproblemet

max z = 1lx; + 6z —+ 5373 + 15x4 + 5375 + 4376

da 521 4+ 3x9 + 4x3 + 624 + 35 + 41 < b
ry + 9 + T3 = 1
Ty + Trs + Tg = 1

1, Xo , X3 xy , x , x5 = 0/1,

dar b dr en parameter som far anta icke-negativa heltalsvirden. Lagrange-
relaxera kappsécksvillkoret (med multiplikator u > 0) och utnyttja resultatet
i deluppgift a) for att finna heltalsoptimum f6r s manga virden pa parametern
b som mojligt. Kan man pa detta sétt finna optimum foér b = 107 (Ledning:
Den Lagrange-duala malfunktionen har brytpunkter i w = 5/2 och v = 10/3.)

c¢) (En tillimpning.) Betrakta heltalsproblemet ovan med valet b = 8. Antag att
kappsacksvillkoret ar ett mjukt resursvillkor, det vill siga att det behover e]
nodvéndigtvis bli strikt uppfyllt, utan kan eventuellt 6verskridas lite. (Denna
typ av bivillkor uppkommer till exempel da det pa grund av osikerhet i indata
inte dr meningsfullt att kriava att restriktioner uppfylls exakt.) Antag att vi
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3.4.22

hér tillater att villkoret Gverskrids med ett par enheter. Anvind resultatet i
deluppgift b) for att finna en rimlig l6sning till detta problem.

(Anmaérkning: manga verkliga optimeringsproblem innehéaller bivillkor som till
sin natur dr mjuka; sddana modellerar ofta till exempel resursbegrinsningar
eller malsattningar. Motsatsen till mjuka villkor dr, naturligtvis, hdrda villkor.
Dessa maste bli exakt uppfyllda, och beskriver ofta konstitutiva eller logiska
samband.)

[Anmérkning: Enligt Everetts teorem dr en optimallGsning till en Lagrange-relaxation
av ett givet problem ocksd dr en optimallosning till en version av det ursprungliga
problemet i vilket bivillkorshogerleden har stérts. Genom att variera virdena pa
multiplikatorerna som anvinds vid Lagrange-relaxeringen kan man (normalt) dess-
utom fa optimallésningar till primala problem med olika storningar av bivillkorsho-
gerleden. Dock kan man oftast inte pa detta sétt generera alla mojliga storningar
av hogerleden, och speciellt finns det oftast inte nagra multiplikatorvirden som re-
sulterar i en noll-stérning (dvs § = 0), vilket skulle svara mot att det ursprungliga
problemet 16sts. (Ett undantag ar, till exempel, konvexa problem med strikt konvex
malfunktion; for sddana problem fas alltid ett primalt optimum om multiplikatorvér-
dena loser det Lagrange-duala problemet.) Dock blir stérningen i viss mening mindre
da multiplikatorvirdena ndrmar sig ett optimum till det Lagrange-duala problemet.
Sammanfattningsvis giller alltsa att man genom att 16sa Lagrange-relaxationer (vil-
ka normalt &r mindre berdkningskrévande &n det ursprungliga problemet) kan finna
exakta optima till vissa hogerledsstorda primala problem, men oftast inte till det
ursprungliga problemet. |

(Surrogat-relaxering.)
Betrakta ett optimeringsproblem pa formen

z* = min f(z)
da gi(z) <0, i=1,....,m (P)
Tz e X,
dar funktionerna f,g; : R* — R &r kontinuerliga och méngden X C R™ ir sluten
och begrinsad. Problemet antas ha en optimallésning, x*. Introducera parametrar
u; > 0,2=1,...,m, och definiera

s(u) = min f(z)

da Zuzgz(x) <0 (9)
i=1
z e X.
Detta problem har alltsad endast ett explicit bivillkor.
a) (Svag dualitet.) Visa att z* &r en tillaten l6sning till problemet (S) och att
s(u) < z* darfor alltid géller, det vill séiga att problemet (S) ar en relazation

av det ursprungliga. Motivera ocksd varfor maz,>o s(u) < z* maste gilla.
Forklara den potentiella nyttan av dessa resultat!
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b) (Exempel.) Betrakta det linjara 0/1-problemet

Zz¥= max z= 5r; + 8xry + Txz3 + 914
da 3371 + 2.7)2 + 3$3 + 31‘4 S 6 (1)
2:171 + 3.7)2 + 3$3 + 41‘4 S 5 (2)
2331 + T9 —+ 2%3 + x4 = 3
T 5 T2 y I3 y Ty = 0/1

Surrogat-relazera villkoren (1) och (2) med multiplikatorer ui,us > 0 och
formulera problemet (S). Lat u = (1,2). Berdkna s(u).

Betrakta ater det ursprungliga problemet och Lagrange-relaxera villkoren (1)
och (2) med multiplikatorer uy,us > 0. Berdkna det Lagrange-duala mal-
funktionsvérdet for v = u.

Jamfor de uppnadda resultaten.
c¢) (Jamforelse med Lagrange-dualitet.) Lat v > 0 och

h(u) = min f(z -i—ZulgZ

TeX
Visa att h(u) < s(u), samt att

*

max h(u) < maxs(u) < z*.

u>0 T u>0
3.4.23 (Tentamensuppgift 010305)
Betrakta problemet

minimera z = 2x; + X9

da Ty + 2 Z 5,

X S 4)

T2 S 4)

r1 , xo > 0,heltal.

Lagrangerelaxera det 6vergripande bivillkoret. Beskriv Lagrangefunktionen och ge
ett uttryck for den Lagrangeduala funktionen och det duala problemet. Berikna
den Lagrangeduala funktionen i foljande fyra punkter: A = 0,1,2,3. Ange den bés-
ta Ovre och den bista undre griansen for det optimala malfunktionsvirdet till det
ursprungliga problemet som Du finner.

3.4.24 (Tentamensuppgift 20020529)

a) Betrakta problemen

f* := minimum f(z), (P)
da z € X,
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och

[* := minimum [(z), (R)
dized.

Om X C G och I(z) < f(x) for alla z € X séigs (R) vara en relaxering av (P).
Omvént &r da (P) en restrifiering av (R).

Visa att [* < f*.
b) Betrakta ett problem pa formen

f* := minimum f(z),

da gi(z) =0, i=1,...,m,

dir x € R" och f och g;, 1 = 1,...,m, ar kontinuerliga funktioner pa R". Lat

u;, © = 1,...,m, vara reella multiplikatorer (dualvariabler) for bivillkoren och
lat P : R™ — R, vara en kontinuerlig yttre straffunktion, dvs. en funktion
sadan att

=0, day=0m,
P(y) ) m
>0, day#0m.

Betrakta det straffade problemet

6* = minimum 6(z ) + Z u;gi(x) + pP(g(x)),

zeR"

dir g(z) & m-vektorn av g; och diar p > 0. Visa att detta problem &r en
relaxering av det ursprungliga.

3.4.25 (Tentamensuppgift 20020311)

a) Betrakta optimeringsproblemet:

minimera
T€ER (1)
da sin(x) < -1

Finn varje lokal och varje global optimallosning till problemet. Ange KKT-
villkoren. Ar de nédviindiga och/eller tillrdckliga f6r problemet?

b) Trippeln (zg, , \) sigs uppfylla Fritz-Johns (FJ) optimalitetsvillkor for pro-

blemet i),
minimera f(z
zeR? (2)
da gi(z) <0, i=1,...,m,
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definierat av differentierbara funktioner f, ¢g;, 2 =1,...,m, om
9i(xg) <0, i=1,...,m, (primal tillatenhet)

(o, A) >0, (a,\) #0,

T dual tillatenhet
aV f(zo) + > AiVgi(zo) =0, ( )
i=1

Aigi(zo) =0, i=1,...,m, (komplementaritet)

Uppfyller lokala/globala optimala l6sningar till problemet (1) FJ-villkoren?

¢) Undersok anvindbarheten av FJ-villkoren genom att finna en punkt (z,y) som
uppfyller dessa for problemet

minimera y,

(z,y)
2P+t <,
da 3 4
x>y,

men som trots detta varken &r lokalt eller globalt optimal fér problemet.

3.5 Karush-Kuhn-Tucker

3.5.1 Avgor om punkten z = (1,0) ar optimallosning till problemet nedan.

min f(iCl,CCQ) = .f% + 3$% — X
da :U% —19 <1
T +mx 21

3.5.2 Formulera Karush-Kuhn-Tucker villkoren for problemet

dér alla funktioner ar kontinuerliga och differentierbara i n variabler.

3.5.3 Undersok om punkten z = (1,2) satisfierar Karush-Kuhn-Tucker-villkoren horande
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3.5.4

3.5.5

3.5.6

3.5.7

till problemet

min f(z) = 22?2 4 22,29 + 72 — 102, — 102,
da i+ 15 <5
3r1 +19 <6

Ar punkten optimal?

Bestdm med Karush-Kuhn-Tucker-teori globalt maximum till

flr,y) = 10zy — 52 — Ty* + 40z
da z+y<13
z20,y=>20

Bestdm med Karush-Kuhn-Tucker-teori globalt minimum till

floy,20) = 3+ 2x19 + 205 — 221 — 52
da T1+ Ty > 1
Ty <1-— :rf

Anviand Karush-Kuhn-Tucker-villkoren for att bestdimma de virden pa parametern
¢ for vilka punkten (z,y) = (4, 3) utgor optimallosning till problemet.

min cr +vy
da z2+9y* <25
r—y <1

(Tentamensuppgift 000306)
a) (2p) Betrakta det olinjira optimeringsproblemet

minimera f(z) := 42% + 275 — 62,7y + 11,
da —2x1 + 229 > 1,
211 — x9 <0,
1 <0, xo>0.

Avgér huruvida punkten z = (0, 1) uppfyller KKT-villkoren. Obs! Lés inte
problemet med nagon algoritm for att avgora saken.
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b) (1p) Avgér huruvida punkten z = (0,3)7 &r ett globalt minimum. Om sva-
ret ar “Ja”, motivera detta vil. Om svaret ar “Nej”, motivera detta med ett
motexempel.

3.5.8 (Tentamensuppgift 990308)
Studera problemet

(P) min Z CjCCj,
7j=1

da > 2l <1, (1)
7=1

xzj >0, j=1,...,n. (2)

a) (1p) Visa att (P) &r ett konvext problem.

b) (1p) Antag att ?llin }{cj} <0ochlat A <0och pu; >0,j=1,...,n, vara
71€11,..4n
Lagrange-multiplikatorer for bivillkoren (1) respektive (2). Vidare, 1at

B %. __ min{0;¢;}
A= ~3 (Z (min{0; ¢;}) ) T

7j=1
B; =max{0;¢;}, j=1,...,n.
Visa att punkten (z, A\, i) ir en KKT-punkt fér problemet (P).

¢) (1p) Visa att punkten 7 &r den enda optimallosningen till problemet (P).

3.5.9 (Tentamensuppgift 980309)
a) (2p) Betrakta optimeringsproblemet

min  f(x),

da  gi(z) >0, i=1,...,m,

dir samtliga funktioner &r kontinuerligt differentierbara pa R". Ange KKT-
villkoren fér problemet och beskriv deras geometriska betydelse. Ange egen-
skaper hos problemet under vilket de ar nodvindiga for lokal optimalitet hos en
punkt, och (oberoende av foregaende) egenskaper hos problemet under vilket
de ar tillrdckliga for global optimalitet hos en punkt. Bevisa det sistndmnda.

b) (1p) Betrakta optimeringsproblemet ovan. Antag att f &r konvex pa R", och
att samtliga funktioner g; ar konkava pa R". Beskriv den logaritmiska bar-
ridrfunktionen till detta problem, och visa att funktionen &r strikt konvex pa
det inre av méngden av tillatna losningar. (Vi antar att den méngden inte &r
tom.) Varfor &r den egenskapen av intresse?
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3.5.10

3.5.11

3.5.12

3.5.13

3.5.14

Antag att z ar ett lokalt optimum till problemet

min f(z)
da Az =0, (A~mxn)

dir f ér differentierbar. Visa att det da finns A € R™ s3 att Vf(z) + A\TA = 0.

Lé&s foljande problem, dér samtliga konstanter ar reella och positiva.
n
min Z zjlnz;
j=1

da D biz; = by
j=1

z; > 0 j:1,..,n.

Global optimalitet skall motiveras.

Los foljande problem, dér samtliga konstanter ar reella och positiva.
n
min Z ajxj
i=1

n
da ) bi/z; < by
7j=1
T; > 0 7=1,.,n.

Motivera global optimalitet.

Givet det icke-linjdra optimeringsproblemet

min f(z,y) = (r —2)? + (y — 1)?
da 22—ay < 0
r+y—2 < 0,

dir a ar reell parameter. Anvind Karush-Kuhn-Tucker teori for att avgora for vilka
virden pa a som det forsta bivillkoret &r uppfyllt med likhet i det globala optimalt.

Betrakta det konvexa optimeringsproblemet

min f(z) = (71 — 14)? + (x5 — 11)?
da gi(x) = (21 —11)%+ (22 — 13)2 =112 <0
ga2(x) = @1+ 12 —19 <0,

a) Teckna Karush-Kuhn-Tucker villkoren.

b) Studera problemet grafiskt f6r att bestdmma vilka bivillkor som &r bindan-
de (aktiva) i optimum. Utnyttja denna information och Karush-Kuhn-Tucker

villkoren foér att berdkna optimum.
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3.5.15 Betrakta problemet
min f(z) = ij(cj + ;)
7j=1
da y al<b
j=1
Z ;T 2 d.
j=1

a) Formulera Karush-Kuhn-Tucker villkoren till problemet. Anvind givna beteck-
ningar.

b) Antag att n = 3, ¢ = (10,2, -1)" a = (4,2,2)7, b = 5 och d = 6. Avgor
om nigon av féljande punkter ir ett globalt minimum: (2, —1,0)7, (2,0, -1)7,

(0,1,2)7.
3.5.16
Givet problemet
min f(x1,22) = %x% — 10z129 + 1022
da 2z, + 12 <5

a) Avgor om punkten x = (2, 1) uppfyller Karush-Kuhn-Tucker villkoren till pro-
blemet.

b) Ar Karush-Kuhn-Tucker villkoren tillrickliga fér optimalitet i detta problem?

3.5.17
Givet det icke-linjara optimeringsproblemet

minf(z,y) = (x — 2)? + (y — 1)?
da 22 —-4.5y<0
450 +y—11<0,

Formulera Karush-Kuhn-Tucker villkoren.

3.5.18 Tag fram optimalitetsvillkoren f6r LP-problemet

T

maxz = c¢'x
dd Az < b
z > 0

med hjilp av Karush-Kuhn-Tucker villkoren.

3.5.19 Betrakta problemet
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min f(z1,72) = (371 — x2)% + 422 — x4
da  z3+a23 < 37

—Ar;+x9 = 2

T,y > 0.

Undersék om punkten (1,6)” uppfyller Karush-Kuhn-Tucker villkoren.

3.5.20 Betrakta problemet
min f(z1,72) = —717;
da Ttz < 1

a) Visa att punkten (0,0)? satisfierar Karush-Kuhn-Tucker villkoren.

b) Visa att denna punkt inte dr lokalt minimum.

3.5.21 Betrakta det icke-linjiara optimeringsproblemet

max x5 — 1 + 219
da Ty + T S 4
-1 + 4%2 Z 2
T y ) Z 0

och den tilldtna 16sningen z = (1, 3)7.
a) Ar 7 en Karush-Kuhn-Tucker punkt?

b) Ar 7 ett globalt optimum?

3.5.22 Betrakta optimeringsproblemet

(ILP) min f(z)
dd zeX

dar mangden X C R™ ir icke-tom, sluten och konvex, och funktionen f : R® — R
ar kontinuerligt differentierbar och konvex pa X. Lat z* € X.

a) Visa att om z* ar en optimallosning till problemet
min Vf(z*)Tz
dda ze X
sa giller for alla z € X att
V(@) (x—2*) > 0.
Visa vidare att detta resultat medfor att z* &r en optimallosning till (ILP).

[llustrera resultatet pa problemet

min f(z) = 2(z; — 3)? + (2 — 1)?

da 3371 + 2372 S 10
I S 2
T ’ T2 Z 0.
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b) Visa att om X = R" sa reduceras det nodvéndiga optimalitetsvillkoret i del-
uppgift a) till Vf(z*) > 0 och Vf(z*)z* = 0.

¢) Visa att da istillet X = {x € R"|Az = b} sa fas att z* 4r optimal endast om
V f(z*) ligger i nollrummet till A.

3.5.23 Givet en konvex funktion f.

a) Ange méngden av alla descentriktningar till f i punkten z.

b) Antag att d &r en descentriktning till f i punkten Z. Ar det da mojligt att
avgdra om d &r en ascentriktning eller descentriktning i punkten Z utifran att
d’d =0, dvs att d och d #r vinkelrita mot varandra?

¢) Antag att man vill s6ka optimum till problemet

min f(z)
(P) s.t. Ax <b.

Antag vidare att man 16st LP-problemet
min ¢’z + ¢

s.t. Az <b.

Kan man utnyttja informationen ovan for att ta fram en 6vre gréns for det
optimala méalfunktionsvirdet till (P)? Hur kan man med ett lampligt val av ¢
och ¢y generera en undre grins?

3.5.24 Betrakta problemet
; - _J
min f(z1,...,2,) jg_l ;

j=1

z; > 0 7=1,...,n,

dérc; > 0, Vj,och D > 0. Visa att optimallosningen och det optimala mélfunktions-
virdet ges av

Dc; D?
T = CJ, j=1,...,n, och f*= .

<
3

Cj Cj
1 j=1

J

3.5.25 (Tentamensuppgift 20020826)
funktioner, genom att flera viktiga egenskaper som konvexa funktioner har ocksa
innehas av dessa. Sa till exempel &dr de tillrdckliga villkoren for global optimalitet
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som uppfylls av konvexa funktioner ocksa tillréckliga fér pseudokonvexa funktio-
ner. Eftersom det existerar intressanta optimeringsproblem didr malfunktionen &ar
pseudokonvex men inte konvex dr vikten av dessa egenskaper sjidlvklar. Malet med
uppgiften ar att utreda just dessa egenskaper.

a) En funktion f : " — R som &dr en gang kontinuerligt differentierbar sigs vara

pseudokonvex om

Vi)' (y—2)>0 = f(y) > f(2), z,y € R".

(Definitionen séger i princip att om det i 2 lutar uppét mot punkten y si ar
maéalfunktionsvirdet i y storre &n i z.) Visa att en konvex funktion &r pseudo-
konvex. Visa ocksa att omviandningen inte giller, alltsa att det finns pseudo-
konvexa funktioner som inte dr konvexa. Ge girna ett motexempel.

For konvexa problem giller foljande nodvéndiga och tillrdckliga villkor for att
x* € X skall vara ett globalt minimum f6r problemet att

minimera f(x),
daz € X,
dir X C R™ dr en sluten och konvex méngd:
Vi) (y—2*) >0, yeX.

Visa att detta villkor dr bade nédviandigt och tillrackligt &ven om f “bara” ar
pseudokonvex.

3.6 Frank-Wolfe

3.6.1 Betrakta problemet

min f(z) = (21 + 229 — 6)? + (227 — 19 — 2)?

da 2.%‘1 + 3$2 S 9
X1 S 3
1 , w2 > 0.

a) Visa att problemet ar konvext.

b) Utfor en iteration av en lamplig metod fér problemet, med start i origo. Ange

ett intervall inom vilket det optimala méalfunktionsvirdet ligger.

3.6.2 Betrakta nedanstaende problem

min f(z1,22) = (21 — 7)* + 27 — 673
da T+ 229 > 2
201 + 19 < 2
T1,T9 >0
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a) Los problemet med Frank-Wolfe algoritmen (max 2 iterationer, startpunkt

(0,2)).

b) Ar funktionen konvex i det tillitna omradet? Motivera.

3.6.3 Betrakta problemet

max f(z1,22) = —x7 — 43 + 162, + 2472,
da T1 + To <6
T1 — To <3
T1,T9 > 0

Los problemet med Frank-Wolfe algoritmen.

3.6.4 Betrakta problemet

min f(x1,72) = (71 — 332)% + 221 — 4xy
da 3x1 + 24 >6
221 + 5o <10
T <2
T1,To > 0

a) Ar problemet konvext? Motivera.

b) Genomfér en iteration med Frank-Wolfe algoritmen. Starta i z° = (2,1).

3.6.5 Los problemet

min f(z1,22) = 27 + 623 + 21 — 229
da T+ X9 =z
—2z1 + 319 <6
3x1 — 229 <6
T1,%T9 > 0

med Frank-Wolfe algoritmen. Starta i 2° = (2,0) och genomfor hgst 3 iterationer.

3.6.6 (Tentamensuppgift 980309)
Betrakta problemet

max  f(x) := 4z, + 6xy — 227 — 22129 — 222,
da 1+ 2.’1)2 S 2,

z1, X2 > 0.
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3.6.7

3.6.8

3.6.9

3.6.10

3.6.11

Med start i o = (1/2,1/2)T, 16s problemet med Frank—Wolfe-algoritmen. Ange i
varje iteration ett intervall déri det optimala malfunktionsvirdet ligger. Varfor &r
uppskattningarna giltiga for detta problem?

Los problemet
min f(z) = 2(z1 — 3)* + (22 — 1)?

da 3r; + 2z < 10
i S 2
r , T =2 0

med Frank-Wolfe algoritmen. Starta i origo.

Givet problemet
min f(z) = 22? + 4z,35 + 625

da 1+ 4l'2 S 7
) 2 1
T1 2 0.

a) Genomfdr en iteration med Frank-Wolfe metoden fran punkten (1,1)7.

b) Jamfort med malfunktionsvirdet i punkten erhallen i a), hur mycket avviker
det optimala malfunktionsvéirdet hogst?

L6s problemet

min f(z) = 222 + 22 — 2m19 + 31 — 339
da I Z 0
0 S i) S 1

med Frank-Wolfe metoden. Starta i origo och gér hogst 2 iterationer.

Betrakta det konvexa problemet

f*=min f(z) = 5(z1—3)%+ (z2 — 2)?
da 21’1 — X2 2 2
T1 + 22 < 4
T9 Z 0

och den icke-optimala tillatna 16sningen 7 = (g, %)T Beridkna pa lampligaste sitt
en icke-trivial 6vre grins for differensen f(z) — f*. (En 6vre grians baserad pa opti-
malvirdet for det obegriansade problemet betraktas hir siasom varande trivial.)

Los problemet
min f(z) = (z1 — 1)+ (22 + 1)

da rT — ) 2 1
xr1 — 231‘2 S 3
T S 0

med Frank-Wolfe metoden. Starta i punkten (3,0)7.
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3.7 Ovrigt

3.7.1 (Tentamensuppgift 010523)
Betrakta det olinjdra optimeringsproblemet att

minimera f(z), (1)
da gi(z) >0, i=1,...,m, (2)
dir f: R — Roch g;: R"— R, i =1,...,m, samtliga dr kontinuerligt differenti-

erbara funktioner pa R".

a) (1p) For den logaritmiska barridrfunktionen, beskriv inre punktsalgoritmen
for att 16sa detta problem.

b) (1p) Beskriv forsta ordningens optimalitetsvillkor fér barridrsubproblemet for
ett godtyckligt positivt virde pa barridrparametern. Beskriv skillnaden mot
KKT-villkoren till det ursprungliga problemet. Med ledning av denna, ge for-
meln for det naturliga estimatet av Lagrangemultiplikatorerna for bivillkoren
(2) till ursprungsproblemet.

c) (1p) Antag att sekvensen av KKT-punkter till barridirsubproblemet &r kon-
vergent, med griansvirde z*. Visa att om z* &r en reguljar punkt (dvs. att
bivillkorsnormalerna till de bindande bivillkoren i z* &r linjirt oberoende),
sa kommer ocksa sekvensen av multiplikatorestimat att konvergera, och det-
ta mot en vektor av KKT-multiplikatorer som tillsammans med x* uppfyller
KKT-villkoren for ursprungsproblemet.

3.7.2 (Tentamensuppgift 000823)
(Sekventiell Kvadratisk Programmering, SQP)
Betrakta optimeringsproblemet

minimera f(z) := -2z, + 27 — 15 + 275
da 3z% + 223 < 3,
22.’1)120, 2237220

Starta i punkten z° = (0,0)7 och genomfor en iteration med sekventiell kvadratisk
programmering. Redovisa alla stegen noga. Vilj en lamplig straffunktion och en
lamplig metod for linjes6kningen.

3.7.3 (Tentamensuppgift 980309)

a) (2p) Betrakta optimeringsproblemet

min (),
da =z e X,
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3.74

3.7.5

dar f ar kontinuerligt differentierbar och déar

n
Zx]—:r; z; >0, jzl,...,n},
j=1

dir r > 0. Antag att x, ar ett lokalt minimum till detta problem. Visa att

o) _ 01
830]- - 0 ’

Xz{mE?R”

CC*]'>0 —

1,7=1,...,n,

dvs. att nollskilda variabler har samma (och ligsta) partiella derivata.

b) (1p) Betrakta ett olinjart optimeringsproblem, dir malfunktionen inte &r kénd
explicit, utan maste berdknas for varje variabelvektor genom att utféra nagon
numerisk berdkning. Denna beridkning dr dyr, for 6vrigt. Antag ocksa att inget
ar kint om denna malfunktion i form av dess deriverbarhet eller konvexitet,
annat an att den (troligen) ar kontinuerlig i variabelvektorn, som &r av stor-
leken 100, och att den férvintas ha ett litet antal lokala minima. Vidare &r
problemet begréinsat av ett fatal (c:a 10) olinjara bivillkor, som ger upphov till
en icke-konvex méangd. Vi dr intresserade av att 16sa problemet approximativt;
speciellt kan det tolereras att man bryter nagot mot bivillkoren. Diskutera hur
Du skulle angripa problemet.

(Tentamensuppgift 990827)
Betrakta problemet att

1
minimera f(z) = 5.%% + 23,

Angrip detta problem med en logaritmisk barridrmetod. Beskriv explicit den tra-
jektoria som metoden féljer, som funktion av barridrparametern.

(Tentamensuppgift 990528)

I Ext forsta uppdrag som optimerare stélls Ni infor problemet att modellera och 16sa
ett problem at ett foretag inom stalindustrin. Det handlar om att tillverka en syre-
produktionsenhet som skall anvindas i en masugn. De fyra variabler zy,..., x4 Ni
deklarerar definierar produktionshastigheten av syre, trycket i tanken, kompressor-
styrkan och tankens volym. Enligt foretagets ekonomer och ingenjorer kan kostnaden
for operationen av denna maskin under en produktionscykel beskrivas med uttrycket

f(z) == 61.8 4+ 5.7221 + 0.0175(23)°* + 0.0094(24)°™ + 0.006t, 3, (1)

dér ¢; (som hér kan sittas lika med 0.6) &r tiden for den forsta delen av produktions-
cykeln. Bivillkoren som deklareras i samarbete med ingenjorerna dr foljande fyra:

toxy > dity + do(ta — 1), (2a)
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3.7.6

som uttrycker syreefterfragan, dir ¢, = 1.0 dr lingden av den andra delen av pro-
duktionscykeln och d; = 2.5 och dy = 40 dr efterfragan av syre i respektive del av
produktionscykeln;

Ty 2 Po (2b)
uttrycker kravet pa ett minsta tryck (har kan py = 200 sittas);
dy — to —1
2y = 36,252 o) = 1) <@) (2¢)
t Po

beskriver den fysikaliska relationen mellan kompressorns effekt och trycket i tanken

den genererar;

(d2 — @1)(t2 — 1)
T2

24 = 348,300 (2d)

beskriver slutligen relationen mellan volymen hos tanken och trycket som maste vid-
makthallas i den for att kunna behalla den méngd syre som maximalt kan behovas.
Vi har sedan naturligtvis de fysikaliska villkoren

T1,To, X3, T4 > 0. (2e)

Problemet att minimera funktionen f beskriven i (1) under bivillkoren beskriva i
(2) matar Ni in i en kommersiell programvara, som ger foljande utskrift:

Optimal solution:
x1 =17.5 x2 = 473.7 x3 = 468.8 x4 = 6618
Optimal cost:

f =173.7

Programmet som har anvénts skriver alltid ut att den 16sning som nas dr optimal,
men det kontrollerar inte att ett problem som matas in &r snillt nog; om numeriska
problem uppstar har ocksa programmet ibland en tendens att avbryta sdkningen i
fortid och dnda skriva att resultatet ar optimalt. Er viktiga uppgift ar att verifiera
huruvida programmet gav en rimlig l6sning. Motivera Er slutsats.

(Tentamensuppgift 990308)
Betrakta det obegrinsade optimeringsproblemet

1
Pl min f(z) :=q 'z + §$TQ$,

da z e R",

dar @ ar positivt semidefinit men inte positivt definit. Vi angriper problemet med
en Levenberg—Marquardt-strategi, dvs. vi anvinder en Newton-liknande metod dar
vi i det kvadratiska subproblemet adderar en multipel v > 0 av enhetsmatrisen till
Hessianen av f (dvs. till matrisen Q) for att garantera att systemet blir 16sbart. Det

betyder att, givet en iterationspunkt x;, sokriktningen p; bestdms genom att 16sa
det linjara systemet

[V2f () +7Ilp = =V f (), (1)
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dvs.

a)

b)

(@ +1lp = —(Qz +q).
(1p) Betrakta den algoritmiska formeln
Tyl = Ty + Py, t=0,1,..., (2)

dvs. den algoritm som fas da man anvinder den Newtonliknande sokriktningen
pe fran (1) och steglingden 1 i alla iterationer. Visa att det &r ekvivalent med
att lata x;,1 ges av losningen till problemet

[P"(0)] min. f(y) + 5y - @,
da y e R".
(2p) Antag att en optimal 16sning existerar till problemet [P]. Antag ockséa

att sekvensen {z;} som genereras av algoritmen (2) konvergerar mot en punkt
Too- (Detta kan visas.) Visa att =, dr en optimal 16sning till |P].

3.7.7 (Tentamensuppgift 980819)
Betrakta optimeringsproblemet

[P]

min f(x),

da z e R",

dar f : R" — R ar tva ganger kontinuerligt differentierbar.

a)

1p) Lat 2t € R och betrakta foljande tva riktningsbestimmande problem
g
(A och v dr positiva konstanter och || - || betecknar Euklidisk norm):

min Vf(z")"p,
da [lpll < A;

min Vf(xt)Tp—i—l/(?’y)Hsz,
da peR".

Visa att dessa &dr ekvivalenta i den meningen att optimallosningarna p har
samma riktning, oavsett valet av. A > 0 och v > 0. Vilken metod bygger pa
dessa riktningsbestdimmande problem?

(2p) Ett alternativ till “sokmetoder” (dar man alternerar mellan l6sandet av
riktningsbestdmmande problem, 4 14 det andra alternativet ovan, och 16sandet
av endimensionella minimeringsproblem) &r en “trust region”-ansats, & 14 det
andra alternativet ovan. Déar anvinder man “modeller” av f (dock inte linjéra
som ovan) som minimeras 6ver en (enkel) begrinsad méngd, oftast en boll, dér
modellen anses som “tillforlitlig”. Beroende pa hur stor forbattring i malfunk-
tionsvirdet som losningen ger jamfort med en given iterationspunkt anvinds
16sningen for att definiera en ny iterationspunkt, och bollen gors storre eller
mindre beroende pa modellens tillforlitlighet. Ett exempel pa en sadan metod,
baserad pa en modell &4 14 Newtons metod, ges nedan.
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0. (Initialisering): Vilj en startpunkt z° € R™. Vilj Ao > 0,0 < p < v < 1.
Satt t := 0.
1. (Minimering av modellen): Los problemet

min 1 (p) := f(z') + Vf(=")Tp+ (1/2)p" V> f(z")p,
da ||p|| < Ay

Lat p' beteckna en optimalldsning till detta problem.
2. (Test av modellens tillforlitlighet): Berikna

f@@') = f(a' + 1)
f@@t) = (0

dvs. kvoten mellan den verkliga och modellens predikterade férbéttring
av malfunktionsvirdet. Lat

Ty =

L xt, om 7 < p (misslyckad iteration),
' '+ p', om 1y > p (lyckad iteration) .

3. (Uppdatering av bollens storlek): Lat

%At, om 7; < pu (liten tillforlitlighet),
Ay := ¢ Ay, om p <1 <v (hyfsad tillforlitlighet),

2A;, om r; > v (stor tillforlitlighet).

Lat t := ¢ 4 1 och ga till Steg 1.
Visa att p’ 16ser det linjira ekvationssystemet (I" dr enhetsmatrisen i R"*")

[V2f(a") + A"p = =V f(a")

for nagot A > 0 dir V2 f(z') + A\I™ &r positivt semidefinit.

Antag nu att V2 f(z?) r positivt definit, och utred hur p varierar da ) varierar
mellan 0 och +00. Med ledning av detta, tolka metoden ovan i termer av sok-
metoder och ange en motivering till ndr den &r att foredra framfor sckmetoder.

3.7.8 (Tentamensuppgift 980819)
Betrakta optimeringsproblemet
[P] min f(x),
da = e R",

dar f : R" — R ar kontinuerligt differentierbar.

Lat {z'} vara en sekvens av iterationspunkter som genererats av nagon algoritm for
l6sandet av |P], och antag att for denna sekvens géller att {V f(z%)} — 07, alltsi
att gradienten konvergerar mot noll (vilket &r ett 6nskvért beteende). Den aktuella
fragan &r vad det betyder f6r den eventuella konvergensen hos {z'}.

Betrakta alltsa sekvensen {z'} och ocksé sekvensen {f(z')} av méalfunktionsvirden.
Givet antagandet att {V f(z%)} — 07, géller det att {z'} eller {f(z*)} konvergerar
eller ens adr begrinsade? Namn samtliga fall som kan forekomma nér det giller
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3.7.9

3.7.10

konvergensen hos dessa sekvenser. Ange ett exempel, girna for n = 1, for varje
fall.

(Tentamensuppgift 980527)
Betrakta problemet
[P]

0, 7=1...,m,
=0, 1=1,...,m,

dir f : R — R, g; : X" — N och h; : ™ — RNér kontinuerligt differentierbara
funktioner. Vi betraktar tva specialfall av problemet, |[P;]| ddir m = 0 (dvs. ett

problem med enbart likhetsvillkor) och [Py] dir 7 = 0 (dvs. ett problem med enbart
olikhetsvillkor).

a) (1p) Formulera for [P;] det traditionella straffproblemet, som vi har kal-
lar [Py (p)], och for |Py] det logaritmiska barridrproblemet, som vi hir kallar

[P2(p)]

b) (2p) Ange optimalitetsvillkoren f6r de tva problemen |Py ()| och [P2(p)]. Fran
dessa optimalitetsvillkor, hérled de estimat av KK'T-multiplikatorer (Lagrange-
multiplikatorer) till [P;| respektive [Ps] som man automatiskt kan berdkna. For
vart och ett av de tva problemen, studera slutligen hur multiplikatorestimaten
forandras med respektive straff- och barridrparameter da de vixer respektive
avtar, och visa att om lésningarna till respektive problem [P;(p)] och [P2(p)]
konvergerar mot KKT-punkter till [P;| respektive [P;] s& kommer estimaten
att konvergera mot KKT-multiplikatorer for dem.

(Tentamensuppgift 000306)
Betrakta det linjart begrinsade olinjira optimeringsproblemet
minimera f(z),
da Ax > b,

déar f &dr kontinuerligt differentierbar (en gang) pa R™ och dar A och b tillhor R™*™
respektive R™.

a) (1p) Antag att z, dr en tillaten punkt i problemet dir ingen tillaten descent-
riktning existerar. Beskriv algebraiskt vad det betyder fér detta problem. Vi
antar ocksa att f inte ar differentierbar tva ganger i z,. Ange de nédvindiga
optimalitetsvillkoren for att x, skall kunna vara en lokalt optimal 16sning till
problemet.

b) (2p) Hérled optimalitetsvillkoren Du beskrev i a) med hjilp av Farkas Lemma,
som uttrycks som foljer: precis ett av féljande tva linjira system har en 16sning:

(I) Bx>0
dr<0
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(II) BYy=c

3.7.11 Betrakta problemet
min f(z1,29) = 227 — 32129 + az3 — 421 + 37,
a) For vilka virden pa a &r f(z1,x2) en strikt konvex funktion?
b) Ar riktningen d = (1,1)7 en descentriktning i punkten z = (3, 0)7?

¢) For vilka virden pa a konvergerar Newtons s6kmetod till globalt minimum pa
en iteration?
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4 Natverksproblem

4.1 Modellering

4.1.1 (Tentamensuppgift 990528)

a) (1p) Givet dr ett ndtverk med noder 7 i en nodméngd N och riktade bagar
(4,7) i en bagméngd £, vardera bagar med flodeskapaciteter u;; > 0. Formulera
problemet att skicka ett maximalt flode frdn en nod s i NV till en annan nod ¢
i N genom nitverket (N, &).

b) (2p) Formulera LP-dualen till problemet formulerat i deluppgift a). Beskriv
maxflodes-minsnittsteoremet, bade generellt och med ett illustrativt (icke-
trivialt) eget exempel.

4.1.2 (Tentamensuppgift 990308)
Sju sorters paket skall levereras med hjélp av fem bilar. Det finns tre paket av varje
sort. Bilarna har kapacitet att leverera 6, 4, 5, 4 respektive 3 paket. I varje bil kan
lastas hogst ett paket av vardera sort.

a) (2p) Formulera en optimeringsmodell som beskriver problemet att avgora
huruvida det dr mojligt att utfora hela leveransen. Vilken typ av natverks-
modell har du formulerat? Los ej!!

b) (1p) Antag att inte alla bilar kan transportera alla sorters paket. Lat x pa
plats (4, j) markera att bil i inte kan leverera paket av typ j:

‘ Pakettyp | 1 | 2 | 3 |4 | 5|6 |7
Bil 1
Bil 2 X X
Bil 3 | % X
Bil 4
Bil 5 X X

Genomfor de dndringar som kriavs i din modell. Av vilken typ dr den nya
modellen? Los ej!!

4.1.3 Betrakta foljande optimeringsmodell, vilken beskriver problemet att till lagsta kost-
nad skicka fléde av flera produkter genom ett nétverk.

min z = E E cfjacfj

keK (i,j)EB
da Azk = d¥ ke K
vy < uy (i,5) € B
keK
zf; > 0 kekK, (i,j)€B
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4.1.4

4.1.5

4.1.6

a
Qs
=
o)
=

K = mingden av produkter

B = maingden av bagar

A = anslutningsmatrisen for natverket

xf] = flode av produkt k£ pa bage (4, j)

z¥ = vektor med alla bagfldden av produkt

c¥. = kostnad per flodesenhet av produkt k pa bage (i, )

d® = vektor med nodstyrkor (tillgang/efterfragan) for produkt k&
u;; = kapacitet pa bage (i, 7).

Beskriv hur Lagrangerelaxation kan anvindas for att angripa problemet. Hur ser de
relaxerade problemen ut och hur I6ser man dem? Hur uppdateras multiplikatorerna?

Det generaliserade tillordningsproblemet kan formuleras som

m n
min z = E E c,-jx,-j

i=1 j=1

da Zai]wz-j S bz 1= 1, .., M (1)
j=1

N m
Yy =1 ji=1,.,n (2)
=1
zi; € {0,1} i=1,..m;j=1,.,n.

Om problemet ska losas genom att utnyttja Lagrangerelaxation kan antingen vill-
koren (1) eller (2) relaxeras. Formulera de relaxerade problemen i de bada fallen.
Vilka problemtyper erhalls och hur loses de? Vilket Lagrangedualt optimalvarde ger
den starkaste optimistiska uppskattningen av det givna problemets optimalvirde?

Ett foretag tillverkar fyra olika sorters lador av olika volym. Efterfragan som maste
uppfyllas och storlek pa ladorna framgar av tabell 16. Den rorliga kostnaden for att
tillverka en lada &r lika med ladans volym. En fast kostnad pa 1000 kr uppstar for
respektive ladtyp om nagon lada av den storleken tillverkas. Om foretaget vill sa
kan man tillfredsstélla efterfrigan av en viss ladtyp med en storre lada. Formulera
ett billigaste vigproblem for att minimera foretagets kostnad for ladtillverkning.

Lada |1 2 3 4
Storlek (dm®) | 33 30 26 24
Efterfrigan | 400 300 500 700

Tabell 16: Storlek och efterfragan pa lador i uppgift 4.1.5.

I ett produktions-distributionssystem ingar tva fabriker och tva varuhus. Problemet
ar att bestimma ett minsta kostnadsprogram for tva manader, inkluderande tillverk-
ning och (eventuell) lagring vid tillverkningsstillena samt transport till varuhusen.
Tabellerna 17 och 18 presenterar relevanta data.

Formulera som ett natverksproblem.
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Tillverkn.kostn. Kapacitet Lagerkostnad
(tkr) (st) (tkr/man, st)
Fabrik | Mén 1 | Man 2 | Méan 1 | Méan 2
1 6 7 73 66 1
2 7 ‘ 8 29 24 2

Tabell 17: Kostnader och kapaciteter for fabrikerna, uppgift 4.1.6.

Transp.kostn. | Varuhus Efte(rsfi";tgan
(thr/st) |[1] 2 Varuhus | Man 3 | Man 2
Fabrik 1 1 0
Fabrik 2 | 2| 4 1 62 65

abri ) " o

Tabell 18: Transportkostnader och efterfragan, uppgift 4.1.6.

4.1.7 Ett foretag har foljande optimeringsproblem. Foretaget har k£ st fabriker. Varje fa-

4.2.1

brik har en maximal produktionskapacitet pa s;,7 = 1,2,..., k, enheter. Produk-
tionskostnaden ges av den icke-separabla funktionen ¢(y) = g(y1, yo, .-, Yx), dar yg
— antal producerade enheter vid fabrik k. Det finns m st kunder, med efterfragan
bj,j = 1,2,...,m, enheter. Att transportera en enhet vara fran fabrik 7 till kund j
kostar c;; kronor.

Formulera foretagets problem att bestimma produktionsnivan for varje fabrik och
att till minsta totalkostnad tillgodose kundernas efterfraga. Ge ocksa en enkel nét-
verksmodell for problemet.

4.2 Ovrigt

Ett mycket viktigt telefonsamtal har bestillts av en hogt uppsatt person, och om
samtalet bryts kommer det att fa foroédande konsekvenser fér samtliga inblandade
(8ven telefonbolaget). Eftersom samtalet dr s& viktigt har man péa telefonbolaget
TeleX beslutat att koppla upp det pa ett sa sidkert sitt som mdjligt. Personen i
fraga befinner sig i staden A och samtalet har bestéllts till stad F. Forbindelser kan
etableras enligt figur 5.

Sannolikheten for avbrott pa teleférbindelserna ar:

Forbindelse Sannolikhet Forbindelse Sannolikhet
A—B 0,2 C—D 0,1
A—C 0,2 D—C 0,05
B—C 0,3 C—E 0,25
C—B 0,1 D—E 0,2
B—-D 0,1

Sannolikheten for avbrott pa olika forbindelser &r oberoende av varandra. Sok den
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Figur 5: Nétverk till uppgift 4.2.1.

uppkoppling fran A till E som skall anvindas for att sannolikheten att samtalet ej
avbryts skall vara sa stor som mgjligt.

4.2.2

a) Formulera det allménna transportproblemet i en tudelad graf med m killor
och n sankor.

b) Formulera LP-dualen till det i a) formulerade primala problemet.

c) Forklara vad som menas med begreppet heltalsegenskap. Har ett transport-
problem heltalsegenskap? Motivera!

d) Visa att adderandet av en konstant till alla malfunktionskoefficienter i ett ba-
lanserat transportproblem ej forindrar optimallosningen till problemet (féru-
tom optimalvérdet).

4.2.3 Finn ett billigaste uppspannande triad i grafen i figur 6.

O—0O

Figur 6: Graf till uppgift 4.2.3.

4.2.4 Betrakta det kapaciterade nitverk med bagkostnader i figur 7.
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4.2.5 Antag att vi soker en vig fran nod n; till nod n; i ett nétverk med bagkostnader.
Vigen ska ha foljande egenskaper:

4.2.6

4.2.7

Figur 7: Kapaciterat natverk till uppgift 4.2.4.

a) Hur ser anslutningsmatrisen till natverket ut?

b) Hur ser hogerledet i LP-formuleringen av billigast-vigproblemet ut om
i) billigaste vig fran n; till n; sdkes?
ii) billigaste vég fran n; till alla andra noder sokes?

c¢) Finn billigaste vig fran ng till n; i ndtverket.
d) Finn en vig av maximal kapacitet fran ng till n; i nétverket.

e) Formulera Bellmans ekvationer for problemen i ¢) och d).

1. Den ska besta av sa fa bagar som mojligt.

2. Den ska vara billigast bland alla vigar med egenskapen 1.

Hur ska malfunktionen i LP-formuleringen av billigaste viig problemet se ut for att
ge en l6sning med dessa egenskaper.

En sabotagegrupp vill hindra en vapentransport att ga fran ort S till ort 7'. Kartan
i figur 8 visar mojliga transportvigar. For varje vagstricka dr angivet hur manga
lador dynamit som atgar for att forstora just den strickan. Man &nskar minimera
antalet lador dynamit som totalt atgar. Vilka vigstrickor ska springas? Anvéind
standardmetod!

a) Vad menas med att ett problem har heltalsegenskap?
b) Vilket/vilka av f6ljande problem har denna egenskap?

— billigaste viig problem
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Figur 8: Transportvigar till uppgift 4.2.6.

— billigaste uppspannade trad
— maxflodesproblem

— tillordningsproblem

— kappsackproblem

— handelsresandeproblem

4.2.8 Betrakta foljande problem.

vi = max c'z vy = max c'z
Ax <b Ax <b
0<z<1 >0
vi= max c'z v; = max c'z
Ax <b Ax <b
x > 0, heltal z €{0,1}

a) Vilka forhallanden giller mellan de optimala malfunktionsvirdena v}, v, v}
och v;7 (Det &r ej sikert att det gar att uttala sig om alla par.)

b) Som i a), men under antagandet att matrisen A ar fullstindigt unimodulér.
(Antag att b ar heltalig.)

4.2.9 Betrakta den riktade grafen i figur 9.

a) Bestdm billigaste vig fran nod 1 till alla andra noder.

b) Hur mycket kan kostnaden pa bage (3,4) dndras utan att optimallosningen i
a) blir icke-optimal?

¢) Formulera problemet i a) som ett LP-problem.
d) Ange den duala optimallésningen till problemet i a).

e) Formulera, i generella termer, Bellmans ekvationer f6r problemtypen i a).
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Ou,x C

Figur 10: Natverk till uppgift 4.2.10.

f) Kan problemet i a) 16sas med dynamisk programmering? Motivera!

4.2.10 Betrakta nétverket i figur 10.

a) Bestdm maximalt flode fran nod s till nod ¢. Utgé fran givet flode.

b) Formulera i ord maxflodes-minsnitts-teoremet och verifiera att optimalls-
ningen i a) uppfyller teoremet.

c) Antag att alla bagar har kostnad ett och att vi soker ett minkostnadsflode av
styrka 8 fran nod s till nod ¢. Vilka bagar utgor basbagar i den i deluppgift a)
givna 16sningen? Ar den optimal?

4.2.11

Finns det alltid en heltalig optimallosning till ett minkostnadsflédesproblem?

)

b) Hur manga variabler har ett tillordningsproblem av storlek (6x6)?
) Existerar en billigaste vég i ett nitverk med bara negativa bagkostnader?
)

Varfor finns det alltid alternativa optimala duala 16sningar till ett minkost-
nadsflodesproblem?

4.2.12 Tva stader, A och B, producerar 500 respektive 400 ton hushallsavfall per dag.
Avfallet transporteras till och branns vid nagon av anldggningarna C och D, bada
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med kapacitet 500 ton per dag. Kostnader for branning vid C och D &r 320 kr/ton
respektive 240 kr/ton. Vid branningen omvandlas avfallet till slagg. Ett ton avfall ger
200 kg slagg. Slagget transporteras vidare och dumpas vid nadgon av anldggningarna
E och F. Varje slutstation kan ta emot 150 ton slagg per dag. Ingen kostnad uppstar
da slagget dumpas.

Transportkostnaderna ar 150 kr per ton och mil, bade f6r avfall och slagg. Avstanden
(i mil) mellan platserna ges i tabell 19.

— =3 >
© o W
w —
O o Mg

C
D
Tabell 19: Avstand mellan platserna i uppgift 4.2.12.

Formulera ett natverksproblem som bestdmmer minsta kostnad for att transportera
och brénna avfallet samt transportera och dumpa slagget. Rita niatverket och ange
nod- och bagdata. Los ej.

4.2.13

a) Finn ett billigaste uppspénnande trad i grafen i figur 11.

Figur 11: Graf till uppgift 4.2.13.

b) Antag att en bage (4, j) som ingar i tradet, far nya kostnaden ¢;; 49, dér 6 > 0.
Foresla en reoptimeringsteknik som finner ett billigaste uppspidnnande trad for
den nya situationen. Illustrera fér grafen ovan, da c3g dndrar sitt virde fran 2
till 6.

4.2.14 T nétverket i figur 12 sdkes de billigaste vigarna fran nod s till all andra noder. Talen
pa bagarna anger bagkostnaderna.

a) Nagon presenterar for oss ett bastrad innehallande bagarna (s, 1), (1,2), (1, 3),
(3,4), (4,5) och (4,t), och pastar att det loser det givna problemet. Utnyttja
optimalitetsvillkoren for att visa att pastaendet &r falskt.

b) Generera algoritmiskt ett billigaste vig-trad som léser det givna problemet.
Tréadet givet i a) skall utnyttjas som startlosning.
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Figur 12: Natverk till uppgift 4.2.14.

4.2.15
a) Betrakta en riktad graf G = (N, A) och avgor sanningshalten hos nedan-

staende pastaenden. Motivera!
I. Om alla bagar i A har olika kostnader sa finns ett unikt billigaste vigtrad.

II. Om alla bagkostnader 6kas med en konstant k£ > 0 sa fordndras inte en
billigaste vig fran s till ¢.

ITI. Om alla bagkostnader 6kas med en konstant £ > 0 sa &ndras den billigaste
viagkostnaden med en multipel av k.

b) Betrakta en oriktad graf G = (IV, E) och avgor sanningshalten hos nedan-
staende pastaenden. Motivera!

I. Om alla bagar i A har olika kostnader sa finns det ett unikt billigaste
uppspiannande trid.

II. Om alla bagkostnader 6kas med en konstant £ > 0 sa fordndras inte ett
billigaste uppspannande trad.

ITI. Om alla bagkostnader 6kas med en konstant £ > 0 sa &ndras den billigaste
uppspiannande tridet med en multipel av k.

4.2.16 Betrakta grafen i figur 13.

Figur 13: Graf till uppgift 4.2.16.

a) Finn ett billigaste uppspénnande trad.

b) Antag att vi har bestdmt ett billigaste uppspénnande trid i en graf G =
(N, E). Redogér for hur man kan reoptimera triadet da foljande forandringar
uppkommer i grafen.
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I) En bage (i,j) € E tas bort fran grafen.
IT) En bage (4,j) ¢ E laggs till grafen.

104



5.1.1

5.1.2

5.1.3

5 Heltalsprogrammering

5.1 Modellering

(Tentamensuppgift 010523)

Ett stort forsiljningsforetag vill bygga ett antal distributionscentraler som tillsam-
mans skall forse 30 olika varuhus med varor. Man har tio olika platser att vilja
mellan. Att bygga pa plats 7 kostar ¢; pengar och kapaciteten hos central ¢ (métt

i volymenheter per vecka) ar k;, ¢ = 1,...,10. Varuhus j har en efterfragan pa e,
volymenheter per vecka som skall tillgodoses, j = 1,...,30. Avstandet mellan plats 7
och varuhus j érd;; km,7=1,...,10, 5 =1,...,30, och en viss central kan serva ett

visst varuhus endast om avstandet mellan dem ar hogst D km. Man vill minimera
kostnaden for investeringen i distributionscentralerna.

a) (2p) Formulera en linjir heltalsmodell som beskriver problemet att bestdmma
pa vilka platser man skall bygga centraler.

b) (1p) Antag att varje varuhus endast far servas av en central. Hur fordndras
din modell?

(Tentamensuppgift 010319)

Mejeribolaget Mula har just fatt ett kontrakt fran lagpriskedjan Oca om att forse
samtliga Ocas M butiker med mejeriprodukter av tre olika kategorier (mjdlk, ost och
ovrigt). Butik m behéver b,,; ton varor av kategori ¢ varje dag. For att genomfora
leveranserna sa maste Mula bygga upp ett nit av distributionscentraler 6ver den
svenska landsbygden. Byggandet underlidttas av att Mula har utarbetat K olika
standardcentraler vilka dagligen kan leverera ci; ton av produkt i. Att bygga en
central av typ k kostar di kronor. Mula har dven letat upp N lampliga platser
att placera sina centraler pa, och man kan bygga maximalt en central per plats.
Kostnaden for att forse en kund m med varor av typ k£ fran central n dr uppdelad
i tva delar: pp,,, ar en fast kostnad for att over huvud taget skicka ut en bil till
kunden och ¢, dr kostnaden per ton.

Enligt kontraktet ar det dven mojligt att ej forse en butik med den méngd de 6nskar.
Om vi gor detta sa maste vi betala ett straff om ¢ kronor per butik som ej far vad
de behover, samt s kronor per ton behov som ej tillfredstélls.

Formulera ett linjart heltalsproblem som skall 16sas for att minimera Mulas kostna-
der for att uppfylla kontraktet.

(Tentamensuppgift 000823)

I en storre stad har man beslutat att bygga tva nya vardcentraler. Den gamla befint-
liga vardcentralen kommer att liggas ner nir de nya tas i bruk. Det finns fem tomter
dar man kan fa bygglov; kostnaden fér byggnation pa tomt ¢ &r ¢; (kronor). Man
har en gemensam budget, b (kronor), fér byggprojekten; denna far inte dverskridas.
Kapaciteten, riknat i antal invanare som kan betjdnas av en vardcentral, varierar
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5.1.4

ocksa mellan de olika tomterna, eftersom dessa ér olika stora. En vardcentral pa tomt
1 kan betjidna totalt hogst k; invanare. Regionen som de nya vardcentralerna skall
betjdna dr indelad i 18 geografiska omraden; alla invanare i ett omrade skall hora
till samma vardcentral; omrade j har a; invdnare. Kapaciteten hos de nya vardcen-
tralerna maste racka till for invanarna i alla deras respektive tillhorande geografiska
omraden. Avstandet mellan tomt ¢ och omrade j ar d;;.

a) (2p) Formulera en linjar heltalsmodell for att bestimma vilka tva tomter som
skall anvindas till vardcentraler da malet ar att det genomsnittliga avstan-
det for alla invanare till “sina” respektive vardcentraler skall vara sa litet som
mojligt. (Minimera samhéllets totala transportkostnader fér den 6ppna sjuk-
varden.)

b) (1p) Justera modellen sa att i stillet den lingsta transportvigen mellan ett
bostadsomrade och dess vardcentral skall vara sa kort som mdojligt. (Fordela
den 6ppna sjukvéarden geografiskt sa rattvist som mojligt.)

(Tentamensuppgift 990528)
Sex kamrater, vilka trottnat pa det harda studentlivet, har beslutat sig for att ppna
ett café. Caféet skall ha Oppet tisdag—sondag och nu aterstar problemet att fordela
arbetsdagarna sa att alla arbetar lika mycket. Bemanningen av caféet kraver att fyra
personer arbetar samtidigt. Dock har endast tva av kamraterna lyckats att lira sig
att skota den extremt komplicerade espressomaskinen (en manuell La Pavoni fran
1921), som kriver en persons stindiga uppsikt. Man har kommit 6verens om att
ingen skall behova arbeta fler &n fyra dagar i veckan.
For att fordela arbetsdagarna sa gott det gar enligt allas 6nskemal har man skapat
ett system dir var och en far poingsitta dagarna med tillsammans 100 podng,
dar fler poing representerar ett onskemal om att hellre arbeta den dagen. Om till
exempel person A helst arbetar tisdag men helst inte onsdag och torsdag skulle
denne kunna ge dagarna foljande poéng:

Veckodag Poing

Tisdag 40
Onsdag 0
Torsdag 0
Fredag 20
Loérdag 20
Sondag 20

a) (2p) Formulera problemet att ldgga ett schema vilket maximerar kompanjo-
nernas sammanlagda lycka (lycka definieras som antalet uppfyllda poéng) och
samtidigt tillgodoser caféets krav pa bemanning. Modellen skall vara en linjdar
heltalsmodell.

b) (1p) Antag att caféiigarna bestimmer sig for att vara solidariska, och i stéllet
som malsittning anger en maximal lycka hos den person som blir mest olycklig,
for att pa sa vis balansera lyckan inom gruppen. Formulera om modellen fran
a) for att uppnéa detta mal. Observera att den slutliga modellen fortfarande
skall vara en linjar heltalsmodell (de vill ju kunna 16sa problemet ocksé!)
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5.1.5

5.1.6

(Tentamensuppgift 000324)

(Matematisk modellering—personalplanering)

Data for antalet medarbetare, r;, som behdvs varje manad ¢ inom ett 10 manader
langt projekt i ett foretag anges i en tabell nedan. Ingen underbemanning tillats i
nagon manad. Foretaget kan projektanstilla i borjan av varje manad for att uppfylla
behovet i den manaden eller ndgon senare manad. Det dr en fix kostnad s; kronor
associerad med att rekrytera i en viss manad ¢, som dr oberoende av hur manga
som rekryteras da (en fix kostnad uppstar for annonsering, kostnader for att ordna
med intervjuer, etc.). Varje person som ar anstilld under en manad t utéver behovet
i manaden belastar foretaget med en extra kostnad pa c; kronor under manaden.
En person som rekryterats en viss tidsperiod maste av fackliga skil fa behalla sin
anstéllning i minst tre manader, eller till projektets slut om han/hon anstélls nér
det 4r mindre dn tre manader kvar av perioden. Antag att ingen personal finns till

hands vid tiden ¢ = 0.
Ménad| 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Ty 79 34 52 61 25 8 56 29 48 34

St 728 705 698 714 708 739 695 704 689 712

Ct 5 12 16 14 16 12 15 17 12 13
Den totala kostnaden bestar av den fixa kostnaden for rekrytering av personal och
den extra kostnaden for en for stor méangd anstélld personal. Formulera ett optime-
ringsproblem for att finna antalet personer som i varje manad skall projektanstillas
eller avskedas, sa att den totala kostnaden minimeras.

(Tentamensuppgift 980527)

Hogsta domstolen har pa senare tid fatt alltfler 4renden att behandla, och en effek-
tivare planering av verksamheten har blivit n6dviandig. Man vinder sig da till Er,
som 1 egenskap av optimeringskonsult har hjilpt andra statliga verksamheter med
sina planeringsproblem (oftast med lyckat resultat). Problemet som beskrivs fér Er
kan (en aning forenklat) beskrivas som foljer:

Planeringshorisonten dr n veckor. Under dessa n veckor flyter det in drenden som
kan indelas i m olika typer. Det flyter in h;; drenden av typ ¢ under vecka j, och varje
drende av typ i tar (approximativt) a; timmar att behandla. Under vecka j finns
b; timmar till férfogande for domstolsférhandlingar. Er uppgift dr att formulera en
matematisk optimeringsmodell som kan anvindas for planeringen. Det har framforts
till Er att ett onskemal ar att tiden det tar for ett drende att bli behandlat efter det
att det har blivit inlimnat skall vara litet.

5.1.7 (Tentamensuppgift 980309)

a) (2p) 5000 fungerande enheter av en diskret produkt skall tillverkas under en
dag. Det finns fyra tillgidngliga maskiner for att tillverka produkten, men deras
produktionshastighet, -kostnad och forvintad andel defekta produkter varie-
rar mellan dem. (Data ges i nedanstaende tabell.) Formulera en matematisk
modell f6r problemet att finna en produktionsplan som (férvéintat) uppfyller
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5.1.8

5.1.9

5.1.10

efterfragan till lagsta kostnad. Klassificera modellen.

Maskin Uppstartnings- Produktions- Kapacitet Andel defekta
kostnad (kr)  kostnad (kr/enhet) (enheter) produkter (%)

1 400 4 2000 10

2 1000 6 4000 5

3 600 2 1000 15

4 300 5 3000 8

b) (1p) Andelen defekta produkter hos en maskin dr naturligtvis inte kind med
sikerhet, utan ar bara ett medelvirde hos en stokastisk variation. Om den
verkliga felprocenten Gverstiger den forviantade, kan féljden bli att efterfra-
gan inte kan tillgodoses, med forlorade kontrakt, stimningar, etc., som foljd.
Vi dr alltsd intresserade av en produktionsplan som, sa langt det dr mojligt,
tillgodoser efterfragan, dock fortfarande till en minimal kostnad.

Diskutera nagon utvidgning av modellen i a) som medger ett sikrare uppfyl-
lande av efterfragan, dock utan att darfor 6ka kostnaderna astronomiskt.

Ett visst stalgrossistforetag siljer bl a stalbalkar av olika dimensioner. Da man far
order pa en balk av visst tvarsnitt och langd, sa kapar man den normalt fran en
langre balk.

Vid ett visst tillfdlle har man for en viss tvirsnittsdimension inneliggande order om
langder [;, j = 1, ..., N. Dessa kan kapas ur langa balkar av langder L;, ¢+ =1, ..., M.
Man vill nu placera in orderna pa de langa balkarna, sa att spillet fran utnyttjade
balkar blir minimalt. (Ej utnyttjade balkar rdknas alltsé inte in i spillet.)
Formulera ett optimeringsproblem.

Den kénde latskrivaren och rockartisten Alfons Ask funderar pa féljande problem.
Till hosten skall ett antal latar fran hans 6 skivor ges ut i form av ett samlingsalbum
bestaende av 2 CD. Varje CD far innehalla hogst 1 timmes effektiv speltid. Alfons
har podngsatt varje lat pa de 6 skivorna, som vardera innehaller 10 latar, och noterat
deras speltid (i sekunder). For att hans utveckling som artist skall speglas i samlingen
vill han att minst 2 latar fran varje skiva kommer med. Han vill forstas ocksa att
samlingens podngsumma skall vara sa stor som mgjligt.

Formulera Alfons problem att vélja latar till samlingsalbumet som ett linjart 0/1-
problem. Inf6r sjdlv nédvindiga beteckningar och definiera dem noga.

En basketbollcoach ska vélja startuppstéllning (5 spelare) infor kvéllens match. Hon
har sju spelare att vilja bland och hon har bedomt varje spelares formaga i fyra
viktiga spelmoment: passningar, skott, returer och forsvar (1=dalig, 2=bra, 3=ut-
mérkt). Dessa ges av tabell 20. Dar anges ocksa vilken position respektive spelare
kan ha i laget (G=guard, F=forward, C=center).
Startuppstéillningen maste uppfylla foljande krav:

— Minst 3 spelare maste kunna spela guard, minst 2 spelare maste kunna spela
forward och minst en spelare maste kunna spela center.

108



5.1.11

5.1.12

— Genomsnittlig férmaga i vardera av momenten passningar, skott och returer
maste vara minst 2.

— Om spelare nr 3 startar, sa kan inte spelare 6 starta.
— Om spelare nr 1 startar, s maste bade spelare nr 4 och 5 starta.

— Antingen startar spelare nr 2 eller sa startar spelare nr 3.

Coachen vill villja spelare sa att forsvarsformagan i laget maximeras. Formulera
coachens problem som ett heltalsproblem. Los ej!

spelare position passningar skott returer forsvar
1 G 3 3 1 3
C
G,F
F,C
G,F
F,C
G,F

N OO W N
W W~ NN
N — W Ww Ww
NN~ W Ww
— W N = NN

Tabell 20: Spelares forméaga, uppgift 5.1.10.

En mindre kommun i sédra Sverige maste spara pengar och har beslutat att ligga
ner en eller flera brandstationer. Idag finns stationer pa 5 orter. Man beréknar att
man sparar dubbelt sd mycket pa att ligga ner stationen i ort A eller ort C, jamfort
med att 1dgga ner nagon av stationerna i orterna B, D eller E. Sékerhetskraven siger
att det maste finnas minst en station inom 15 min aktid fran varje ort. I tabell 21
anges avstanden (i aktid) mellan de 5 orterna.

Till

Fran A B C D E
0 10 20 30 30
10 0 25 35 15

20 25 0 15 30

30 35 15 0 15

30 15 30 15 0

HoQwE =

Tabell 21: Avstand mellan orter i uppgift 5.1.11.

Vilken /vilka brandstationer ska liggas ned for att spara mest pengar? Formulera
som ett linjart heltalsproblem.

Villadgare Linnea har tankt bygga ett staket. Till detta beh&ver hon 90 st en-meters
plankor och har déarfor akt till travarufirman Plank&Spik, vilken kan erbjuda 4 olika
langder (1m, 2m, 4m och 5m). Kostnaderna (per lingd) &r 36:-, 70:-, 145:- respektive
170:-. Av lingden 5m har man endast 15 st och dem siljer man antingen samtliga
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5.1.13

5.1.14

5.1.15

5.1.16

5.1.17

eller ingen alls. Pa 6vriga langder limnar man mingdrabatt. For var tionde man
koper av lingd 4m far man en pa kdpet. Képer man minst 15 st av lingd 1m ldmnas
en rabatt pa 50:-, detsamma géller for lingden 2m. Om Linnea kdper paketet med
om-ladngder kan hon av transportskil inte képa nagra 4m-ldngder. Formulera en
matematisk modell som beskriver Linneas problem att képa in plankor till ett sa
lagt totalpris som mdgjligt.

Tre olika jobb ska passera tre olika maskiner. Varje jobb maste forst passera maskin
1, dérefter maskin 2 och slutligen maskin 3. Jobben kan dock tas i olika ordning vid
varje maskin. Antag att ¢;; betecknar processtiden for jobb ¢ vid bearbetning i maskin
j och att denna tid dr given och heltalig for samtliga jobb och maskiner. Malet ar att
minimera den tid det tar att fa alla jobb firdiga. Formulera som ett heltalsproblem.
(Ledning: Lat z;; beteckna starttiden for jobb ¢ vid maskin j. Formuleringen maste
forhindra I6sningar dir tva jobb bearbetas samtidigt pa en maskin, samt se till att
ett jobb inte pabdrjas i maskin j + 1 innan det har bearbetats i maskin j.)

Linus har i uppdrag att moblera lobbyn till ett stort hotell. Totalt skall det finnas
minst 50 sittplatser i form av fat6ljer och soffor. En fat6lj (med en sittplats) kostar
3500 kr. Sofforna finns i tre varianter med 2, 3 och 4 sittplatser, och kostar 6000,
8000 respektive 10 000 kr styck. Minst 25 mdbler skall kdpas, och minst 10 stycken
skall vara fatoljer. For att mobleringen skall bli enhetlig vill man inte ha bade 3-sits
och 4-sitssoffor. Om fler &n 15 fatoljer kops far man 10 000 kr i rabatt, och om fler
an 25 fatoljer kops far man 5 stycken extra utan kostnad. Formulera problemet att
moblera lobbyn till minimal kostnad som ett linjart heltalsproblem.

I Montréal faller varje ar stora mangder snoé och for att forhindra trafikkaos maste
snon koras bort. Snon lastas pa lastbilar som sedan kor till nagon avstjialpningsplats
och tippar av snon. Staden ar indelad i m st sektorer och all sn6 i sektor ¢ kors
till ndgon av n mojliga avstjalpningsplatser, dir den sedan forvaras (sméltnings-
processen antas inte komma igang forrén efter sista snofallet). Avstjdlpningsplats j
kan ta emot V; m® sno per ar och det kostar f; dollar per ar att hélla plats j 6ppen
(oberoende av snémingd). Snémiingden i varje sektor uppskattas till v; m® per ar och
kostnaden att transportera en kubikmeter sn6 fran sektor ¢ till avstjalpningsplats j
ar d;; dollar. Vilka avstjélpningsplatser ska anvindas, och hur ska snon transporteras
for att minimera kostnaderna? Formulera som ett heltalsproblem.

Overste Gyllenskalp skall planera en repvning. Mannar fran tre regementen skall pa
billigaste sétt fordelas pa tre 6vningsomraden. P4 regementena A, B och C finns 600,
400 respektive 200 man. Ovningsomradena 1, 2 och 3 kan maximalt ta emot 400,
400 respektive 600 man. Totalt 100 man skall dock stanna kvar pa sina respektive
regementen for att halla beredskap. (Det finns inga krav pa hur dessa 100 skall
fordelas mellan regementena.) Oversten antar att forflyttningskostnaderna (kr per
man) ges av tabell 22.

Formulera problemet att pa billigaste sétt fordela mannarna pa évningsomradena.

a) Vad menas med ett relaxerat problem?
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till 1 2 3

fran
A 5 4 5
B 9 7 8
C 7 6 6

Tabell 22: Forflyttningskostnader, uppgift 5.1.16.

b) Avgor vilket/vilka av foljande pastdenden om ett heltalsproblem (HP) och
motsvarande LP-relaxerade problem (LP) som &r sanna:

i) Om LP har en tillaten 16sning, s har HP ocksa en tillaten 16sning.

ii) Optimala malfunktionsvirdet &r i maximerings-fallet alltid strikt storre
hos LP &n hos HP.

iii) Om HP har obegrinsat optimum, sa har LP ocksa obegrinsat optimum.

iv) Om HP har alternativa optimall6sningar, sd har LP ocksa alternativa
optimallsningar.

5.1.18 (Tentamensuppgift 20020311)
En tillverkare av skrivare till datorer har en kedja av aterforsiljare och till dessa vill
man knyta ett mindre antal serviceverkstdder. Det finns fyra stycken aterforsiljare
i det aktuella omradet och man har mdéjlighet att kontraktera tre olika serviceverk-
stiader. Aterforsiljarna beriknas behdva utnyttja 5, 3, 3 respektive 4 mantimmars
service per dag och de tre serviceverkstiderna kan erbjuda 10, 10 respektive 7 man-
timmars service per dag. Att skriva kontrakt med de olika verkstdderna kostar 150,

160 respektive 100 kkr. Kostnaden (i kkr) att knyta en viss verkstad till en viss

aterforsiljare ges av nedanstaende tabell.

Aterforsiljare | 1 2 3 4
Verkstad 1 | 11 12 14 22
Verkstad 2 |27 10 13 9
Verkstad 3 |17 18 9 12

Ytterligare restriktioner ges av foljande:

e Maximalt tva aterforsiljare far knytas till verkstad 1.
e Varje aterforsiljare far skicka sina uppdrag till endast en verkstad.
e For kontrakterandet har man en budget pa 350 kkr som ej far 6verskridas.

Malet ar att minimera de totala kostnaderna for att tillfredsstélla aterforséljarnas
servicebehov.

Formulera ovanstaende problemstéllning som ett linjidrt optimeringsproblem med
heltalskrav pa variablerna. Lés ej!

Tips: Lat beslutsvariablerna svara mot att skriva/inte skriva kontrakt med de olika
serviceverkstiderna och mot att knyta serviceverkstiader till aterforséljare.
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5.2 Branch and bound

5.2.1 Anvind branch and bound for att hitta en optimallosning till féljande problem.
Sokstrategi: avsok “>-grenen” forst och gor djup-forst-sokning.

max z= 7x1 4+ bxe + 3x3 + 214

da 511)1 + 4$2 + 3$3 + 411)4 S 15
T S 1
T4 Z 1

zj > 0, heltal, j=1,...,4

5.2.2 Fem jobb ska utféras pa en maskin. Uppséattningstiden fér ett jobb beror pa vilket
jobb som utfors omedelbart fore, enligt tabell 23.

fore- jobb
gangare | 1 2 3 4 5
ingen 4 5 8 9 4
1 - 7 12 10 9
2 6 — 10 14 11
3 10 11 — 12 10
4 7T 8 16 — 7
5 12 9 8 16 -

Tabell 23: Uppsattningstid, uppgift 5.2.2.

Malet &ar att bestdmma i vilken sekvens jobben ska utforas sa att total uppséattnings-
tid minimeras. Designa en algoritm som bygger pa tradsokningsmetodik och anvind
den for att 16sa problemet.

5.2.3

a) Los problemet
max z = 6x; + 5o
da 2¢; 4+ 3xy < 12
2.T1 + i) S 7
x1, xo > 0, heltal

med branch and bound. Los delproblemen grafiskt.
b) Ge de villkor som definierar det konvexa hoéljet, av de tillatna 16sningarna.

¢) Omformulera problemet (mha ldmpliga variabelsubstitutioner) till ett linjért
0/1-problem.

5.2.4 Antag att tridet i figur 14 uppkommit vid 16sning av ett heltalsproblem (minimering)
med branch and bound.

112



5.2.5

A\ ?@

(3

@

Figur 14: Trad till uppgift 5.2.4.

Alla noder har avsokts. Fem subproblem adr markerade och numreringen anger den
ordning i vilken de har behandlats under 16sningsgangen.

Lat z; beteckna den optimistiska uppskattning av optimala malfunktionsvardet som
erhélls da subproblem j loses. Lat w; beteckna den pessimistiska uppskattning av
optimala malfunktionsvirdet som &r tillgdnglig nir subproblem 5 har l6sts.

a) Ange relationerna (>, <, =) mellan z1, 29, 23, 24 och z;s.
b) Ange relationerna (>, <, =) mellan w;, wy, w3, wy och ws.

¢) Ange relationen (>, <,=) mellan z; och wz. Motivera!

Observera att det inte sikert gar att uttala sig om relationen i alla par av uppskatt-
ningar i deluppgifterna a) och b).

a) Kalle skall 16sa ett heltalsproblem (minimering) med tridsokning och har ge-
nererat soktradet i figur 15.

Vi antar att alla koefficienter i problemet &r heltaliga. Noderna har undersokts i
nummerordning och z(-) anger LP-relaxationens optimalvirde. Har Kalle gjort
nagot fel vid l16sningsforfarandet? Motivera!

b) Betrakta ett heltalsproblem (minimering) med optimalvirdet z*. Antag att i
en viss nod i ett soktrdd som generats i en tradsokning har LP-relaxationen
optimalvirdet z7p. Kan man i nedanstaende tva fall avgora om denna LP-
16sning tillhor det konvexa holjet av de tillatna 16sningarna? Motivera.

1) zp < z¥

11) zLp > 2°
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2(2) = 62.7 9 @ 2(9) = 65.2

2(3) = 65

(3) =6 kD 2(11) = 67
(heltalig 16sning) (heltalig I6sning)

Z( 10 =66
heltallg 18sning)

=629 (5) () =65
2(6) =68 _
heltal(lg)losnmg) () z(7) = 67

(heltalig 16sning)

Figur 15: Soktrad till uppgift 5.2.5.

5.2.6 (Tentamensuppgift 010821)
Givet ar foljande kappséacksproblem:

10
maximera E le'j,
=1

10
da Zaj:rj S b,
j=1
z; €{0,1}, j=1,...,10,

dar (aq,...,a10) = (15,12,9,27,15,5,8,20,12,15), b = 62 och

(c1,--.,c10) = (30,19,13, 38, 20,6, 8, 19, 10, 11). Det kan losas med hjélp av branch—
and—bound-algoritmen, da man relaxerar heltalskraven och forgrenar éver fraktionel-
la variabler. Figuren nedan visar ett soktrdd som erhallits da ovanstaende algoritm
tillampats pa exemplet ovan. (0-grenar at vinster och 1-grenar &t hoger.) Observera
att cj+1/aj+1 < cj/aj galler for ] =1,...,9.

a) (2p) Visa, for varje forgrening (nod), vilken variabel som forgrenats over.
Beridkna, vid varje nod, virdet pa den losning som erhallits, ange huruvida
16sningen ar tillaten i ursprungsproblemet eller ej samt ange vilka grianser for
det optimala malfunktionsvirdet som géller i varje del av tridet.

b) (1p) Antag att vi inte har hittat nagon tillaten 16sning till problemet utéver
dem/den som har hittats vid l6sning av relaxeringarna (subproblemen) vid
noderna i triadet. Hur bra dr den bésta tillatna 16sningen?

5.2.7
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5.2.8

16s problemet

maximera 80xz; + 11xe + 14x3 + 1824 + 10z5
da 8x1 + 622 + 223 + 314 + 25 <11
zj € {0,1}

™)

A~ N /S A/~
R
~— N N

med hjilp av dels B&B, dels en lokalsokningsheuristik.

(Tentamensuppgift 000524) (Kappséacksproblemet)
Ett binirt kappsidcksproblem definieras som

maximera Z ciz;, (1)
j=1

da Zajxj < b, (2)
j=1

z; €{0,1}, j=1,...,n, (3)

déar ¢; motsvarar nyttan av foremal j, a; dess vikt och b den stérsta sammanlagda
vikt man kan béra. Variablerna definieras som

o= 1, om foremal j tas med,
7771 0, annars.

Vi antar att ¢; > 0 och 0 <a; <bfor j=1,...,nsamt att > " a; > b.
Om heltalsvillkoren (3) relaxeras till

0<z; <1, j=1,....n (4)

kan det resulterande kontinuerliga kappsicksproblemet 16sas med hjilp av girighets-
algoritmen, enligt féljande:
i) Sortera féremalen enligt sjunkande ordning av kvoterna Z—;, vilket leder till
foljande relationer: 2]—1 > G2 > ... > Yn

91 Ajs — — Gjy
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ii) Bestdm k sadant att

k—1 k
Zaji S b < Zaji.
i=1 i=1
ii) Losningen till problemet (1)—(2), (4) ges av
1, i=1,... k-1,
1 k-1
Fp=4 — b= a; ], i=k
L i=1
0, 1=k+1,...,n.

a) (1p) Lat z* och z beteckna méalfunktionsvirdena for optimallosningarna till

(1)—(3) respektive (1)—(2), (4). Vilken relation géller mellan z och z*?

Givet att vi har hittat en 16sning Z till det kontinuerliga problemet (1)—(2),
(4), hur kan man, utgaende fran denna l6sning, hitta en tilldten 16sning till det
bindra problemet (1)-(3)? Om du vill kan du férklara med hjilp av exemplet
i b)-uppgiften nedan.

Kalla malfunktionsvirdet for den tillitna 16sningen 2. Vilken relation rader
mellan 2% och z? Mellan 2z och 2*?

(2p) Beskriv Branch—-and—Bound-algoritmen tillimpad pa det binéira kapp-
sicksproblemet, som utnyttjar girighetsalgoritmen ovan. Specificera de fyra be-
greppen relazering, forgreningsstrategi, tradsékningsstrategi och nodkapnings-
kriterium for din algoritm. Hur kan tillatenhetsheuristiken i a)-uppgiften ut-
nyttjas i B&B-algoritmen?

Studera foljande instans av kappséicksproblemet:
maximera 9r; 4+ Tzs + 4x3 + 214,

da 15z + 12z + 71‘3 + 4.’1,‘4 < 23,
T1,%2,%3,T4 € {051}

Utnyttja girighetsalgoritmen ovan for att 16sa detta problem med hjilp av
B&B-algoritmen.

5.2.9 Forklara hur foljande krav kan representeras som linjara bivillkor med hjilp av
bindra heltalsvariabler (0/1-variabler). Samtliga ingdende variabler ar icke-negativa
och mycket mindre dn M.

a)
b)

c)

Minst ett av villkoren z; 4+ x9 < 2 och 2z, 4+ 3z5 > 8 ska vara uppfyllt.
Variabeln z3 kan (endast) anta virdena 0, 5, 9 eller 12.

Atminstone tva av foljande fyra bivillkor ska vara uppfyllda.

Ty + Ts S 2
T4 S 1

Iy S 5
T4 + x5 > 3
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d) T <4=x7>60chzg>5= 27 <3.

(Pa grund av andra bivillkor kan z4 €j anta virden mellan 4 och 5.)

5.2.10 Los foljande kappsicksproblem.

max 2xq + 4xg + 6x3 + 624
da 2z, + 329 +4x3 + 524 < 11
Zj € {O: 1}7 v]

5.2.11 Los foljande kappsécksproblem.

max 4xi + 6x9 + 83 + 914
da 2.’L’1 + 4372 + 6333 + 7.’134 S 8
T € {0) 1},V]

5.2.12 Betrakta foljande tva-kappsicksproblem
n
max ZC]'SIJ]'
j=1
n
da Zajxj S b1 (1)
j=1

D Bizi<b  (2)
j=1
Z;j € {Oa 1}5 V]

a) Ge en heuristisk algoritm av girig karaktér.

b) Vilken relation géller mellan det optimala méalfunktionsvirdet for det givna
tva-kappséicksproblemet och det optimala malfunktionsvérdet for det kappsécks-
problemet som erhalls genom att ignorera villkoret 1 (eller 2) i det givna pro-
blemet?

c) Relationen i b) samt LP-relaxation kan utnyttjas for att generera tre olika
“bounds” (uppskattningar, grinser) pa det optimala méalfunktionsvirdet for
det givna tva-kappsédcksproblemet genom att l6sa (till optimalitet) enkla linja-
ra kappsédcksproblem mha girighet. Karakterisera dessa (som 6vre- eller und-
regrianser (LBDs eller UBDs)) och vilj den starkaste av dem.

d) Specificera en B&B algoritm for det givna problemet genom att ange
- relaxation och UBD generering
- LBD generering
- forgrening
- sokningsteknik

- kapning
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5.2.13 Los foljande heltalsproblem med triadsokning (branch and bound).

max z = 2x; + 4xo
da 4.’])1 + 53)2 S 20
-7 -+ 23)2 S 4
Ty — T9 S 2
I y To Z 0 heltal

Sokstrategi: forgrena 6ver variabel med storst fraktionell del, avsok “>-grenen” forst
och gor djup-forst-s6kning.

5.2.14 Betrakta problemet

max z= 1lxzy + 6x,
da 2ry + 3z, < 12 (1)
21 + x < 7T (2)
x1 >0, 2o > 0, heltal.

a) Los problemet med branch and bound. Utnyttja att z = (3,0)7 &r en tilliten
16sning. Anvind djup-forst sékning, avsok “>-grenen” forst och forgrena over
variabel med storst fraktionell del.

b) Ange grafiskt det konvexa holjet till de tillaitna punkterna i problemet ovan.
Vilka punkter maste man kidnna for att kunna beskriva det konvexa holjet
matematiskt? Hur ser denna beskrivning ut?

c) Antag att endast ett av villkoren (1) och (2) behéver vara uppfyllt i optimum.
Visa hur detta kan formuleras med linjira villkor och en 0/1-variabel.

5.2.15 Ett foretag kan investera i fyra olika projekt. Investeringskostnad (I) samt forvén-
tad avkastning (A) anges i tabell 24 (i nuvirde, Mkr). Foretaget har totalt 6 Mkr
att investera. Vilka projekt ska foretaget investera i? Formulera problemet som ett
heltalsproblem och 16s med tradsokningsmetodik.

projekt ‘ I ‘ A
1 4 7
2 3 5
3 5 8
4 1 1

Tabell 24: Forvantad avkastning, uppgift 5.2.15.

5.3 Ovrigt

5.3.1 (Numeriskt exempel pa Lagrange-heuristik.)
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Betrakta det linjara 0/1-problemet

2= max z= 9521 + 8y + Tx3 + 914
da 3r1, 4+ 229 + 3x3 + 334 < 6 (1)
2¢1 + 3x9 + 3z3 + 41y < 5 (2)
X1 + x3 = 1
Ty + x4 = 1
x , x , x3 , x4 = 0/L

a) Lagrange-relaxera villkoren (1) och (2) med multiplikatorer u;,us > 0. For-
mulera det relaxerade problemet och motsvarande Lagrange-duala problem.
Vilka egenskaper har det duala problemet?

b) Evaluera (berdkna virdet pa) den Lagrange-duala méalfunktionen for u; =
ug = 1. Relatera det berdknade vardet till z*.

c¢) Berikna en subgradient till den Lagrange-duala malfunktionen i u; = uy = 1.

d) Finn en tillaten 16sning till det ursprungliga problemet genom att pa lampligt
satt modifiera 16sningen till det Lagrange-relaxerade problemet (med u; =
ug = 1). Relatera det resulterande malfunktionsvirdet till z*.

e) Hur uppdateras multiplikatorerna i subgradient-optimeringsmetoden? Hur kan
resultatet i deluppgift d) utnyttjas vid berdkning av steglangden.

f) Vilken &r relationen mellan det Lagrange-duala problemets optimalvirde och
2*? Forefaller det troligt att ett dualitets-gap upptrader? Varfor (inte)?

g) Hur forhaller sig optimalvirdet for det Lagrange-duala problemet till optimal-
virdet for den kontinuerliga relaxationen (linjirprogrammeringsrelaxationen)
av det ursprungliga problemet? Motivera!

5.3.2 (Subgradienter och optimalitet fér obegrinsade Lagrange-dualer.)
Betrakta det primala problemet

min f(z)
da ¢g(z)=0
re X CR",

med f: R® — Roch g: R" — R™, samt det tillhorande Lagrange-duala problemet

max h(u),
dar
h(u) = min f(z) + u" g(x),

reX
det vill sdga optimalvirdet for det Lagrange-relaxerade problemet. Antag att mang-
den X &ar kompakt och att funktionerna f och ¢ dr kontinuerliga pa X. Den duala
malfunktionen dr da &ndlig, konkav och kontinuerlig pa det duala rummet, varfor
Lagrange-dualen dr ett konvext problem.
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a) Lat u € R™ vara godtycklig. Definiera en subgradient, 7, till 4 i 4. Definiera
ocksa subdifferentialen, 0h(u), till A i .

b) Lat z(u) vara en losning till problemet

mi f(x) +"g(z).

Visa att vektorn g(z(u)) &r en subgradient till A i @.

c) Visa att om det for nagot u = u* géller att 0 € Oh(u*) sd &r u* ett dualt

optimum.

d) Illustrera detta resultat pa det linjira problemet

min z = Ty — 319
da -1 + 2$2 = 6
ry + ) S 5
zr , wx = 0,

dar det forsta villkoret anses vara komplicerande och darfor Lagrangedualiseras,
med multiplikator u. I u* = 4/3 finns alternativa 16sningar till Lagrange-sub-
problemet, vilka ger upphov till alternativa subgradienter till den Lagrange-

duala malfunktionen. Det finns speciellt exakt tvd extrema l6sningar till Lagrange-

subproblemet, och dessa ger upphov till tva extrema subgradienter (dvs sub-
gradienter som inte kan tecknas som icke-triviala konvexkombinationer av and-
ra subgradienter); finn de extrema subgradienterna. Teckna subdifferentialen
Oh(u*). Verifiera att u* ar ett optimum till det duala problemet.

5.3.3 (En Lagrange-heuristik fér det kapaciterade lokaliseringsproblemet.)
Betrakta det sa kallade kapaciterade lokaliseringsproblemet formulerat som den blan-

dade heltalsmodellen

m m n
min Zfiyi + chz‘jﬂfij
i=1 i=1 j=1
n
da >z < Sy, i=1,...,m
j=1
m
inj = Dj, j=1,...,7’L (*)
i=1
Yi = 0/1, i=1,...,m
Lij > 0, i:1,...,m, j=1,...,n,
dar variablerna vy;, ¢ = 1,...,m, beskriver logiska beslut rorande lokalisering av
killor, och x;;, 1 =1,...,m, 7 =1,...,n, ar transportvariabler.

a) Visa att villkoret
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5.4.1

> Swi= > D
i=1 j=1

ar en konsekvens av de ursprungliga villkoren (dvs att varje tillaten l6sning
maste uppfylla det nya villkoret), varfor det kan adderas till modellen utan att
denna paverkas.

Antag att vi adderar detta redundanta villkor och 16ser problemet heuristiskt
med hjilp av Lagrange-relaxering av villkorsgruppen (x) och subgradientop-
timering. Beskriv 16sningsgangen! Vilka egenskaper har det duala problemet?
Varfor? Kan ett dualitets-gap forekomma?

For detta problem kan primalt tillatna l6sningar enkelt konstrueras utifran
Lagrange-subproblemlésningen i lokaliseringsvariablerna. Forklara hur!

Jamfor styrkan pa den undre gréins som fas fran Lagrange-dualen med den som
fas fran den kontinuerliga relaxationen (linjarprogrammeringsrelaxationen) av
problemet. Hur paverkas styrkan pa den undre griansen om villkoret ovan inte
adderas? Motiveral!

[Anmirkning: Notera att det adderade villkoret &r redundant i den ursprungliga mo-
dellen, men att det inte ar redundant i det Lagrange-relazerade problemet. Denna
uppgift illustrerar det faktum att det ofta dr bade mdjligt och fordelaktigt att starka
en relaxering med hjélp av villkor som &r redundanta i den ursprungliga modellen.|

5.4 Snittmetoder

Betrakta problemet

minz = 6x; + 82
1 + 2z9 > 4 (2)
1, xo > 0, heltal.

Om vi 16ser LP-relaxationen till problemet erhalls féljande optimaltabla (z3 och x4
ar slackvariabler i villkor (1) respektive (2)).

a)
b)

c)

Basvar ‘ —z X1 To I3 Ty ‘ b
-z 1 0 0 -4/5 -18/51-88/5

1 0 1 0 -2/5 1/5 4/5 (1)

To 0O 0 1 1/5 -3/5| 8/5 (2)

Tag fram Gomory-snitt fran rad (1) och rad (2). Illustrera snitten grafiskt.
Ange villkor som definierar det konvexa hdljet av de tillatna heltalslésningarna.

Ar villkoret 2z, + 3z, > 8 ett giltigt snitt"?
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5.4.2 Betrakta problemet

min z = 2x; 4+ T2
da 5r1 + 4x, > 10
4.7)1 + 2.T2 S 8
r1, Ta > 0, heltal,

vars LP-relaxation har féljande optimaltabla:

‘—Z X1 i) T3 1‘4‘ 6
—z| 1 3/4 0 1/4 0 |-5/2
9 5/4 1 —1/4 0| 5/2
4 3/2 0 1/2 1] 3

a) Illustrera grafiskt det konvexa héljet av heltalslosningarna, och ge en matema-
tisk definition av det konvexa holjet.

b) Tag fram alla Gomory-snitt som ar mojliga att generera fran LP-relaxationens
optimaltabla. Definierar nagot snitt en fasett?

c¢) Visa, med generella beteckningar, att ett Gomory-snitt alltid skir bort LP-
optimum.

5.4.3 Antag att det tillitna omradet i ett heltalsproblem definieras enligt

2%1 + 3332 Z 8
xy , xy > 0, heltal

Tag fram ett Gomorysnitt. Ar villkoret en fasett till det konvexa héljet?
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6 Repetition

6.1 Repetition

6.1.1 (Tentamensuppgift 000823)
Tre pastaenden ges nedan. Din uppgift dr att ange om vart och ett av dem &r sant
eller falskt. Motivera Dina svar! Du far inte addera nagon ytterligare férutsiattning
an de som redan ir angivna.

a) (1p) Betrakta problemet

1
minimera ¢’z + §xTQ:c,

da Ax =b,

dir g € R, Q € R, A € R™*" och b € R™, dvs. ett minimeringsproblem
med en kvadratisk malfunktion 6ver ett underrum. Pastande: varje lokalt op-
timum ar ett globalt optimum.

b) (1p) Antag att en funktion f : R" — R &ar differentierbar i en punkt x € R".
For att en riktning d € R™ skall vara en descentriktning for funktionen f i
punkten z ir det nédvindigt att V f(z)"d < 0.

¢) (1p) Linjarprogrammering &r ett ldtt problem i den meningen att varje pro-
blem kan I6sas med en algoritm som har en polynomisk tidskomplexitet. Sim-
plexmetoden 16ser varje linjart problem. Alltsa dr simplexmetoden en polyno-
miell algoritm.

6.1.2 (Exam 000524)
(Myths in optimization)
Each of the following three claims is false, even if they at a first glance might look
plausible. Your task is to explain why each claim is false, either with a counter-
example or with a full explanation.

a) (1p) In an LP problem there is always at least one optimal extreme point.

b) (1p) The optimal solution to an linear integer optimization problem is the
integer rounding of the solution to an LP relaxation of the integer program.

¢) (1p) If you solve the optimization problem to minimize f : R — R over the
set X N{x e R"|g(xr) <b}—where X is convex and g : R" — R is a convex
function—and the globally optimal solution, z*, is such that g(z*) < b, then
the constraint g(z) < b is redundant.

6.1.3 Avgor vilka av nedanstaende pastaenden som &r sanna respektive falska.
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Alla fas I problem har det optimala malfunktionsvéirdet noll.

En Karush-Kuhn-Tucker punkt till ett konvext optimeringsproblem &r alltid
ett globalt optimum.

Antag att funktionen f dr tva ganger kontinuerligt differentierbar pa R™ och
lat G vara en symmetrisk och positivt definit matris av dimension n x n.
Da giller att om Vf(z) # 0 och vektorn d uppfyller Gd = —V f(z) sa &r
f(z+td) < f(x) for tillrdckligt smé ¢ > 0.

Den polyeder i R® som beskrivs av systemet
T + 229 — T3 — 224 + 45 = 3
2:171 — To + 2373 + 3.’174 + Iy = 3
o, 2 , T3 , Xz , 2z =2 0

har en extrempunkt i (0,0,1,0,1)7.

Funktionen f(z) = e~*"/? ir konkav pa intervallet [—1, 1].

Om funktionen g dr konkav pa R"™ och c ér ett reellt tal sa dr méngden
{zeR" [ g(z) <c}

konvex.

6.1.4 Give short answers to the following problems.

a)

What is required from g;(x) and f(x) in order to guarantee that only one local
optimum exists fro the problem min f(z) subject to g;(x) > 0 Vi.

Describe the Newton-Raphsons method for one-dimensional optimization Which
are the advantages and disadvantages of this method?

Why is it important to determine if an optimization problem is convex.

Formulate the problem of solving the system of non-linear equations a;(x) =
0,2 =1,...,m as an optimization problem.

What characterizes a degenerate basic solution?

How is a unbounded solution identified in the simplex method. Motivate your
answer!

Assume that a primal LP-problem has a unbounded solution. What can we
say about the dual problem.?

Define the term “local optimum”.
What does cycling mean in an LP-problem?

Formulate and interpret the weak duality theorem.
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6.1.5

k)
)

define the term “convex function”

Will the steepest descent method converge towards a global optimum given
that we let it run for enough iterations. Motivate your answer!

Decide whether the following statements are true or false!

a)
b)

c)

f)

g)

Non-convex optimization problems always lack optimal solutions.

A global optimum to a nonlinear optimization problem is always a local opti-
mui.

The direction of (-1,-1) is a direction of descent for the function f(x1,z2) :=
T+ 21Ty — 23, at 1 = 2, 9 = —1.

The Phase-1 problem in the Simplex method always has a finite optimal solu-
tion.

The algebraic system described by the constraints Az < b, x > 0, where A is
a (4 x b)-matrix, z is a (5 x 1)-vector, and b is a (4 x 1)-vector, can have no
more than 126 basic feasible solutions.

Given a primal-dual pair of linear programs, if the primal problem has a finite
optimal solution then the dual must have a feasible solution.

You have solved the problem to maximize ¢’z subject to Az < b,z > 0, and
obtained an optimal solution z*. By adding more constraints, then optimal
value may increase.

Given the problem to minimize f(x) subject to Az < b,z > 0. The value f(Z)
is an upper bound to the optimal value of the problem if Az < b,z > 0.

Given a number of convex sets X;,7 = 1,...,n. The set X =N, X, is always
convex.

In order for Newton’s method to be applicable and be guaranteed to converge
to a global optimum it is enough that the objective function is twice continu-
ously differentiable and that the Hessian matrix is everywhere invertible.

Consider an LP problem which is being solved with the Simplex method. The
variable x; has been chosen as an incoming basic variable. The minimal quo-
tient between the coefficient in the right-hand side (that is, in b) and positive
elements in the column of z; in A is the value of x; in the new basis.

A free variable zj can be replaced by zy, =z — z, , where =}, z, > 0.

If the artificial objective function in the Phase I problem cannot be driven
down to zero, then the original problem has an unbounded solution.
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n)

0)

t)

u)

If the problem min f(x) = 222 + 3(zo +1)? + (z3 +2)? is solved with Newton’s
method, only one iteration will be needed.

Consider the problem min ¢!z subject to Az = b,z > 0, where A is an m x n
matrix, n > m. If n — m variables are set to zero, the remaining m variables
can be used to define a feasible solution.

Consider the problem min ¢!z subject to Az = b,z > 0, where A is an m x n
matrix, n > m. If n — m variables are set to zero, the remaining m variables
can be used to define a unique solution.

If, in the outgoing criterion of the Simplex method, we find that two variables
can be used as outgoing basic variables, then the next basis will be degenerate.

Suppose that every basic feasible solution in an LP problem is non-degenerate.
Then, the problem has a unique optimal solution.

If an LP problem has more than one optimal solution, then it has an infinite
number of optimal solutions.

If a variable becomes an incoming basic variable in one iteration of the Simplex
method, then it is basic in every optimal solution.

The dual problem is always a maximization problem.

6.1.6 Decide whether the claims listed below are true or not.

a)
b)

The dual for the phase-I problem is always feasible.

Every local minimum to the problem min f(z) s.t. g;(z) > b;,i = 1,...,m, is
also a global minimum if the objective function is convex and g; are concave,
foreachz=1,...,m.

A global minimum to the problem max f(x) s.t. g;(x) > b;,t = 1,...,m, is
also a local maximum only if f(z) is concave as well as g; are concave, for each
1=1,...,m.

For the problem min f(z) s.t. gi(z) < 04 =1,...,m,x > 0, there z € R",
it holds that the dual function ¢p(u) = mingsg f(z) + v’ g(z),u € R™, does
always give a lower bound on the optimal value of the problem for every u > 0,

ie., p(u) < f(z).

If a basic optimal solution for a LP-problem is degenerate, the problem pos-
sesses infinitely many optimal solutions.

The modified Newton’s method applied to the problem min f(z) = 2z} +
3(ze — 3)? + (z3 + 2)? does always converge after one iteration only.

Every LP-problem with non-empty bounded feasible set has finite optimal
value.
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h) A convex problem does always possess at most one globally optimal solution.

i) Two successive search directions generated by Newton’s method are always
orthogonal.

j) The unbounded optimization problem can be convex.

k) If all the elements in the column corresponding to the incoming variable in the
primal simplex method are non-positive, the problem is unbounded.

1) The convex optimization problem cannot have infinitely many KKT-points.

m) A feasible set of LP-problem might be nonconvex.
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2.3.5

2.3.6

2.3.7

2.3.8

2.3.9

2.3.10

2.3.11

2.3.12

2.3.13

2.3.14

2.2.1

2.2.2

2.2.3

224

7

7

2.2.5

2.2.6

2.4.9

2.2.7

2.2.8

2.3.16

Svar till uppgifterna

Substituera xo = 7 — z;, bada dessa variabler ér positiva. Multiplicera bivilkor 3
med —1. Inf6r artificiella variabler och minimera summan av dessa.

Multiplicera biv. med -1. Infor artificiella variabler och dito malfunktion. reducerade
kostnaderna ar optimala i startlosningen.

T.ex. x = (5,0,2,0)
Anvand 7z; + 5z, som malfunktion och kolla optimala vérdet.
Optimallésning (x1, z2, x3) = (4,1,2) med virde 11. Ej unik 16sning.

Alternativa optimala extrempunkter z = (0,1),z = (56/17,45/17).
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3.3.1 -

3.3.2 -

3.3.3 -

3.3.4 -

3.3.5 -

3.2.1 -

3.3.6 -

3.3.7 -

3.3.8 -

3.3.9 -

??

3.3.10 -

3.6.2 -

3.6.3 -

3.6.4 -

3.6.5 -

??

3.5.1 -

3.5.2 -

3.5.3 -

3.54 -

3.5.5 -

3.5.6 -

3.4.1 -
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1.1.1

1.1.2

1 Konvexitet

1.1 Teori

Antag att & € X. Konvexiteten hos f ger att

f@) > f(@) + V@) (a" — ) = f(&) + V(@) (=" — 1)
= f(z). Alltsd ar & € z*, och X < X~ giller.

Antag att £ € X*. Konvexiteten hos f ger att

f@*) > (&) + V(@) (a* - ) 5 = V(G — o
f(@) 2 f(a%) + V()" (& - a7) };‘[Vf(w)—Vf(x (@ —a") > 0.

Men den omvénda olikheten géller ocksa, eftersom

TeX' = Vf(a(ﬁ) (2 —2) > enligt optimalitetsvillkorer.

v € X* = V(") (3 — )>0

Alltsa galler att [V f(z*) — V£(2)]F(2* — 2) = 0. Vi far d& ur konvexitetsolikheten

f@) = f(z") + V(@) (@ -2

att Vf(2*)T(2—2*) = 0 méaste gilla, ty f(£) = f(z*) giller och V f(z*)T (2 —z*) > 0.
Fran konvexiteten hos f fas nu att f(z) > f(z*) + Vf(z*)'(z — z*) = f(2) +
Vi) (z—2),Vz € X, ty f() = f(z*). Alltsa ar V f(z*) = Vf(2).

Alltsé ér & € X, och z* = X giller. [

a) (Motsigelsebevis) Antag att for nadgot b > 0 det existerar ett Z med f(Z) <
f(z*),Z € z,9(Z) < b. Bilda z) = z* + AT — z*). For A > 0 tillrackligt litet
giller att g(z)) <0, ty g(zx) < Ag(Z) + (1 — A)g(z*) < g(z”) + A(b — g(z")).
Men vi har ocksa att f(zy) < Af(Z) + (1 — A) f(z*) < f(z*). Om A < 1 géller
dessutom att ) € C. Alltsa dr x, tillaten i [p], och f(z)\) < f(2*) motséger
optimaliteten hos x* i [p]. [ |

b) Konvexitet dr nodvindigt! Motexempel

I princip kan konvexa problem l6sas genom att forst 16sa ett problem dar farre
bivillkor tas med, och adderas successivt da de blir 6verskridna. Pa motsvaran-
de sitt tas redundanta villkor bort. Detta &r en typ av ’active set’-metod som
dock kan vara ineffektiv, da det kan kriva manga iterationer att identifiera de
bivillkor som méste vara med (dvs. vilka andra som kan tas bort.)
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1.1.3

1.1.4

1.1.5

1.1.6

1.1.7

1.1.8

1.1.9

1.1.10

1.1.11

1.1.12

1.1.13

1.1.14

a)p<O0Oellerp>1
b)p>1

a) ej konvex, b) - f) konvexa

a) - f) konvexa

n 1 n
L it bada led h visa att | Za | > L In(z;).
ogaritmera bada leden och visa att In (;nfc> > n; n(z;)
Induktionsbevis
(i) Olikheten giller fér n = 2 eftersom In(3z1 + 322) > {In konkav} > 1ln(z)+
sIn(z2) > 3(In(z1) + In(zy)).
n—1 n—1

1 1
(ii) Antag att olikheten giller for n — 1, dvs In ; T > —— > In(a).

(iii) Visa att olikheten géller for n.

n n—1

1 1 n—1 1
1 “x;=1In(~x, ) > {In konk
nizzlnx n(nx+ - ;n—lx) {In konkav}

| 1 n—-1 1 22

> Lin(x,) + =11 D) > {(i)Y > ZIn(z, . In(z;) =
> Lin(z,) + 2 n(izzln_lx)_{(u)}_nn(m)—l- - n_li;n(x)
1 n
il In(z;
nzzzln(:r) R

a) i) X*=Xn{z|f(z) < [}
f konvex = {z|f(z) < f*} konvex

Y konvex } = X* konvex

ii) X* konvex
2!, 2?2 € X*

x! # 2? = o#ndligt manga optima.

}:>)\x1+(1—)\)x2€X*, VA € [0, 1]
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1.1.15

1.1.16

1.1.17

1.1.18

1.1.19

1.1.20

b) maxz? + 22 d& z; + 29 < 1 och z1, x5 > 0.

a) icke-konvex mingd (finn motexempel)

b) konvex méngd (bevisa)

)
)
¢) icke-konvex méngd (finn motexempel)
d) konvex mingd (bevisa)

)

e) konvex méngd (bevisa)

a) definierar en konvex méngd (boll)
b) ej konvex méngd

c¢) ej konvex méngd

a) Visa att en konvex funktion har konvexa niviméngder.

b) J(x) =~

a) Konvex funktion, ej differentierbar i z; = 0.

)
b) Varken konvex eller konkav funktion, men differentierbar.
c¢) Konkav funktion, ej differentierbar i z; = 0.
d) Konvex funktion, €] differentierbar.
e) Konkav funktion, ej differentierbar.
)

f) Konvex funktion, ej differentierbar i z; = 0,29 = 0. (Betrakta en strile ge-
nom origo, r; = cit, o = cot dir ¢ > 0. For att visa konvexitet, anvind
triangelolikheten. )

g) Konvex funktion, ej differentierbar i punkterna x; = xgi), Tg = xg) Vi.
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1.1.21

. 2 — .
a) Nej! Tag t ex z! = ( 5 > och 2?2 = ( _; ) x! och z? ir bada tillatna
punkter men r = %acl =+ %acQ = 8 ar ej en tillaten punkt.

b) For alla f sadana att Vf(z) = AMVgi1(2,2) + A2V92(2,2) = A ( g ) +

/\2(:;1),)\120,)\220

1.1.22
a) Konvex

b) X; = {z]|z? > 4} ej konvex X, = {z|z > 0} konvex X; N X, = {z|z > 2}
konvex

1.1.23

a) Dela upp funktionen i tre delfunktioner: f; = x? + 322 — 32123, fo = 273 +
T2 — xox4 och f3 = €21, Alla dessa éir konvexa funktioner var for sig och
summan av dem ar darfor ocksa en konvex funktion.

b) Dela upp méalfunktionen i tre delar. Utnyttja kéinda satser.

1.1.24

a) Konvex d& z; > 0, o > 0 och z125 > 3/4. Konkav da z; < 0, zo < 0 och
T1T9 Z 3/4

b) Ja, ty det tillatna omradet ligger helt inom omradet dér funktionen ar konvex.

1.1.25 Ja, ty problemet ar konvext.
1.1.26 Studera fallet h(z) = In(z)!

1.1.27

a) Konvex

b) Konvex

d

)
)

c¢) Konkav
) Varken eller
)

e) Varken eller
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f) Konvex

g) Konkav

1.1.28 konvex?

a) Ja

b) Nej

d) Nej

e) Ja

)
)
c) Nej
)
)

1.1.29
a) Konvex for z > 0, konkav annars.
b) Lokalt och globalt max i x = —2, lokalt max i = 3 lokalt och globalt min i
z = 2 lokalt min i z = —3.
1.1.30

b) Ja, ty det H = 0.

¢) f(z,y) konvex funktion (anvind egenvirden).

1.1.31 Nej, ty (0.5,—0.5) € S, (—0.5,0.5) € S men (0,0) tillhér e S.

1.1.32
a) Konvex méngd

b) Icke konvex méngd

1.1.33 Konvex méangd.
1.1.34 Konvex méngd. z? konvex d& z; > 1.
1.1.35 -

1.1.36
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n

FOz® 4+ (1=X1)2®@) = Z a;(AzM 4+ (1= N)z?) = A Z a;zV + (1 - N) Z ajz®
=1 j=1

j=1

1.1.37
Bilda z® = \z() + (1 — \)2®. Vi har 2-normen |z| = (22 + 22)'/2. Detta ger att
z(V| < 2 och |z®| < 2. Triangelolikheten ger |z < Az + (1 — A)|z?)| <
A2+ (1—-\)2=2

2 Linjar optimering

2.1 Modellering

2.1.1 Matematisk modell:

x; = antal enheter som kors i process 7,7 = 1,2;

y = antal halvtimmar som fotomodellen anlitas

maximera f(z,y) :=50(3z1 + tx2) — 3(x1 + 2x2)

da x4 22, < 20,000,
2x1 + 3z < 35,000,
3z + bxe < 1,000 + 200y
712> 0,29 >0,0<y <

2.1.2 Variabeldefinition:
x; = antal praktikanter som utbildas ménad j, 7 =1,...,5

y; = antal tekniker som finns tillgéngliga i borjan av manad j, j =1,...,5
5

min z = 15000y, + 7500z
> (15000y, j

j=1
da 160y; — 50x; > 6000
160y, — 50z > 7000
160y — 50x3 > 8000
160y, — 50zs > 9500
160ys — 50xs > 11500
0.95y1 + Ty = Yo
095y2 + T9g = Y3
095y3 + T3 = Ya
095y4 + Ty = Ys
Yy = a0

yj,ijO, jzl,,5
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2.1.3 Variabeldefinition:
y; = antal inkopta kalkoner av typ 4, i = 1,2

z;; = méingd (hg) av kottyp i i kotlett j, j =1,2
(1 =1 — ljust kott, i = 2 — morkt kott)
maxz = 16(.1'11 + .’L'Ql) + 12(3312 + 3322) - 40y1 - 32y2

da T11 + T < 150
T12 + T2 S 90

T+ 212 —9y1 —3y2 < 0

To1 + Toz —2y1 —3y2 < 0
0.3.’L‘11 — 0.71‘21 2 0

0.41‘12 — 0.61‘22 2 0

Zij, Yi 2> 0

2.1.4 Variabeldefinition:

x;; = antal ton rdvara ¢ som anvénds till bensinsort j, 1 =1,2,3; j =1, 2.
2

minz = Y (150021, + 2400z5; + 3000z3)

j=1
da 11 + X192 S 12
Tor +To2 < 10
T3+ x32 < 20
ZTi1 + %1 +x31 = 10
T1g + Tog +T32 = 25
% (120.’1?11 + 75[1321 + 100$31) 2 90
% (120.’1?12 + 75[1322 + 100%32) 2 95
% (60%11 + 4(E21 + 26%31) S 10
o= (60212 + 4295 + 2623,) < 8
Tij 2 0

2.1.5 - Formulering:

x;; mangd av vara ¢ lastad i lastrum j, métt i ton.

I J
max z = Y, ;> i TijCi
2 J .
da dim1 i < a Viel...
I .
Y i1 Tij S wj Vjel...
I .
Dbz <wv;  Vjel...
Ty Limi Zigts Viel..

wj Wjt1

oo N~

2.1.6 Variabeldeklaration:
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x1 = antal ha dar soja odlas

o = antal ha diar majs odlas

x3 = antal ha dar vete odlas

x4 = antal mjolkkor som kops in

x5 = antal honor som kops in

71 = antal vintertimmar som man arbetar pa granngarden
1o = antal sommartimmar som man arbetar pa granngarden

max z = 15z, + 2229 4+ 1123 + 10z4 + 0.0525 4+ 0.05y; + 0.06y-

12000z4 +90z5 < 400000
90z, +8dxy +25z3 +100z4 +0.6z5 3 < 3500
12527 +190zy +100x3  +50z4 +0.3x5 +y2 < 4000
T +z9 +z3 +0.624 < 50
+x4 S 32
+5 < 3000
Y1 Y2 < 200
1, Z2, 3, Ty, s, Y1, Yo Z 0
2.1.7 Formulering:
x; antal plankor som kapas enligt mdnster .
b;; antal plankor av lingd j som fas ur monster %
d; antal hyllplan ldngd j vi behover.
winz= Y5 0
da 30 bijaig>d; Viel...4
zi) 20
2.1.8 Variabeldefinition:
1 vete
2 rag 1 Bas
xi; = antal tonravarat = 3 korn som anvénds till fodersort j = ¢ 2 Standard
4 havre 3 Special
5 majs
Formulering med hjilp av generella beteckningar:
¢i = Kostnad per ton for ravara 7,7 =1...5.
1 Protein
ar; — Innehall av ingrediens £ = ¢ 2 Kolhydrat iravara¢,i=1...5.
3 Vitamin
ug; = Undre gréns for innehall av ingrediens &,k =1...3 i fodersort j,j =1...5.
Up; — Ovre grins for innehall av ingrediens k,k = 1...3 i fodersort j,j = 1...5.
bj = Behov av fodersort 5,7 =1...3.
d; = Tillgang av ravara 4,2 =1...5.
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min

2.1.9

€ik

24

uib; < Zakzxw < Uibj, k=1...3,j=1...3 Néringskrav
inj = by, j=1...3 Efterfragan
i=1
3
Z iy < dy, 1=1...5 Tillgdng ravaror
j=1
z;; > 0, 1=1...5,7=1...3 Ickenegativitet
; ursprungligt lager vara 1.
mangd vara ¢ kopt till normalpris i period k.
; mangd vara ¢ kopt till rabatterat pris i per 1.
maximal méingd vi far kopa rabatterat
ordinarie pris vara ¢ period k.
rabatterat pris vara i.
; enhetsvolym hos vara .
maximal lagervolym.
forviantad efterfragan vara 4 period k.
; lagerhallningskostnad vara 7.
mangd vara ¢ vilken lagras mellan perioderna.
min z = Zz 1 (Wids + zili) + Zz 1 Zk 1 VikCik
Zi=a; Y +ZTi — €1 1€1,2
ziv; <V 1€1,2
a¢+yi+2i:1mikzei]~ i€1,2,j€1,2

2.1.10 Formulering:

T

Yj
b

mingd fagel av typen 7 som fods upp.
méngd arbetskraft av typ j som anvinds (1=ordinarie, 2=6vertid).

tillgénglig arbetskraft typ j (per vecka).
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2.1.11

2.1.12

¢; kostnad arbetskraft typ j(per vecka).

d; arbetskraftsbehov (per vecka) for uppfodning av fagel typ 7.
v; lokalbehov for fagel av typ .

V' total lokalyta.

e; forsiljningspris per enhet fagel av typ 1.

max z = Yo | er; — 12 25:1 YjC;
da Y; < bj .7 €1,2
Z?:l v <V
2 3
D=1 Yi = ey Tids

a) ¢ personalbehovet dag i (méndag = 0).
x; antalet personer som borjar sin arbetsvecka dag .

mod modulo operatorn.

. 6
mnz=  Y0,a

dd Yy mear>¢ Vi€0...6

b) Vi kan fa fraktionella l6sningar. Lésningen ger en undre grins for den verkliga
kostnaden.

t; tillgédnglig mangd ravara .
a;r, méangd ravara ¢ som atgar vid tillverkning av produkt k.
z, méngd tillverkad av produkt k.
¢ forsiljningspris produkt k.
z; underskridande av onskade totala inkomster.
29 underskridande av mal for total forsiljning.

z3 underskridande av mal for forséljning produkt 1.
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min z = 0521 + 0322 + 0223
da Zi:l Trip < t; Viel...3
S ckmk + 21 > 13000
S Tk + 2zp > 1150
To + 23 > 400
Tp,2; > 0,k=1...2;2=1...3

2.1.13
xi, mangd tillverkat till pris ¢ vecka k.

yr mangd som halls i lager mellan vecka k och vecka k+1.

min z = Y k=1° Z?:l Cizik — p 22:1 Yk

da T < K Vkel...6
Top < 04K Vkel...6
T > by

Y1+ 2K > b Vke€2...6

y1=11—b
Yk = Yk—1 + T — by Vke2...5
zp > 0 Vkel...6
Yy 20 Vkel...5

Vi behover inget extra villkor fér att tomma lagret vecka 6 da varje extra producerad
enhet kostar pengar, och vi minimerar kostnaden.

2.1.14 -

2.2 Dualitet

2.2.1
a)
max v = 3y1 — 4y 4+ 2y3
da Y1 + 2y3 S 3
-2y + oy — 3ys = 2
3y + 3y — Ty3 = -3
dyp + Ay — dyz > 4

yi <0, 1y >0, ys fri
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minv = 3y; + 4y + 2y;
da v+ 6y + 3ys >
3yr. — Y + 2yz >
y1 >0, y fri, y3 >0

2.2.2 Infor slackvariabler. Substituera 3 =z — x, och x4y = ] — z,

2.2.3
a) y=(2,0).
b) zi,xs,x3, T5 icke-basvar.
C) Ty = 3,$6 =1
2.2.4
a)
max v = by +1Tv—ulw
da ATy+Iv—Iw =c
yfria, v, w >0
b) v=ct,w=—c"
c) -
2.2.5

a) = = (25/3,0,5/3),y = (2/3,0,2/3), o = 110/3
b) s = (0,5/3,0).

d Co S 14/3
e) 58/17 < ¢; < 8.

)
)
f) 17.5 < by < 46.
g) ¢, > 16/3.
)

h) z = (1.25,0,8.75), zg = 22.5.
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2.2.6
a) Ja.

¢) Anvind duala simplexmetoden, utgaende variabel 2. Inkommande = min{| —
9/(—4)|,[11/(-=3)|} = z2 inkommande. X* = (18,3,9,0,0)

d) Ja.

2.2.7 Endast dualvariabeln k forédndras uj, = uy — u,.
2.2.8 -

2.2.9
a) T = [$17$27x37x4]T
Vi har :
min [1.5 1 2 1]z
. 1 01 1 1
da [0 11 —1} xz[m]
>0
Duala problemet blir

'z max b’y
(min Az > b | primalt blir | ATy <e¢ dualt)
x>0 y>0
max y; + 0.1y
1 0 1.5
s 0 1 Y1 1
e [ Y2 } = 2
1 -1 1
y=>0

Ritar vi upp detta far vi bilden i fig 16.
Vi soker max y; + 0.1 + yo och far optimum i punkten y = (1.5,0.5).

Vi ser att alla duala bivillkor utom no 2 binder. D& det andra duala villkoret
ej binder vet vi att xo = 0.

Vidare har vi y;,y2 > 0 varfor de primala villkoren binder.
Optimala méngden ges alltsa av 16sningen till
11 1| T
01 —1| ™ |7 ]o0a
T4

= [21 :a[O.%5]+(1—a)[8:£1)-| c<a<l
Lec] Lo Lo ]
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Figur 16: Bild till upg 2.2.9

b) Vi vet att o &r en icke basvar (ty motsvarande duala villkor binder ej).

Kvar finns x1, 3, 24 med majliga baser

173 14 T3T4
[1 — 1.1
r174 ger B = (1] _}]:>B‘1:[(1] _11]:>B_1b:[_0‘1}3_40

= 11,14 €] optimal bas.

[t 1], 1 -1 1, [09]

=2=1[09 0 0.1 0] optimal bas enligt ovan.

11 L 11 1 1 _ [ 055
x3x4gerB—_1 _1]:>B —5[1 _1]=>Bb —_0.45]

=xz=[0 0 0.55 0.45] optimal enligt ovan.

Okar vi ¢; till 1.6 kan vi se i figuren att bivillkor 1 slutar att binda, varfor vi
far att 1 = 0 1 en optimal 16sning, och den optimala basen blir x3z, samt den
optimala méngden z =[0 0 0.55 0.45].

2.2.10

a) En KKT-punkt &r strikt komplementér om varje olikhetsvillkor som ar uppfyllt
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med likhet har en positiv multiplikator. Om problemet ar att

minimera f(z)
gj(x) =0,7=1,...,0 |1 p,
och (z*, \*, u*) &r en KKT-punkt &dr den alltd strikt komplementéir om

Af >0forallai=1,...,mdir g;(z") = 0.

b) En extrempunkt i en méngd X &r en punkt i X som inte kan skrivas som en
konvexkombination av andra punkter i X.

c¢) En metodik for att (huvudsakligen) berdkna en optimal 16sning till ett binért
heltalsproblem. Triadet beskriver en uppdelning av alla méjliga kombinationer
av variabelvirden. Uppskattningar och tilldgg av bivillkor styr vilka 16sningar
som genereras och undviker i méjligaste méan att generera onddiga (daliga)
variabelkombinationer.

(Tentamensuppgift 980309)

2.2.11

a) minw = 500y; + 460y, + 420y

da  y1+3y2 +ys >3

2y, +4ys > 2

Y2 + 2y >5

Yy, Y2, Y3 =0
T.ex.

y=(5,0,00" = w = 2500
y=(3,1,007 = w = 1960
y=(0,5/2,1/2)" — w = 1360

z = (460/3,0,0) — 2 = 460
z = (0,0,230) = z = 1150
z = (0,105, 230) — z = 1360

b) * = (0,5/2,1.2).

I. (Dual tillatenhet) yf+3ys+y; =8>3
2+ 4y =2
Y1 + 295 =5
y*>0. OK

II. (Komplementaritet)
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2.2.12

a)

(i +3y5+ y3—3)=0=2a7=0

x5 (2yF +4yi—2)=0— ——

z3( Yl + 295 —5)=0———

yi( 3+ 225 — x5 —500)=0=> ——
vi(3zT 4217 — 460) = 0 — 2 = 230

ya( x5+ 43 —420) =0 — 25 =105. OK
II. (Primal tillatenhet)

] + 225 + 25 = 440 < 500 OK
z* > 0. Klart

Lat yx, k € K, vara méngden av samatliga extrempunkter till médngden av
tillatna losningar i LP-dualen. Da kan vi skriva

v(b) = maxclz = min b’y = min b’ y;.
da Az <b da ATy <ec heK
x>0 y=>0

Enligt antagandet ar (sdg) yx den unika optimala extrempunkten. D& fol-
jer att funktionen v(-) &r differentierbar i en omgivning av b, och gradienten

ov(b)

00 s av (ye-)
d.v.s. element 7 i den optimala duallésningen. I kénslighetsénalysen utnytt-
jas att v(b) = c5B~1b for en optimal bas B, och att (y*)T = ¢LB™! ir en
optimalduallgsning. Formeln for skygpriset, y¥ = (c5B~1); ér alltsi korrekt.

Vu(b) = yg. Speciellt giller att den partiella derivatan

Om gy« inte &r den enda optimala extrem punkten &r inte v() differentier-
bar i punkten b. Om vi &r intresserade av att finna det korrekta skuggpriset
for villkor i maste formeln i a) fordndras. Intressanta blir nu alla de ectrem-
punkter y; som ger virdet v(b) (de aktiva extrempunkterna). Det korrekta
skuggpriset ar da en riktningsderivata av v(-) i b med avseende pa en 6nskad
forandringsriktning 9:

o (b; 6) = %1%(@(“ 18) — v(b)).

(I de fall d& v(-) &r differentierbar i b giller att v'(b;6) = 67 Vu(b), vilket
betyder att anvindandet av riktningsderivatan vid hdrledningen av skuggpriset
ar det mest generella och &r alltid korrekt.) Om vi speciellt soker skuggpriset
for villkor ¢ later vi § = &,; := (0,0,...,0,1,0,...,0)T dir bara element i
ar nollskilt, om de &r en 6kning av hoger ledet vi undersoker, medan vi later
§=0_;:=(0,0,...,0,—1,0,...,0)T om vi vill underséka en minskning. Detta
ar en viktig observation: om inte v(-) dr differntierbar &r inte sékert v'(b; 04;) =
—v'(b;0_;) eftersom hoger- och vénsterderivatorna inte sammanfaller, och vi
maste alltsa skilja mellan dessa fall.

For konvexa funktioner (som v(-) &r ett exempel pa) giller formeln v'(b;6) =
max{§7¢|¢ € du(b)}, diir Av(b) dr mingden av alla mdjliga lutningar hos v(-)
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2.2.13

i b (de sa kallade subgradienterna). Speciellt fas att

v'(b;0+:) = max{(yy); |yk~ dr en optimal duallésning}.

alltsa det storsta viardet som

dualvariabeln y; har i nagon optimalldsning.

Notering: Vi kan ocksa, mer informellt, i det duala problemet se att om yg« ar
unik géller det ocksa vid sméa foérédndringar av b (lutningen hos méalfunktionen)
medan om fler &n en extrempunkt y, ar optimal fér nagot b férandrar kanske
z* mer oforutsigbart. Detta ger en annan bild av differentierbarheten av z*.

(P) maxz=6x; — 1225 + 203

da 4$1+8$2+10$3+ $4§60 | y120
3$1+4$2+ x3—2x4220 | y2§0
X1, X2, Ty 2 0
T3 S 0
(D) minw = 60y1 + 20y2
dd 4y, +3y2 > 6 | 1 >0
8:(/1 + 4y2 2 —12 | To Z 0
10y1—|- y2§20 | $3S0
Y1 —2y2 >0 | 242>0
Y1 20,92 <0
1.5
4y1+3y226
1
8y, +4y,>-12
0.5r y,-2y,20
0
-0.5-
-15-
10y1+y2s20
= T1s ) -05 0 05 ] 15 > 25

Figur 17: Bild till upg 2.2.13

Optimum i (D): y, = (3/2,0)", w,

=90
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2.2.14

2.2.15

Komplementaritet ger: zo = 23 = x4 = 0 (ty slack i duala bivillkoren (2), (3)
och (4)), och att 4z; = 60 (ty y1 # 0). Den primala optimallésningen &r alltsa
z, = (15,0,0,0).

Kontroll av primal tillatenhet ger att samtliga optimalitetsvillkor &r uppfyllda.

Antag att x1,...,x,, ar startbas. Infor ett extra bivillkor
n
Z Zg > M, M < 0.
j=m+1
Lat s vara slackvariabel i villkoret. En baslosning ar (z1, ..., Zm,, s). En dualt tillaten
baslosning skapas nu som f6ljer: vélj som inkommande basvariabel z;-, dar j;« €
arg min{¢;[j = m+1,...,n}. Om ¢j» > 0 &r den nuvarande basen redan dualt
tillaten, annars viljs s som utgaende basvariabel. Nya reducerade kostnader ar 0 for
L1y ..oy T, G — Cj» (< 0) fOr Tppyr, ..., xn och —¢;« fOr s, och alltsa géller att den

nya basen dr dualt tillaten.

Detta &r ekvivalent med stora M-metoden. Det framgar till exempel genom att
studera dualen till det nya problemet.

[p]  minimera f(z) :=c"z

da Az =b 1=(1,1,..., )T
172 < M
>0
har ett dualt problem som &dr ekvivalent med LP-problemet.
[D"]  maximera ¢(y,a) := by — Ma,

da ATy —1a <cg,
a>0
och de tva pivoteringarna ér dualt ekvivalenta, ty att prirotera in a i [D"] s& att
hogerledet (¢) blir positivt dr precis detsamma som att pivotera ut s i [p/].

a) Om z uppfyller Az > b och 8 > 0™ foljer att STAz > BTb. Alltsa ir den
tillatna méngen i [p(B)] storre an i [p], varur olikheten foljer.

b) Optimalitetsvillkoren for [p| &r:

Ax <b
x> 0"

T(Az —b)=0
27T — )~ 0 ()

ATy > ¢
y > 0™
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Motsvarande for [p(8)] ar: /7 dualvar/
pT Az < 67b
x>0

7 (BT Az — 8Th) =0
2T (ATBr —¢) =0 ()

ATpr > ¢
T™>0

Lat (x*,y*) 16sa (x). Satt 5* = y* och 7* = 1. Det &r latt att se att (z*, 5%, 7%)
l6ser (*x). Speciellt géller alltsa att =* 16ser [p(8*)], varur likheten foljer.

2.2.16
a) [D] minp(y) = biyr + bsye + b3 ys
da ¢ ATy + Afye + >0
Al + A%y > ¢
Y1 2> 0,92 < 0, ysfri
b) fi < f* < ff. (Okning av by ger storre tillaten méngd, medan Skning av by
ger mindre tilldten méingd. Okning av bs kan ge nagot av dessa fall, men det
beror pa data A och b.)
2.2.17

a) Duala till (P) &r

max w = 240y; + 60y,
2y1 + 23/2 S 100

di 6y1 + y2 < 100 (D)
10y, < 100
Yy, Y2 =0

Geometrisk 16sning av (D) ger: y. = (10,40). (Men detta behdvs inte. Vi
hérleder den l6sningen nedan.)

For att verifiera att x, = (12,36,0)” utnyttjas de tre optimalitesvillkoren i
LP.

Primal tillatenhet: 2z; + 6z9 + 10z3 = 240 OK
2331 + Zo =60
1> 0,20 > 0,23 =0
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Komplementaritet: y; - (221 + 622 + 1023 — 240) =0 o
Yo * (2.’1?1 + 29 — 60) =0 11
(
(

1 (291 + 22 — 100) = 0 i
T 6y1 + Y2 — 100) =0 v
x3 - (10y, —100) =0 v

2y1 + 2y = 100
6y + yo =100’
Du tilldtenhet: aterstar att kontrollera:

10y; < 100 ok
y1,92 >0  OK

Alla optimalitetsvillkoren uppfylls tillsammans med den (unika) duala opti-
malllésningen y, = (10, 40)T.

ger ur iii och iv att dvs. y; = 10, yo, = 40.

b) Med utgangspunkt fran den optimala duala optimalldsningen utnyttjas opti-
malitetsvillkoren for att finna samtliga x, som satisfierar dem.

v, = (10,40)" uppfyller de tre linjéra bivillkoren i (D) med likhet, s iii - v
ger inget. Ur i - ii fas (y, > 0!):

2(131 + 6%2 + 10.1'3 = 240 PN T = 12 + T3
2(131 + 22 =60 To = 36 — 2$3

Primal tillatenhet som aterstar att lagga till &r x > 0, vilket ger att x3 = 18
maste gilla.

Samtliga optimalldsningar ges alltsa av:

12 1

eo=136 | +t-| -2 |, o<t<is
0 1

2.2.18 Betrakta problemet (P) " or u b,
2. etrakta probleme da uTA<0,
min 0,
Med dual (D) da Az =b, (P)har alltid en tillaten 16sning, ndmligen nollvektorn.
x>0,

2.2.19

2.2.20

Om det finns en losning till (P) med u”b > 0 sa &r (P) obegrinsat ty om u &r en
16sning &r dven 2u en losning. I detta fall saknar (D) en 16sning da primalen ar
obegrinsad. Om en obegrinsad l6sning till (P) ej existerar vet vi att (P) har en
begrénsad 16sning (nollvektorn) och darmed vet vi dven att (D) har en begrinsad
16sning. Darmed vet vi att exakt ett av systemen har en l6sning.

Fas I: optimal 16sning y = (0,0,2)" s = (0, 3,2)”. Fas II: Ingen utgiende variabel
= obegréinsad 16sning i dualen = primalen saknar 16sning.

a) cl'z < (ATy)Tz = yT Az = (Az)Ty < by
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b) D4 y #r tillaten i (D) s vet vi att for alla z tilldtna i (P) géller cTa < bTy.
Om vi har ¢z = b"y sa vet vi att det inte kan existera en béttre 16sning till
(P) varfor z ar optimal.

c) y7(b—AZ) = 0 medfor 57b = y* AZ) och 7 (ATj—c) = 0 medfor att 27 ATy =
zTc. Da z7 ATy = 4T Az har vi den 6nskade likheten.

d) D& Z och 7 ar ickenegativa vet vi att for tilldtna losningar har vi att ¢’z <
gt Az < y''b. 'z = by forutsitter strikt likhet i dessa olikheter varur de
onskade uttrycken foljer.

2.2.21 Problemet

max 2z = CT.I

da Az
T

b
0

AV

har dual

min w = bly
da ATy > ¢

Om vi har en optimal bas s& har vi 2, = B~'b och z, = 0 Viljer vi y! = ¢, B~1 sa
vet vi att y'b = ¢, B~'b varfoér primal och dual har samma malfunktionsvirde. Da
basen dr primalt optimal har vi att ¢ — ¢, B~tA < 0 vilket medfér att ¢ < ¢,B™1A =
yT' A varfor vart val av y ar dualt tillatet. Y #r nu dualt tillaiten och har samma
malfunktionsvirde som en primalt tillaten 16sningen varfor vi har ett optimalt par
av losningar.

2.2.22
a) Dualen blir
(P) max w = Yo
da B — y2 =2 0
B+ oy < -1
Y > -1
B+ Y <2
b) Optimal dual 16sning blir y = (—0.5 — 0.5)
c¢) Duala bivillkor 3 och 4 binder ej vilket ger oss att 3 = x4 = 0. Bada de primala
bivillkoren binder (nollskillda dualvariabler) vilket ger att x = (—0.50.500).
2.2.23
0 0 1 2 3
ayz=B"%=[1 0 2 2 | =1 8 | >0= tillaten
0 -1 1 3 1

b) Tillhérande duallgsning y* = cEB~! = (0,0,2) ar ej tillaten.
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2.2.24

2.2.25

2.2.26

c) Baslosningen ar ej optimal, ty tillhorande duallosning &r ej tillaten.

a) y=cpB™1=(2,0)"
b) ¢ =1 = ej optimal langre

c¢) Skuggpriset talar om hur mycket malfunktionsvirdet dndras vid 6kning av ett
hogerled. Valj bivillkor 1 ty y; =2 > yo = Aby < —8.

d) €% =1 = ej optimalt = 1at x4 vara inkommande. Ny 1sning z* = (4 4)T,
z* = 20.

T9 110
a)zp=| 3 |tyBB!=TomB=| 230
ZTg 211
1 3 1
cp = 3 CN = 0 rp = 1 Z:4, yT:CEB_l = (—3,2,0)
0 0 3

& — cEB™IN = (7,3, —2) = ej optimal. z; inkommande, z, utgiende.

6

T
b) Duallésningen fas mha komplementaritet, y? = (5’ 5) . Primall6sningen

och duallésningen &r tillatna = x dr optimal.

a) z =28, xp = (3, 51, Ss)T = (4, 16,2)T, Ty = (71,72, SQ)T
y" =cEB™' =(0,2,0), ey = (3,2, -2)
71 inkommande, s3 utgdende = ny lésning (2/3, 0, 14/3, 44/3, 0, 0)T, 2 = 10

b) Ja, ty 7 = (0 1 1) dualt tilliten. Primalt tillaten, dual tilliten samt komple-
mentaritet uppfyllt = optimum.

c) z*=(1-Nz' + 2?0 < X< 1dirz! =(0,1,3)T 22 =(2/3, 0, 14/3)%.

2.2.27 Dualvariabeln far vardet 1.

2.2.28

a) " =(1, 1, 0)T, 2* =5

b) -
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c) z* primalt tillaten y* = (1, 1)T dualt tilliten = z* optimal

d) z* optimal om 2¢; > ¢3 > ¢; och 3¢; — 2¢p < 4

2.2.29
max Ala
MN=MA4+¢ k=0,1,...,N—1
da M=% (med ¢q = dy = 0)
A > —dl, k=1,2,...,N (Anm: dy > 0 ndédvindigt)
2.3 Simplex
2.3.1

a) Pa matrisform med slackvariabler s, so far vi

minz = ¢’ x
da Az =0b
x>0

med ¢’ =[-1 2 0 O],bz[i],xz[xl Ty S1  So)

2 1 -1 0
A‘[1—1 0 1]'

Da ingen uppenbar bas finnes 16ser vi fas I med en artificiell variabel tillh6rande
bivilkor 1. Vi far problemet

max & 2

da Az = b, >0

med ¢"=[0 0 0 0 0 1]
A:[A\[(l)],a%:[xl Ty S S2 9]

Vi har den uppenbara basen s,, q.

Denna bas ger oss B = [ (1) (1) }

Med reducerad kostnad ¢ far vi
¢=¢—¢gB A

=0 0 0 0 1]—[0 1][0 1”2 1 —10 1

10 1 -1 0 1 =[-2 -1 1 0 0]

Inkommande blir z;.
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01 2 1 - 1
: = _ —1 A1 — _ _ —17
Vi berdknar y = B~ A —[1 0][1]—[2}sam‘cb—3 b—[l].

bi

i

Vi far utgdnende som argmin; ;. o— = 2

Den andra basvariabeln (a) blir utgaende. Vi har nu en tillaten bas z1, so.
a ar icke-basvar = ¢ = 0 — vi ar klara med fas I.

Ater till fas IL

) 2 0 _ 1 0
Varbasx1,82gerossB=[1 1],052[—1 0],31:%[_1 2]

Vi berdknar reducerad kostnad

d=c —cEB A=

=[-1 2 0 0] —[-1 0]%[_11 g”f _11 _01 (”2[0 25 —05 0]

Detta ger oss att s; blir inkommande, ty s; har stérst negativ reducerad kost-
nad.

1 - _1
Viberéknary:BlA“:—[ 1 O][ 1}:[ 2]

21 -1 2 0 :
. 1f1 071 1
_ -1y _ - — 2
IR
min ratio ger utgaende argminiyyp()% = 2 Var andra basvariabel, s5 blir utga-

ende. Ny bas blir z1, s;.

Beridkna reducerad kostnad
(2 =11, [0 1
(B_[1 O]B _[—1 2])

c=c—cyB'A=[-1 2 0 0]—[-1 O][_Ol ;H? —11 _01 (1)]

¢=[0 0 1 0 1].¢>0,dvs basen ar optimal.

Basvariablernas varde blir 1 =B 1p= 0 1 1 = 1
$1 -1 2 1 1

Kontroll!
Insédttning ger
201+ 29— 51 =2+0—-14+0=1 OK!

$1—$2+82:1+0+0:1 OK!
z=cEBh=-1

b) Berikna reducerad kostnad (varning for férvirrande c!)

- 0 1][2 1 -1 0
c—chB'A=[c 2 0 0]-[c 0][_1 2H1 1o 1]

c
c=10,2+4+¢,0,—c|

153



Viser att ¢ > 0 for —2<¢<0.

Foregaende bas ar dérfor optimal for —2 < ¢ < 0.

2.3.2 Infor slackvariabler x3, x4, x5.

2.3.3

2.3.4

2.3.5

2.3.6

2.3.7

2.3.8

2.3.9

2.3.10

2.3.11

b) Punkt respektive basvariabler: (0,0) = z3, 24, x5; (0,2) = z9, 24, 23;(2,2) =
x1, %9, T4; (14/3,2/3) = x1, 22, 5.

¢) zo inkommande och z3 utgaende.

a) r=(8,6,24,0),z = 32
b) Ny lésning z* = (4,0, 8, 2).
¢) Obegransad 16sning = = (8,6,24,0) + (2, 3,8,1),t > 0,z = 32 — 10t.

Basvar: (x1,z4,76) = (2,10, 6)

Substituera xy = x5 — 7, , bida dessa variabler dr positiva. Multiplicera bivillkor 3
med —1. Infor artificiella variabler och minimera summan av dessa.

Multiplicera biv. med -1. Inf6r artificiella variabler och dito malfunktion. reducerade
kostnaderna ar optimala i startlosningen.

T.ex. x = (5,0,2,0)
Anvand 7z; + 5z, som malfunktion och kolla optimala vérdet.
Optimall6sning (z1, z2, x3) = (4,1, 2) med vérde 11. Ej unik 16sning.

Alternativa optimala extrempunkter z = (0,1), 2 = (56/17,45/17).
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2.3.12
a) y1 = —2.5,y2 = 0,y3 = 32.5
b) ¢ > 22.5

C) C3 S 27%

2.3.13
a) 4 S Co S 12.
b) 6 < by < 14

c¢) Aktuell 16sning optimal ty reducerade kostnaden 0 f6r den nya variabeln. Mul-
tipla losningar finns.

d) o* 12y =4.2,29 = 3.2, 2 = 40.2.

2.3.14
a) ¢y < 26
b) c3 > —3/5.
¢) Optimallosningen oforéndrad.

$1+4.’L‘2+2$3—$4§9

Vilken blir det modifierade problemets optimallésning?

2.3.15

a) Nuvarande optimallésning:

0 1/2 1/2 2 5 0
zg=B =0 0 1 71=13]. ™=b+]0
1 —1/2 3/2 3 3 1
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5 1/2 51/2

gerzhY =B N = |3 | +| 1 | = 4 |. Eftersom XJY > 0 ar
3 3/2 41/2
XZY optimal. Funktionsvirde:
51/2
VY = LY = (-2,-1,0) 4 = —15.
41/2

Foréndringen dr —15 — (—13) = —2.

Skuggpriset for bivillkor 3 &r virdet av dess dualvariabel, dvs y5 = —2 (hela
den duala vektorn ar (0,—1,—2)7)/ Skuggpriset anger just den marginella
fordndringen av det optimala malfunktionsvirdet vid en férédndring med en
enhet i ett hogerled, varfor de tva storheterna ar lika.

D& ¢, forandras kommer de reducerade kostnaderna att foréndras:

cn =ch —cEB7'h = (1,2); med c¥¥ =cp+(0,4,0)"
fas darfor ( ) =k = (BB ' =¢"N - (0,4,0)- B™'b
(1,

=(1,2) —4-(0,1) = (1,-2).
Eftersom Zs, < 0 &r inte xp langre en optimal bas. Om s3 inférs i basen (obs:

ny malfunktionsrad: [10001 — 21]) fas s som utgdende. Efter en pivotering
fas % = (r2,71,53) = (4,1,2)T och z* = —5.

Beridkna dess reducerade kostnad givet den aktuella optimalbasen:

2
G3=c3—cpB ' a®>=-2-0,-1,-2]| 0 | =2>0.
1

Eftersom det dr ett minimeringsproblem tjénar vi inte pa att dka x3 fran noll.
Den nya aktiviteten paverkar inte optimallGsningen.

2.3.16 Ligg till slackvariabler. Detta ger 10 variabler och 4 bivillkor. 4 av 10 kan véljas pa

2.3.17

2.3.18

210 olika satt.

Fas-1 problemet:
minimera w = a

—x1 + 319 + 51 =3
T+ Xo —S9ot+a=25
xi, X2, S1, S2, G/Z 0

= (3,2)7;z* = -8,
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a) Efter inférande av slackvariabler dr problemet ekvivalent med problemet att

minimera f(z) := —z; + 229 + x3
da 2$1+ To — l'3+81 =7
-1 + 2$2 + +3l’3 — S92 = 3

x T2, X3, S1, S2 Z 0

Ett Fas-1 problem skapas genom tilligg av en artificiell variabel i det andra

bivillkoret:
minimera h(a) :=a
da 2.’131+ Tog — T3+ 81 =7
—$1+2.’L‘2+3.’E3 —32+a:3

Ti1, T9, To, S1, S, a >0

Startbas: s1, a.

z* = (24/5,0,13/5)"; 2" = —11/5

b) Skuggpriserna ges av de optimala virdena hos variablerna i motsvarande duala
problem. Tecknen hos dem dr < 0 respektive > 0, och deras numeriska virden
(sdndr som pa tecken) aterfinns som reducerade kostnader hos slackvariabler-
na. Foljaktligen dr y* = (—2/5,1/5). Om nu 3 ersitts med 3 + € i hogerledet
for bivillkor tvd kommer det optimala virdet férdndras med €/5.

2.3.19
a) Efter tilligg av en slackvariabel s;) fas:
min z = 3z1 + 2x9 + 23

da 2.7)1 +$3—$1:3
2.7)1 + 2.732 + I3 =5
Z1, T2, I3,S51 Z 0

for att identifiera en tillaten baslésning, 16ses férst Fas-1 problemet att mini-
mera w = a1 + as

da 2$1 +$3—81+a1:3
2$1+2(132+$3 +a2:5
Zi, T2, I3,S51 2 0

r, =(0,1,3)", 2, =5
En alternativ optimal extrempunkt ar

z, = (0,0,5)", 2z, = 5.
Samtliga optimallésningar ges av méngden.

{z € R3/z = \(0,1,3)T + (1 — X)(0,0,5)T for nagot X € [0,1]}.
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2.3.20

a) y3 = 1. Giltighet:

0 5 1/2
B—leYzB—l(b+ A ): 3l+al 0 |>o0
0 3 —1/2

< A€ [-10,6] by €[-3,13].

b) Aby = 8 > 6. Nuvarande bas B &r optimal men otillaten. Duala simplex
aterstaller tillatenhet.

Nytt optimum: z* = (3, 8)*; z* = 19. Forandring i Az = 6.
c¢) I den nuvarande basen har x3 den reducerade kostnaden

1
G3=c3—csB'a®=c3—(0,1,2) | 1 | =¢c3— 3.
1

For att z* skall 6ka maste ¢3 > 0 galler, d.v.s. c3 > 3.

2.3.21

a) Efter tillaggs av en slackvariabel fas:

min z = —4x1 — 2x9 — 423
da 2$1—$2+ .Z'3+$1:20
.Z'1+CC2+2$3 =20

X1, T2, T3, S1 Z 0

Fas-1-problemet:

minw = aq

da 2371—.’172+ T3 + 81 =20
$1+$2+23}‘3 +a1=20
T1, Ty, T3 Sz, a1 >0

Optimum: (z7, x5, x3) = (40/3,20/3,0); z* = 200/3.

11

b) xB:(Sla-x?))T_)B: [0 9

:|:>B$B:b<:>51332|:18:|

BTy:cB@y=[_02];

iy 2 -1

(—2,0) = z; inkommande.

3/2
1/2

10

Ba, =a; & a; = [ :| = min{m, 11/—02} = 23—0 = S utgéende_
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2 1

xB:($1:x3)T:>B: [ 1 92

:|:>B$B:b<:>51332|:

s ]

—4/3 | . -1 1
T, _ _ AT T N (L N _ _
By=cusy=| Jy)5 ik = d-um = 2044 | ]
(_2:4/3)

Dualen ar:

max v = 20y; + 20y,

2y + yo < —4  uppfylls

-1+ Y2 < —2 uppfyllsej <
Y1 + 2y, < —4  uppfylls
y1 <0 uppfylls

da

2.3.22
a) Betrakta problemet

min z = 2x; + X9

3$1 + 2(E2 Z 3
da i) S 1
Ty, 220

Skriv pa standardform med hjilp av slackvariabler s; och sy

min z = 2z + o

3$1+23§‘2—81 =3
da To+ 5o =1
T1,T2,81,52 2 0

Infér en artificiell variabler i bivillkor 1 for att 16sa fas-I problemet och hitta
en tillaten bas till fas-II.

minw = a;

3x1+2x2—51+a1=3
da To + So =1
X1,T2, 51,5201 2 0

Optimal punkt:z; =1/3,20=1,2=5/3
Kontroll! Satt in ¢ ursprungsproblem.
Bivilk. 1 321 +22=3-1/34+2->3 OK

Bivilk. 2 zo= 1>1 OK
T1,T2 Z 0 OK
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b) Titta pa dualvariablerna till problemet

min 221 + T

da 3z +2x9—5,=3
T +s5,=1
x1, %2, 81,82 2 0

Den optimala basen var x1, 2, = basmatris B = [ g ? ]

1/3 —2/3
0 1

1/3 —2/3

= Bl = y=c4B =2 1][ A }:2/3—1/3

Detta ger att da vi dndrar hogerledet med o [ ; ] dndras mallfunktionens

1 . .
virde med y « [ 9 } = 0, under forutsittning att vi ej byter bas.

Hogerledet med bas

et =[] o [2]) =[] o 2

Vi ser att B~1b(a) > 0. For —
da vi far kraven

for a < —% blir problemet o0l6sligt

fér o > 3 far vi en ny bas.
Satt o = 1 och 16s grafiskt
min z = 21 + x»
di 321 + 225 > 3+ 1(—1) = 2
3

Ty <1+41-(2) =
.7)1—.%‘2:0

Ur grafen i fig 18 ser man att nybas blir zo, s d& dessa &r nollskillda. Vi gor
samma berdkning som tidigare

20 L 11 0
B_[1 1};’3 _5[—1 2]

y=dp =i ag| L )] =np o

Kostnadsforandringen da vi dndrar « blir ddrmed [1/2 0o ; } =1/2c

Viharl_)zB_lb(a):%[_ll g:|(|:?:|+a|:;:|)=|:_%:|+a|:
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35

X, < 3

3
25

2 | -

N 15
Optimum
1L P
Gradient
0.5
3x1 + 2x2 =2
0
_05 1 X& 1 1 1 1 1 1 J

-0.5 0 0.5 1 15 2 25 3 35 4 4.5

Figur 18: Bild till upg 2.3.22

B 'b(a) > 0 for @ > 3 och basen s, s, &r dirmed optimal for o > %
.. 1 e T =1 3 1 3 (0%
z(a) for a > = ar ¢y B b(a) — [1 O]( 2 | +al % ) =" 4=
3 2 2 2 2

Darmed har vi

a, a<—3
z(a) =< 5/3, 1—% < aﬁ%
3 a
+§, §<O{

2.3.23
Fas I: Infor slackvariabler sq, s, s3 > 0 och artificiella variabler ¢, as > 0.
Minimera w = a1 + as.
Startbas: s1,a1,a9; w=7
Basbyte: si,a1,21: w=>5/2
Basbyte: s1,x9,x3; w = 0. Red kostn. > 0.
Byte till fas II: maximera z = x; — 3z5
Startbas: s1,x9,21; 2= —1
Basbyte: s3,x9,21; 2z =0 Red kostn. < 0.
z, = (3,172, =0.

2.3.24 Infor artificiella variabler i villkor 1 och 2. Lés fas I av simplexmetoden = w* = 2
= tillaten punkt saknas.

2.3.25 z* = (2,0,0), 2* = 10.
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2.3.26 Det krivs 4800 platar, exempelvis 1800 av nr 1 och 3000 av nr 3 (alternativa losningar
finns).

2.3.27 Infor artificiella variabler och tillaimpa simplex fas I. w* =1 > 0 = systemet saknar
16sning.

2.3.28
a) =¥ = (15, 0, 0, 5)T = 2*=15
b) Ur optimaltablan: y* = (2, —1)T. Verifiera primal och dual tillaitenhet samt

stark dualitet.

2.3.29 Formulera pa kanonisk form:

—2331 +4$2 +2.T3 —+381 =1
Ty —T2 —T3 “+ao =1
T —21133 —S3 “+as 4

0

x1, T2, T3, S1, 83, A2, 43 2

Malfunktion Fas I: minw = ay + a3 = 5 — 2z + o9 + 323 + S3
Iteration 1: inkommande x;, utgaende ay

Iteration 2: inkommande x5, utgaende s,

Optimum, men w* = % > (0 = tillaten 16sning saknas!

2.3.30 Fas I: 2 iterationer ger z = (3, g)T Fas II: 1 iteration ger z = (2,3)7.
2.3.31

a) Vi lagger till villkoret 4z — x5 + 2x3 = 7 och hittar en tillaten 16sning m.h.a
simplex. Detta ger z = (2, 1,0).

b) z = (0,9,8)

pasn 5[ ] wmum [ 1] [ 41258 g

Anviind duala simplex for att hitta en tilliten 16sning. z = (0, 2, 34)”

2.3.33

a) Skuggpriset ar 3 och ar giltigt for hogerled mellan 4 och 6.

b) z* = (1, 4)T
2 0
c)rr=A|3|+0=XN]1], 0<A<1
0 2
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2.3.34 -
2.3.35 -

2.3.36 -
2.4 Ovrigt

2.4.1 z=(0,0,0,5), 2 = 3500,
2.4.2 1 =(0,4) eller x = (32/7,12/7), z = 24.

2.4.3 ¢3<5,¢, < 8.

2.4.4 Det finns (g) = 10 baslosningar. Av dessa ar 6 tillatna. En ar 1y = 29 = z3 =

0,s1 = 5,5, = 6 (tillaten) e.t.c

24.5 -
2.4.6
2.4.7
b) z' =(0,3/2),2% = (3/2,1/2).
c) x=X0,3/2)+ (1 -X)(3/2,1/2),0< A< 1
2.4.8
b) = (2,4) + p(1,0),u > 0.
2.4.9
a) T.ex. minz = x
b) T.ex. minz = —14
2.4.10
a)
minimera d’ z.
da Az >b
T <z
x> 0"

dar z* ar en godtycklig optimalllosning till ursprungsproblemet.
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b) z* &r en optimalllosning till LP-problemet om det finns en dual 16sning y* € R™

s& att
~ Ax* >0 . s
i) o> o } Primal tillatenhet.
. Ayt <c e
ii) e } Dual tillatenhet.

(y*)"(Az* = b) =0

(@) T (ATy* —¢) =0 } Komplementaritet.

i)
Antag att (z*,y*) uppfyller i) - iii). Fran i) - ii) fas svag dualitet:bTy* < cT'z*
Fran iii) fas att
biy* = (y*)T Az* = c'z*, d.v.s. stark dualitet. D4 maste z* l6sa primalen och
y* 16sa dualen, eftersom b7y = Iz giller for alla tillatna par (z,y) [foljdsats].

Antag att z* ar en optimall6sning till vart LP-problem. Speciellt &r da i) sann.
Angtag att x* dr en optimal extrempunkt. Till den finner da en motsvarande
optimal baslésning (zp,zx) > (0,0). Att denna &r optimal innebér att ¢’ :=
' — ¢cEB 1A > 0T. Fér z-variablerna fas sirskilt, med (y*)T = ¢LB!, att
el =l — (y)TA > 07, dvss. ATy* < c. For slackvariablerna fas att ¢l =
07 — (y*)TI > 0T, d.v.s. y* > 0. Alltsd ar y* := (c5B )T tillaten i dualen,
sa for (z*,y*) ar ocksi ii) uppfyllt. Aterstar iii). Fran svag dualitet: b7y* <
(y*) ' Az = (a*)TATy* < T'z*. Vi har ocksd c¢''z* = chag = c5B~'b = by,
dvs stark dualitet. Likhet ovan ger iii). Klart [Om z* ej extrempunkt gors
oraxx. for en konvexkombination av optimala extrempunkter.|

2.4.11
a) tillagg av slackvariabler och en artificiell variabel (bivillkor 1) ger Fas-1-problemet.

minimera w = a

da 2$1+1’2—$1 +a=2
—Z1 + T2 + So =1
Ty, X2, 81,52, a>0

med optimal l6sning
¥ =(1/3,4/3);2* ="7/3

b) Motivering: Vi kan tolka minimeringen av ¢’z som valet av det ligsta virdet
av z = ¢’z = cLkzp = c5B7'b 6ver alla tillatna baslosningar B. Fran den
starka dualsatsen vet vi att y* = (c5B™1)T &r en dual optimal 16sning for
ett optimalt val av B. Si om y* dr unik kan vi skriva z* = minc’z = bTy*,
vilket anger virdet av z* som funktion av b. Skuggpriset for bivillkor ¢ ar y;,
vilket ocksé fas ur z*(b) = b’y* som en partiell derivata, 9z*(b)/0b;, da den
existerar. Den reducerade kostnaden for en slackvariabel s;, i ett >-villkor ar
Cs; = 0— (c5B™)(—e;) =y, dér e; dr den i:te enhetsvektorn, dvs ¢, dr precis
skuggpriset for bivillkor 4.
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2.4.12

2.4.13

a) Los LP-problemet med mélfunktionskoefficient ¢? + \,, didr p = C' — C?, och

16s forst for A = 0.

Givet optimalbasen B bestdms det hogsta virdet for A for vilket optimalitet
bibehalls: vi skall ha

(C% +2pw)" = (Cp+ App)' BTN <0 &
Apy —ppB 'N) < —(C¥ = CFB'N).

Av intresse dr de i for vilka (p}, — pEB7'N); > 0. Vi far:

5 = min { (Cx —C B™'N);
- (py —ppB~'N);

3
Det index 7 som ger min motsvarar den inkommande basvariabeln vid besbytet
som sker da A > A. Om inget index ¢ finns betyder det att basen ar optimal for
alla A > 0, annars pivoteras till en ny optimal bas ar nadd, varefter forfarandet

upprepas fran nista aktuella virde av A()).

vk — PEB~'N): > 0}.

Kompromisslosningarna bestar av de optimala losningar som passerats da A
har &ndrats fran 0 till 1.

Geometrisk 16sning ger att

o = {g] for X € 0,1/2]

o = {Z] for A € [1/2,1]

I en baslosning (xg, zy) géller att
BXp+NXy=b< Xp=B""9— B 'NXy. Omz;(j € N)
okar fran noll fas déarfor att

o= e
0 6j ’

. .. .. _ _1 .
diir a; ar kolumn j 1 N och "pj:{ B a]}

e; or den j:te enhetsvektorn €;
I baslosningen giller ocksa att den reducerade kostnaden ar
Cy =C% —CgB™'N.
Vi har nu att
C"pj = (Cp,Cn)" pj = —CpB ™ a; + Clye;
=C; - CEB 'a; = C;.

Att vilja minsta virdet pa C_’j ar alltsa detsamma som att vilja minsta virdet
av Pj-
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b) Inkommandekriteriet &r skalningsberoende, och beror till exempel pa ldngden
hos varje halvlinjes riktningsvektor p;. Ett skalningsoberoende matt ar i stillet

CTp,
min { P }
jeN Ul
2.4.14
a) Se sats 6.1, sid. 150 i Nash & Sofer.
b) Se sektion 5.3.4 i Nash & Sofer.
c) (=) trivialt
(<) Antag att det finns en 16sning till olikhetssystemet som uppfyller Z a;;xT; <
j=1
b;, for nagot i. Adderas olikheterna till varandra fas da att Zzaxijl‘ij <
i=1 j=1
Z b;, vilket &r en motsigelse.
i=1
2.4.15 Lat

t

fla)=max {[f(t) - ijfj(t)l}

fu(z) =max {|f(t) — Zfﬂjfj(t)l}

teTm,

dér Tm = {tl,tg, ce ;tm}

a) Eftersom T, dr en delméngd av T &r
fu(z) < f(z) = (P') dr en relaxering av (P). Lat vidare £, vara en optimal-
16sning till (P') och p optimalvéirdet i (P).

3

fu(@r) =<p < f@r) = max{[f(t) = > _ &1 f;()[}

teT
7j=1
b)
min zg

( n
mo+ Y wifilt) > f(t:)  i=1,2,...,m

j=1

(P") da< -
vo— Y aifilt) > —f(t:) i=1,2,...,m

j=1

. Ty 2 0
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(D”) da ¢ Z(,U'z_vz)fj(tz):o j:1,2,...,n

i=1

L Wi, v; >0 1=1,2,...,m

Eftersom det inte 16nar sig att ha bade p; och v; > 0, sd kan vi inféra \; = p;—v;
med | ;| = v; + p;. Vi far foljande maximeringsproblem:

m

maXx Z /\,f(t,)
i=1
m
Z il <1
da¢ H
i=1
d) -
2.4.16
a) Ger ej otillatenhet.
b) Ger ej otillatenhet.
c) Kan ge en otillaten 16sning.
d) Kan ge en otillaten 16sning.
e) Ger ¢j otillatenhet (under forutsittning att man valt en annan tilldten horn-
punkt).
2.4.17

min b7\

a) s ATA > ¢

max br{)\l + bg)\Q
A’{l)\l + AglAQ S C1
da A’{Z)‘l + A%;)\Q = C9
)\1 Z O, )\2 fri
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2.4.18 Maximera malfunktionen 7z, 4+ 5z under de givna bivillkoren (utnyttja exempelvis
grafisk 16sning). Vilken slutsats drar Du med tanke pa det optimala méalfunktions-

2.4.19

2.4.20

2.4.21

2.4.22

2.4.23

2.4.24

viirdet?
a) (0,3), (2,2), (6.5,1.5), (4,4)
b) (=3,0), (0,3), (1,4), (6.5,1.5), (8,0), (4,—1), (0,0), (4,4)
c) (0,3), (6.5,1.5), (4,4)
d) (0,3), (4,4)
e) (0,3)

Maximala vinsten blir 440000. Den erhalles genom att exempelvis tillverka 100 ra-
dialdéck och 500 stalradialdéck (alternativa l6sningar finns).

max ¢
da —t + ry + i) Z 0
-t + 2.T1 - T9 Z 0
ry + 3.’1)2 S 4
— 21 + =z <1

tfri; 1 >0; 20 >0

a) w* =3 > 0 = tillaten l6sning saknas.

b) Om en sddan variabel blir inkommande (positiv) si blir fas I malfunktionen
positiv = Otillatet

Skapa problemet

max 5z, + 4zo

da T, + ) Z 3
r1T — To = 1

2371 + i) S 11

I y ) Z 0

Om optimala losningen &r storren &n 35 var bivillkoret ej redundant. Bivillkoret ar
redundant, da optimal l6sning &r = = (4, 3).

Dualt problem: max h(y), da y > 0 dir h(y) = —6y+

+

minz; = (—1+y)z, + (4 + y)zo min zo = (—1 4+ y)xs + (—2 + 2y) x4
da 3.’1)1+.’IZ’2S6 da $3—$4§2

—Z1 + T2 < 2 + 3 + x4 < 3

r1 , o > 0 x3 , x4 > 0
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y=2 =z =(1,3,0,0)" (tilliten) f(z) = —13 (UBD), h(2) = —17 (LBD)
Svar: —17 < f(z*) < —13

2.4.25 z* ér tillaten. En komplementir duallésning ges av y* = (50,0,100)7. Denna &r
tillaten i dualen, varfor «* dr optimal.

2.4.26

a) 2* < zZny

b) z* = zky

c) ¥ > 2hy

d) ingen relation existerar

e) ¥ > zyy

f) z2* < zihy

2.4.27

a) Tittar vi pa det duala problemet ser vi att tillatenheten ej paverkas av b varfor
problemet ar linjart for varje bas. Da basbyte framtvingas kommer vi att ha
samma malfunktionsvirde oavsett bas precis vid brytpunkten.

b) Om z och & ér tillatna for b och b ger summation att oz + (1 — )7 &r tillaten
for ab+ (1 — a)b, a € [0, 1]. Da den optimala 16sningen dr minst lika bra som
varje tillaten 16sning far vi att funktionen ar konvex.

2.4.28

min z
dd alz<bi+z i=1,...,m

T e
diz>e—2z 1=1,...,my

om det optimala vardet ar positivt ar skdrningen av méangderna tom.

2.4.29 Anvind definitionen pa konkav funktion

[21] . o 1
o= =l
a) Med malfunktionskoeficcienter ¢ = ¢ — ¢, B~1A och med ¢; = « s far vi ¢ =
c—(a,0)B7tA = c— (0, alpha)x A = (o, 1,—1,-2,0,0) — (1,0, —1,—2,0, —1).
Hér har vi ¢, o, c5 oberoende av «.. For de 6vriga koefficienterna har vi att de
ar ickenegativa for oo > 1.

2.4.30 Vi har basen
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2.4.31

3.1.1

b) Vi har B~'b = (1,1)” varfor losningen ér tillaten. D4 dr den optimal da de

reducerade kostnaderna dr ickenegativa.

¢) Reducerad kostnad for den nya variabeln blir 2 — ¢, B~'(—=1,1)" = 0 s& 16s-

ningen paverkas ej.

a) Skuggpriset = 7/6
b) b < 13
c) 1 <4/3

3 Icke-linjar optimering

3.1 Modellering

Vi definierar index:

1,4 =1...3 Nummer pa arbetsplats.
k,k =1...2 Nummer pa telejack.
Samt variabler

Koordinater for arbetsplats i.

Ti, Yi
ik Indikatorvariabel, virdet dr 1 om arbetsplats ¢ dr ansluten till jack &.
z Langsta avstandet till fonstret.

Vi far problemet : Minimera avstandet for simsta arbetsplatsen:

min z
Da arbetsplatserna finns i rummet:
ggxigl—g, Vi=1...3
ggyigb—g, Vi=1...3

Da arbetsplatserna ej inkriaktar pa varandra:

(i — )+ (yi —y))* >d* Vi=1...3Vj=1...3,i#]
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D4 sladden racker:

l

te((zi = 5)° + (i —0)) <af, Vi=1..3 (5)
top((ws — 1)* + (y; — 2)2) <a, Vi=1...3 (6)

Vi maste ansluta varje arbetsplats till exakt ett telejack:

tii+tia=1 Vi=1...3 (7)
tige{0,1} Vi=1...3Vk=1,2 (8)

Vi skall se till att z &r langre dn avstandet till fonstret f6r den sdmsta arbetsplatsen:
b—y; >z Vi=1...3 9)
Hela uppgiften blir d4 minimera (1) under uppfyllande av (2) - (9) .

3.1.2

a) Den totala kostnaden per behandlad maskindel minimeras genom att 16sa

o 42 42N5.667f3 42N5.667f3
minimera K (N, f) := 520 [W + 0'1W + 870~ 56667
da 200 < N < 600
0.001 < f < 0.005
b)
49 4.667f3 42N4.667f3
OKJON = 520( — " + 05667~ ) + 870+ 5667~
42 N5.667f2 42N5.667f2
0K /of = 520( ~GonE 0 g ) + 8703+
o - _ . [ 239.5642
Lat (N, f) = (200,0.001); VK(N, f) = [ 2.45107 }

Séatter man upp KKT for problemet och observerar att de enda aktiva bivill-
koren dr de undre grinserna finner man att Lagrange multiplikatorerna ar lika
med VK (N, f), som dr en positiv vektor. Alltsa uppfylls KKt-villkoren.

3.1.3 Variabeldefinition:
xi = antal produkter av typ ¢ som tillverkas i period ¢, 1 =1,2; t=1,...,4

O; = anvénd 6vertid i period ¢, t =1,...,4
L; = utgaende lagerniva av produkt ¢, i period ¢, 1 =1,2; t =1,...,4
(Lio =4, Ly =38)
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0.921; + 0.8z, 1" N
40

4
min ) [100(0.93:” + 0.824;) + 600 [

t=1

25032, 0y + % (15Ly, + 14Ly,)

da 0-9~T1t+0-8x2t_0t S 40 t:1,,4
Ot S 4 t:1,,4
Lig-v+ai4—Dyy— Ly = 0 1=12t=1,....4
Tit, Ota Lit 2 05 Vla]
N 10 12 20 15
dér D‘(zo 24 40 30)
3.1.4 Variabeldefinition:
x; = x-koordinat for lampa i (m)
y; = y-koordinat f6r lampa ¢ (m)
z; = effekt i lampa i (W).
min zZ1 + 2o
lﬁZl kZQ
da + >T 1
AR B ) W
2 z2
+ >T (2
(w1 =L+ —%?2 (@—L)2+(y2— %)~ @
k‘Zl n kZQ >T (3)
(#1 —2L)° 4+ (p — L) (22 —2L)*+ (y2 — L)* —
0<az; <2LVi (4)
0<y <LVi (5)
0< 2z <MVi (6)
Ja, problemet dr konvext.
3.1.5
a) Variabeldefinition:
x1 = x-koordinat for lagret (km)
xy = y-koordinat for lagret (km).
min f(z) = 2004/(z; — 5)2 + (z2 — 10)2 + 1504/ (z; — 10)% + (z — 5)2 +
200/7% + (72 — 12)% + 3004/ (71 — 12)2 + 22
b) Ja, ty problemet dr konvext.
3.1.6
) 2 R
) e
b) R*=r
3.1.7
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a) Variabeldefinition:

[ = langd pa ladan
b= bredd pa ladan
h = hojd pa ladan

min f = 10(bl + 2bh + 21h) + 25bl

da b+ 2bh+2lh < 8
Ibh > 1
h < (20 + 2b)
V12 +b0? < 4
I < 2
b < 1.5
h <1
I,bbh > 0

b) Fixeral=1>0,sitt h=h+6>0,b=0b—6>0
= f konkav tex langs linjen h=h+8,b=b—8,1=1

3.1.8

min f(z1,22) = 0.52%2 + 0.22,25 + 0.375

da 2.’1)1 + 15.’172 + (1 — X — .’L‘Q) 2 1.2
T1+x2 < 1
Z1, T2 Z 0

3.2 Descent

3.2.1 Vf(aW)T = (3,-7)(2,—-1)T = 13 > 0, ascentriktning.

3.2.2

maximera b’y
da ATy <c (D)
y=>0"

Optimalitetsvillkor: z* ar optimal i (P) omm:

(i) z* ar tillaten i (P);

(ii) det existerar en komplementér dual 16sning, dvs ett y* si att
(y)"(Az" —b) = 0 och (z")"(ATy* - ¢) = 0;
(iii) y* ar tillaten i (D).
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3.2.3

3.2.4

3.2.5

3.2.6

3.2.7

maximera = bj yi + by Yo + by yz + {1 v

Allel + Agﬂﬂ +v<c¢ (D)
da ADLy + AR +ABys+ <o
yfri, 9, <0, y3>0,0<0

Nej, ty vinkeln mellan gradienten och d &r spetsig (positiv skaldrprodukt) vilket
implicerar ascentriktning.

viw=a| Ty |+ T apz0
Gradienten skall ligga i den kon som spénns upp av de bada bivillkorens normaler i
origo.

a) 2d1 +d2 S 0
b) 3d; + 20dy < 0

c¢) Studera tex riktningen d = (—1, 1)T. d &r tillaten och descent. 7 ir alltsi ej
optimal.

d) Tex d = (-1, 2)T
e) -

a) Ja, det dr en ascentriktning, ty vinkeln mellan gradienten och d &r spetsig
(positiv skaldrprodukt).

b) Den optimala steglingden kommer att bli 0 eller +oco.

a) Att steglingden blir noll beror pa att sdkriktningen inte &r en descentriktning.
Anledningen till detta r att Hessianen V2 f(x}) i den aktuella punkten z; &r
indefinit eller negativ (semi)definit.

b) Att sokriktning saknas beror pa att det linjira systemet V2 f(xy)p = —V f(zy)
inte kan vara inverterbar (notera dock att systemet kan vara losbart for vissa

hogerled dven om V?2f(zy) inte dr inverterbar, som t.ex. [ 1 i } p = [ g }

som har l6sningen p = ), vilket géller speciellet om determinanten for

1
1
V2f(xy) ar noll (ett egenvirde till V2 f(z) #r noll).
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c¢) I Levenberg-Marquardts modifiering av Newtons metod undersoks egenvér-
dena till V?f(zx) under tiden som systemet V*(zx)p = — = Vf(zx) 16-
ses. Om ett negativt egenvirde patriffas (genom att t.ex. ett pivotelement
i Gauss-eliminationen &r negativt) adderas en positiv term till diagonalen av
V2f(zr)p = —V f(zp) ersitts av ett system pa formen [V2f(zy) + yI]p =
—Vf(xx), dir v > 0 har valts s& att V2f(xy) + yI dr positivt definit. Ef-
tersom detta giller, existerar p (s& problemet i b) férsvinner), och V f(zx)Tp =
—pT[V2f(z) +~1]p < 0 av samma skiil, s& p ér en descentriktning (problemet
i a) forsvinner ocksd). Alternativ: gor en iteration av brantaste lutningsmeto-
den.

3.2.8 -
3.3 Descentmetoder
3.3.1 -

3.3.2 Ja, substituera y; = z;— 2,y = \/5(x2 + 6). Da far vi g(y) = y?+y2. Alla gradienter
pekar mot origo dér optimum antas.

3.3.3

a) () = (1/2,1).

10 —4
My =

b Ha) = |1 5]

c¢) Ja, se teorem 10.2 i NS.
3.3.4

a) brantaste lutningsmetoden: ™) = (0.59,0), 2?) = (0.59,0.35)

b) Newtons modifierade metod: z") = (0.59,0), 2(? = (0.97,0.98)
3.3.5 Ja, ty

i) i varje iteration skall sokriktningen vara i gradientens riktning

ii) Tva pa varandra foljande riktningar skall vara ortogonala.
3.3.6

a) () = (26/31,16/31), f(z(Y) = —6.81
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b) Taylorutveckla f(x) runt punkten z(*).

3.3.7 -
3.3.8
a) Brantaste lutningsmetoden:z(!) = (1.83,2.43), 2(?) = (2.69, 1.79)
b) Newtons modifierade gradientmetod: () = (3,2) Globalt optimum ty konvex
malfunktion.
3.3.9

a) Vf(zTdO® = (0,-4,2)(1,0,1)T = 2 > 0, ascentriktning.

b) Newtonriktningen pekar mot maximum fér en konkav funktion, sa steglingds-
sOkningen ger ¢t = 0 eller ¢t = oo.

3.3.10 z*=(1,1), f(x) konvex funktion for z; > 0, globalt min.

3.3.11
f(x) = (21 + 214 — 3)2 + (21 — @)

C[4m442,—-10 o, v [4 4] O
Vf(x)_[4x1+8xa—12]’vf(x)_[4 8]’%_[0}

10 5
a)P0=—Vf($o):[12];1'1:2504‘040]90:2040[6]

W Vi) _  _ 61 _ 1225

O T pIV2f(zo)py | 628 ' 628 | 6

2 [ _
Vi(z)= = [ 91514 } :p € R ir en avtagande riktning i z; om p” V f(z;) <

0, d.v.s., om

95

= x; dr inte optimalldsning, ty f(z1 + p) < f(z1) om —114p; + 95p; < 0 och
||p|| ar tillrickligt liten.

T [ —11 ] <0< —114p; + 95p, < 0

=) Ve =1 5 ][ D8] =] ]

_ T
) [4 } Cop = M = ... =1 (ty kvadratisk).

B p0TV2f(a:0)p0 B

= x = [132];Vf(x1) = [8] = p'Vf(z;) =0 £ 0 for allap € R* =

T1 = Lo+ opo = —= | 4
o

inga avtagande riktningar existerar. f ar konvex, ty V2f(z) = [ j ;1 ] ar
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positivt definite for alla z € R? = z dr globalt optimum. (f ar strikt konvex
= 7 ar unikt optimum).

3.3.12
, 1 , 1 , 1 ,
a) min f(z) = =(x1 + 22 — 1)* + =(x1 — 22 — 2)" + = (21 — 229)".
z€R2 2 2 2
b) Se kurslitteraturen. Lat zo = (0, 0)7T.
Vi(z) = (@1 4+ 22— 1)+ (21 =22 = 2) + (21 — 222) | _ | 321 — 222 — 3
(1 4+ 22— 1) — (21 — 29 — 2) — 2(z1 — 229) —2x; + 629+ 1 °
) 3 -2 . . o
Vf(z) = 9 6 | positivt definit = f &r strikt konvex.
1 6 2 -3 1] 16
— 2 -1 - - -
Po = =V'f(@0) V() 12—4[2 3] [ 1 ] 14[ 3 }
f kvadratisk = optimalt steg i riktning py ges av
ap = — V£ (0)"po _ V£ ()" V*(w0) "'V £ (o) —1
pEV2f(@o)po  [V2f(20) 'V f(20)]"V2f(20) [V2f(20) "'V f(m0)]
T1 = Zo + P = 14 [ 136 ] [z, ar Vf(z1) = (0,0)”. Eftersom f dr konvex
" 1| 16 . -
ar T, = ¢4 [ 3 } den optimala l6sningen.
¢) Se kurslitteraturen. Lat zo = (0,0)7.py = =V f(z) = (3, -1)T.
V f(20)" po 1) 2.1 3
= — = =2 = = —
S T e B oL 1z Y T e =5l
51 Vi) ™p 1o 10
= st =5 | | o= w0 = g = 0
To =21 +p1 = i 16
2 =T 1P = 1| 3 |-
3.3.13

a) f(z)= %(561 - 23:2)2 +5U411;Vf(x) _ |: T, — 219 + 43;:1” :|;

=211 + 44

V2f(37) _ [ 1 +_12233% —42 ] ,Z'O _ (2, I)T’f($0) — 16.

Vi) = [302 } V2 f(a0) = { R ] -
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V2 f(20)d' = -V f(z°) & d' = —% [ ; }
V(z9)'d' = —(d)T'V2f(a®)d! = —64/3.
Sitt £ =1. 2%+ ¢d = 2 [ ? } f(z% 4+ £d") = 256/81.
Giller
f(®+d") — f(2°) <tV f(2°)Td"?
=
68 (%)
—128—1 < —a-64/3

Med o = 0.3 &r svaret ’ja’. Lat £ = 1.
2(2
1—_
o227

b) Olikheten (*) uppfyller om «&(0,0.60).

3.3.14
1.83 2.69
i . 1) = : 2 =
a) brantastelutningsmetoden: =z ( 9 44 ) Do ( 179 )
b) Newton’s sckmetod: z) = ( :; > Globalt minimum, ty konvex mélfunktion.
3.3.15
a) a=-1=dgy = (—2, —1)T, dy = (1, 1)T
a=0= dpy, = (0,3)", dy existerar ej, ty H e] inverterbar
a=1=dgr = (2, 1)T, dy = (1, 1)T
dpgy, ar descentriktning i samtliga fall. dy ar descentriktning for a = 1
b) f maste vara en kvadratisk och konvex funktion. f kvadratisk = a = +1
a=1= H(xz) pos definit = f(x) konvex. a = —1 = H(x) neg definit = f(x)
konkav
3.3.16

a) V= (322 +x9 1421+ )", VF(1/2, =1) = (=1/4,1/2)"
6z 1 12\ _ (31
=) ()= (1)
S VA
Sokrlktnlng.d—g<_7/4>
VfTd <0, VfTd=—9/40 < 0 = descent.
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6.’L’1 1

b) detH:‘ 1 9 ‘ =0 1251 -1=0& 12, =1/12
3.3.17
_ —2371 _ —2 0
(1 (=12 0 —2\ (-1
Ipunktenx—(_2>:>dN— ( 0 _1/12)(12>_( 1)
b) Linjesckning ger lokala optima (f'(t) = 0) i punkterna t = I + g vilket mot-
svarar ett minimum och ett maximum, men det lokala maximat ar ej globalt
ty t = o0 = f(x) = o0
3.3.18 -
3.3.19
~1 4/3 16
0y _ 0y[[ — 1_ 0y — =2
0 @)= ( 5y ) = IV =5 o' = (33 ) = I9F6) = 3
b) Om F(z) ar gradienten fér nagon funktion f : R" — R sa fas VF(z) =
V2f(z), dvs Newtons metod fér obegrinsad optimering fas.
3.3.20

a) dy = (_2: 1)T
b) dy = (=5/11, 8/11)7
c) Vf(z)"dy = —18/11 < 0 = Avtaganderiktning

1
3.3.21 Vilj nya variabler y = C'/?(z — C~'¢) = min iny

3.3.22 -
3.4 Lagrangedualitet

3.4.1 o =3/7,a}=2/T,u* =6/7.

3.4.2 Varje tillaten 16sning till det ursprungliga problemet &r ocksa tillaten i det nya
problemet, varav s(u) < z* foljer. Om detta galler for alla u > 0 si fas ockséa
mazy>o s(u) < 2"

Nytta: m stycken villkor har blivit ett villkor, dvs det nya problemet dr (normalt)
lattare att 16sa och det ger en optimistisk uppskattning av z*
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3.4.3 Formulera forst Lagrangefunktionen:
1
LX) = g lly — o — AT (4z).

Lé&s det obegrinsade problemet att minimera denna 6ver .
Problemet att minimera denna O6ver z:

VoL@, AN =2 —y—ATA=0"=z =y + AT\

Eftersom L ir strikt konvex i z for varje A dr x = z(\) = y + AT\ den unika
16sningen till detta problem. Studera nu den Lagrangeduala malfunktionen:

L)) = mxin L(z,\) = L(z(A\),\) =
= Slly— (+ AN~ NTA(y + ATH) =
_ —%||AT)\||2 _yTATA,
Att maximera L(\) 6ver A € R™ dr ett konvext problem, och 16ses salunda
VL) = —AATA — Ay = 0™,
Eftersom A har full radrag existerar inversen av AAT. Detta ger att
A= —(AAT) 1 Ay.
Insétter A* i uttrycket
r(\) =y — AT(AAT) Ay
= [I — AT(AAT)~1 A]y.

Att visa att x(A*) dr den globala optimala 16sningen 4r nu elementért: vi kan visa
fran de ovan gjorda berdkningarna att KK'T-villkoren &r uppfyllda, och konvexiteten
hos problemet ger resultatet.

344 Lat X ={zeR|0<z;=1,j=1,2}.
L(z,\) = f(xz) — A+ (3z1 + 225 — 4), A > 0. Lagrangeduala problemet ar da att

max L()), (LD)

x>0
dar L()\) = mingex L(x, \). Utvecklas L(x, \) fas:
L(\) =4\ + 02{1511{(1 — 3Nz} + 0221%1{(1 —2)\)z2}

4N, 0<A<1/3
={ 14X 1/3<A<1/2
2-A 1/2< )

A =1/2 L(A) = 3/2.
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3.4.5

3.4.6

18

16

14

12

)

0.8

0.6~

0.4r

0.2

I I I I I I I I
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 16 18
A

Figur 19: Bild till upg 3.4.4

Problemet ar konvext och det existerar en inre punkt i det tillatna omradet. Stark
dualitet giller alltsa, och en primal optimallsning kan 16sas ut ur optimalitetsvill-
koren:

Motsvarigheten till “V;L(z,, A\,) = 0” i KKT i det konvexa fallet ar att x, loser

;réijr(lL(:c,/\*), d.v.s. z, loser 0221511{_5361} och OgﬂlciQI%l{O,.TQ}, med optimallsning

z1 =1 och 29 3 [0,1].

Komplementaritet ger (A, > 0!) att 3z, +2zo = 4. Med z; = 1 ger det att xo = 1/2.
Primal tillatenhet géller eftersom z € X och det linjéira bivillkoret (1) dr uppfyllt
med likhet.

1 . . . ..
Sa z, = 1/2 ar den unika optimall6sningen.

(Notera att f(z,) =3/2 = L(\).)

B() =min  f(z) — Ag(x)
rzeX

b)
maxy>oh(A) = mingex f(z) — Ag(z)
c) Lat ¢ = infrexf(x) vara den optimala virdet hos problemet (P). For alla
tillatna lambda har vi h(\) < ¢. For alla tillatna x har vi f(z) > ¢

Lagrangerelaxera och bestdm den duala malfunktionen

(A p) = glzi{)l{z D migIn(zy) + Y Ai(b = > wm) + > milai = Y )} =
=2 Ajbj + >0 piai + Ixflzi(f)l{z D aii(in(ay) — Ay — )} =
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= Z )\jbj + Z Hnia; + m>1(1)1h(x)

h(z) konvex => Om Vh(2) = 0 och Z > 0 s& &r & ett tillatet globalt optimum.
Tk =1In(zy) = A — pi+ 1= 0 = a5(\, p) = XH71(> 0)
Duala problemet:

max y_ Ajbj + > piai + Y > xii(A, p) (In(zi; (A, 1) — Aj — i) =
(D) max Y \jb; + > pia; — > > elithil
daAe R, peR™

3.4.7 Lagrangesubproblem: h(u) = min 62% + 423 + 23 + u(24z; + 24z, — 360) da x5 > 1

Separerar i ett problem for varje variabel. Losning: z1 = —2u, 1o = —3u z3 = 1.
Dualt problem: maxh(u) = —60u? —360u+1 = u = -3 = 2, =6, 1, = 9,
f(z*) = 541.

3.4.8 Vi far

y(A) = minl‘lZl,l‘zZZ 21‘? + %x% - 2.’1:1 — 4(E2 — A(Q — T — .1'2)

Efter omskrivning blir detta

y()\) = minw121,$222 2.’1)’? -+ ()\ — 2)$1 -+ %.’L’% -+ (/\ — 4).’13'2 — 2\

Inséttning ger 16sningar for A = 1 som z = (1,3) och for A = 2 som = = (1, 2) med
malfunktionsvirden —5.5 samt —4. —4 &r alltsa en undre gréins for optimala virdet.
Inséttning av z = (1,1) ger den &vre gransen —3.5.

3.4.9
a) \*=6/7, z1=3/7, z5=2/7, f(z*)=h(\)=3/7
b) Xi=8/3, \Xs=0, z}=4/3, x5=2/3, f(z*)=h(\*)=28/3
A=1 = x1=1, 29=2 otillaten, h(l) =6

3.4.10 A=2 = =1, z,=5/2 otillaten, h(2) =43/4

A0 N=3 = 2,=3, 2,=3  tilliten, h(3)=9 f(3,3)=21

43/4 < f(z¥) < 21

3411 21 =XA+1/2, z3=2X, h(\)=—-3)A2+4\—1/2
N =2/3, xt=7/6, a5=2/3 h(\)= f(z*) =5/6

3.4.12 h()) = -4 —6)— ;2
A=0=h(A\)=-9/2 z,=3/2, 29=0 otillaten
A=1= h(A)=-8 x1=3/5, x3=1/5 tillaten

f(3/5,1/5) = —67/25, —9/2 < f(z*) < —67/25
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3.4.13

3.4.14

3.4.15

3.4.16

3.4.17

3.4.18

3.4.19

3.4.20

3.4.21

3.4.22

3.4.23

A=0 = h())=2 r1=0, =1, 23=0 otillaten
A=1 = h(A\)=20/3 x1=2, zo=1, 3 =1/3 otillaten
A=2 = h(A\)=20/3 x1=2, zo=1, x3=2/3 tillaten
£(2,1,2/3) = 22/3, 20/3 < f(z*) < 22/3

Det Lagrangeduala problemet ar

max h(\)
dar h()\) = mzin {f(.%‘) + /\1(1 — X — 332) + )\2(.%1 — T2 — 3)}
A=(0,0)T =z = (1,-1)T (otillaten), h(\) = —3 = LBD=-3
A= (1, 1D)" =z =(1,0)" (tillaten), f(z) = =2, h(\) = —4
= UBD =-2, LBD = -4
—3< f(z7) < -2

Vi Lagrangerelaxerar x1 + 23 > 5 < o1 + 22 — 5 > 0 och far a(z, \) = 221 + 22 —
AMz1 4+ 2 — 5).
Det duala problemet blir

max a,(A) = max{ min 2z; +x9 — A(z1 + 22 — 5)}
A>0 A>0 0<z; <4
02534
= 1?58({5/\ + 05%?%4(2 — ANz + 0211%4(1 — A)za}.
For A = 0,1, 2,3 far vi darfor

A=0=21=0,22=0,,(\) =0
A=0=2=0,20 =7, ,(A) =5
A=2=11 =029 =4,0,(\) =6
A=3=>z=4,15=4,a,()) =3

A = 2 ger bast dual 16sning.
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3.4.24

3.4.25

3.5.1

3.5.2

3.5.3

3.5.4

3.5.5

3.5.6

3.5.7

Om z* ar den primalt optimala punkten, s vet vi att a,(2) < f(z*), d.v.s. t < f(z*)
for A = 2 sa ser vi att om vi viljer 1 = 1 s& far vi Ag(z) = 0, dvs komplementaritet.
Prévar vi med « = [1,4] sa far vi zy + 22 > 5,0 < 15 < 4 samt f(z) = 6.

Da z tillaten vet vi att f(z*) < f(z) = 6. Vi har dérfér en 6vre grins pa 6.

3.5 Karush-Kuhn-Tucker

Nej det dr inte en KKT-punkt, och ej optimum

Ja, det dr en KKT-punkt och optimum.

Global maximum antas fér £ = 8 och y = 5.

Minimum antas fér z; = 0 och 2, = 1.

c < —1.

a) Primal tillatenhet: ¢;(z) = —22; + 225 — 1
gg(x) —23:1 + T
gs(x) =
ga(z) =

Med Z(0,1) : g1(Z) = 0, 92(Z) > 0, g3(Z) = 0, 94(Z) > 0
Komplementaritet: fran ovan fas att A\ = Ay =0

Vi(z)= (83:1 — 629 + 1,479 — 627)7
Dual tilldtenhet: Vgi(z) = (—2,2)T
Vgs(z) + (=1,0)"

Med z = (0,3) : Vf(Z) — ANgl(.f)—Angg(:z) =(0,0)",

o [ 7] [ 7] 0[] [2] v

A= (1,0,0,0)" > 0. KKT-villkoren dr uppfyllda!

Svaret ar att T ar ett globalt minimum. Att verifiera det ar inte ldtt, beroende
pa att f inte ar en konvex funktion, sa att problemet faktiskt inte ar konvext.
(Vi kan verifiera att Z uppfyller andra ordningens nédvindiga krav for lokalt
minimum, men inte andra ordningens tillrickliga krav for lokalt minimum.)
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3.5.8

Det enda séttet att verifiera att x ar ett globalt minimum &r att resonera som
foljer.

Uppenbarligen dr f en funktion som vixer mot +oo i alla tillatna riktningar.
Eftersom den tillatna méngden ar sluten och icke-tom och f ar kontinuer-
lig, kan vi dra slutsatsen att f maste anta sitt minsta virde pa den tillatna
méngden, alltsa att det existerar (Weierstrass Sats!) en optimall6sning till pro-
blemet. Eftersom den tillatna méngden ar konvex och har en inre punkt kan vi
ocksa konstatera att varje lokalt (och globalt férstas!) minimum maste vara en
KKT-punkt. Strategin hér blir alltsa att finna samtliga KKT-punkter och visa
att T (om det finns fler KKT-punkter &n den) &r den bésta. (Detta dr egentli-
gen ingen metod for att finna en optimallésning, men hir finns knappast nagot
béttre alternativ.)

Innan vi borjar kan vi forst konstatera att bivillkor (2) dr redundant, eftersom
det foljer av teckenkraven pa z. Det underldttar analysen att ta bort det. Vi
kommer i tur och ordning att gissa vilka bivillkor som &r aktiva.

1. Inga bivillkor ar aktiva. Da fas som KKT:
Vf(z)=0,dvs (81 — 6x2 + 1, =621 + 4z2) = (0,0), d.v.s.
z = (1,3/2)". Detta &r en otillaten punkt.

2. Alla bivillkor ér aktiva. Uppenbarligen oméjligt, ty z = (0,0)% &r otilla-
tet.

3. Bivillkor (1) ar aktivt. Da fas som KKT:

[8x1—tx2+1}_)\ {—2}_[0}

—621 + T l2] 10

En parametrisk 16sning ar:

(x1,22) = (1,3/2) — A1(1,1), Ay > 0. Med kraven (2) och (3) fas att
A1 = [1,3/2]. Insdttning i f ger ocksa att f(xz) = 1 for alla x pa denna
form. Sa z =1,3/2) —A1(1,1), A—[1, 3/2] 4r samtliga KKT-punkter, med
samma malfunktionsvirde. Notera att med \; = 1 fas z = 7!

4. Bivillkor (2) &r aktivt. Med z; = 0 fas ur KKT att ocksa xo = 0, vilket
ger en otillaten punkt.

5. Bivillkor (3) &r aktivt. Ger ocksd x = (0,0).
6. Bivillkor (1) och (2) &r aktivt. Ger x = (0,1/2)7, d.v.s. Z.
7. Bivillkor (1) och (3) ar aktivt. Ger x = (1/2,0) som &r otillatet.

detta ar samtliga kombinationer. Ur detta fas att mangden av KKT-punkter
ar

r=(1,3/2)T = (1, 1)T,1 <\ <3/2.
Samtliga dessa har malfunktionsvirde 1, och dr alltsa globalt optimala. Ibland
dessa aterfinns .
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3.5.9

(P)min f(z) := Y77, ¢z,

da

a)

go(z) =D 23 =1<0
gj(z) =2;>0,7=1,...,n

f dr linjir och alltsd konvex; gy #r konvex ty VZgo(x) = 2 - I™ &r positivt
definit, och darfor ar méngden {z € R"|go(x) <} konvex; g; &r linjir och alltsa
konkav, och dérfoér &r méngden {x € R"/x > 0} konvex. Eftersom skirningen
av konvexa méangder dr en konvex méngd, och vi skall minimera en konvex
funktion 6ver mangden, dr problemet konvext.

KKT-villkoren: (L(z, A\, u) = f(x) — Ago(z) — Z?Zl iz, A <0, p; >0)
OL(x, A\, 1) ,
1)T:Cj_2)‘xj_/'[’j:0a]:1a"'ana

2)A<,pu; >0,5=1,...,n,

) (Z,196]—1)—0,ujxj=0,j—1,...,n,
)Y —1<0, z;>0,j=1,...,n
Lat A\ = ——(Zn (min{0, ¢;})? )1/2

7=1

z; = min{0,¢;}/(2X),j = 1,.
By = max{0,c;},j =1,.

1) ¢; — 20T, — ij = ¢j — maX{O cj} min{0,¢;} =0. OK

(
(
3
(4

Sr 22 =1;A> 0 ger att i;7; =0. OK

Genom inséttning av (1) i Lagrangefunktionen kan vi uttrycka det Lagrange
duala problemet i (A, ) som ett explicit konvext problem. Detta har en unik
16sning, som #r (A, i), och den enda KKT-punkten z ér den som uppfyller (1),
d.v.s. Z. Saledes dr Z den unika optimallosningen.

n

Liz(h 1), M ) = A+ = (e = ) = Lo\, ).

4\
j=1
OL, (), 1 . .
L, ar monoton i p;. # = —ﬁ(cj — p;) > 0 maste gélla, vilket ger f.

OL. (A, 1)
oA
Alternativ: V2_L(Z, A, i) = —2XI" (positivt definit) utnyttjas.

En stationdr punkt till L, maste ha A > 0. =0 ger ).
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a) KKT-villkoren:

Vf(z) - Z \NiVti(z) =0

A>0i=1,....m
Aigi(x) =0,i=1,...,m
gi(r) >0,i=1,...,m
Dessa dr nodviandiga far lokalt optimum om t.e.xdet existerar en inre punkt
(ett z med g;(z) > 0,Vi).
De ar tillrackliga for globalt optimum om f ar konvex och ¢;,2 =1,...,m, ar
konkava, d.v.s. problemet ar konvext.

Bevis: Lat (z*, \*) uppfylla KKT-villkoren, och vilj en godtycklig tillaten 16s-
ning, x. D& foljer:

fl@) > f(z") + Vf(a") (z - z%) (f konvex)
F(z*) + zm; XV (2)) (x — %) (KKT 1)
> f(a") + i Ailgi(z) — gi(™)] (9; konkava )
P >0
= f(z*) + Xm:)\;‘gi(x) (A* > 0, z tillaten)
> f(z7). ZIZI

b) Den logaritmiska barridarfunktioen ar
f(@) = 1) log(gi(x)), u> 0.
i=1

Lat z', 2 vara sddana att g;(z') > 0, g;(z*) > 0,Vi. Valj X € [0,1].
gi konkav = g;(Az" + (1 — A)2?) > Agi(z") + (1 — N)gi(2?)
Lat ¢;(s) = —log(s).
¢; ar avtagande = ¢;[g;(A\zt + (1 — \)2?]
<

$i[Agi(zh) + (1 = A)gi(2?)]-
¢; ar strikt konvex =
$ilAgi(z') + (1 = Ngi(a?)] <
Api(gi(z") + (1 = N i(gi(2?)), A€ (0,1),
gi(z') + gi(2?)
Anledningen att konvexiteten hos barridrfunktionen dr av intresse ar att den

ska minimeras for olika virden pa p: dess stationaritet dr tillrdcklig for globalt
min for funktionen, och stationaritet dr vad standardmetoder garanterar.
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3.5.10

3.5.11

3.5.12

3.5.13

3.5.14

3.5.15

3.5.16

da Az =0b

Om 7z ar ett lokalt optimum till (P) och Az &r sidant att AAz = 0 si maste
Vf(Z)Az = 0, ty annars skulle det finnas en tillaten descentriktning i z, vilket
motsiger vart antagande att  dr lokalt optimum. Vi kan alltsa dra slutsatsen att
(P') nedan har optimalvirdet 0.

n | min Vf(z)z
(P){dé Az =0

o { min 10

och att (P'):s duala problem har en tillaten 16sning, dvs det finns ett p saddant att
ur'A =V f(z). Sitt A = —pu. Det finns alltsé ett A sd att Vf(Z)+\'A=0. vsv.

N
T; = e 1A j=1,.,ndir )\ ir den unika 16sningen till ekvationen Z bje_l_)‘bj =
j=1
bo.-
=2 ”a’“b E/bilaj, j=1,.
a=29/2
a) -
b) z* = (11, 8)T och A\* = (0, 6)T
a) -
b) Punkten z = (0 1 2)" &r ett globalt optimum.

a) KKT-villkoren:

y1 (221 + 23 — 5)
yo(2? — azo — 2)

1 — 10z + 2y; + 2921 = O
—10.’171 + 20372 + 2y1.’13'2 — 2y2 =0
Y92 = 0

2331 + IE% S 5

22— 21y < 2

=0

0

Svar: Ja.

b) Nej, ty problemet dr ej konvext (undersok malfunktionen).
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3.5.17 KKT-villkoren:

I

2(z — 2) + 2usx + 4.5u9
2(y — 1) — 4.5u;1 + uy
U1, U2

x? — 4.5y

4.5z +y

up (12 — 4.5y)

ug(4.52 +y — 11)

VAN VANAVAN]
co~ oo oo

3.5.18 Jamfor med optimalitetsvillkoren i LP-avsnittet.
3.5.19 Nej, punkten uppfyller j Karush-Kuhn-Tucker villkoren.

3.5.20
a) -

b) Punkten (¢, €)7, € > 0 ligger pa ett godtyckligt litet avstind fran origo och
har malfunktionsvirde —e? < 0, alltsi kan inte origo vara lokalt minimum.

3.5.21
a) Ja, Z ar en KKT punkt

b) Nej, ty punkten = = (2, 2)T (tex) ir tilliten och har ett bittre malfunktions-
virde. (Problemet dr ej konvext).

3.5.22 z* loser problemet minVf(z*)Tz,dd z € X = Vf(z*)Tz > Vf(z*)Tz*, Vz € X
= Vf@)(z—2*)>0, Vz e X
fkonvex pd X = f(z*) > f(a*)+ f(z*) (z—2%), Vz € X = f(z) > f(z*), Vr € X
= z* l16ser min f(z),dd z € X V.S.V

3.5.23
a) Alla riktningar d sidana att V f(z)"d < 0 &r descentriktningar.
b) Gar ej att avgora!
c) Eftersom det tillatna omradet ar samma i (P) och i LP-problemet, erhélles en
UBD genom f(z1f). LBD kan dock ej garanteras i det allminna fallet. Men
om ¢ = V f(z), for nigon tillaten 16sning 7, da ger f(Z) + Vf(2)T(z — %) en
LBD, om Z ar LP-l6sningen.
3.5.24 -
3.5.25 -
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3.6.1

3.6.2

3.6.3

3.6.4

3.6.5

3.6.6

3.6 Frank-Wolfe

a) -
b) z' = (12/5, 4/5)" = UBD = f(z') =8

a) z* = (2/3,2/3), f(z*) = —32/9 =LBD=UBD.

b) hessianen &r positivt definit vilket ger oss att funktionen dr konvex.

4 iterationer ger z* = (4,2), f(z*) = 80 =LBD=UBD.

a) Hessianen dr semidefinit (anvind egenvirden).

b) ™M = (2,8/9).
z* = (1.5,0.5), f(z*) = 17/4 =UBD=LBD.

-4 -2
-2 —4
ar negativt definit. Eftersom f ddrmed &r (strikt) konvex, och det tillatna omradet,
S = {z € R®|z; + 225 < 2;71, 72 > 0] &r en polyeder (en konvex mingd), giller
olikheten

f(x) := 4z + 615 — 222 — 27,79 — 222 har Hessian-matris V2 f(x) = } , som

f@) < fW)+Viw) ' (@—y) Vz,yes,

som anviands for uppskattningar av det optimala malfunktionsvirdet i Frank-Wolfe

metoden. /
Iteration 1: zy = [ 172 } sV f(x) = [ 6 — 22, — 4z, ] = [ 5 } och f(zg) = 31/2.

Los

max 2 (y) = f(z0) + Vf(z0)" (y — z0) = 31/2 + [ :1), ]T [ [ Z; ] - [ 1;3 ]]

=3/2+y1 + 3y

=y = [(1)];Z1(y)=41/2-

. Optimala mélfunktionsvirdet tillhér intervallet [31, 41].
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me=vn= 3] ] = [

_ 2
Flaot+tm) = F(T5 5 T2 E) = 81240~ & = ()
() =1-=0=01. o= [(1)]

Iteration 2: f(z1) =4 f(z.) € [4,41/2].
Vf(z) = [ 3 ]
Lés

max 22(y) = (1) + V(@) (s — 1) = 4+ [ ’ ]T [ v =0 }

=2+ 2y; + 2y,

:>y2=[§};22(y):6

men-n=[ 2] [3]-[ 2]

flxi+ i) = f(26,1 =€) =4+ 20— 60° = p(¢)
G)=2-120=0=L=1/6 x5 =(1/3,5/6)".
Iteration 3: f(xze) =41/6 .- f(xy) € [41/6,41/2].

Vf(zs) = [ ;
Los
Igl!leagi z3(y) = f(@2) + Vf(332)T(Z‘/ —x3) = 21/6 + y1 + 2y

= [ ! } eller [ 3 }  2a(y) = 41/6. - f(zs) = 41/6

Optimum: z, — (1/3,5/6)T; f(z,) = 41/6.

3.6.7
2% = (0,0)", 23 py = (2,2)" LBD = -9
zt =(2,2)T UBD = 3, 235, = (2,0)7 LBD = -1
2= (2,1)T UBD = 2, 2} p, = (2,0)T (tex) LBD = 2
LBD = UBD STOPP!! Opt i z* = (2,1)7, f* =2
3.6.8

a) f(z°)=12=UBD =12
Linjéirisering = min z = 8z, + 2275 — 18 = x7p = (0,1) = LBD=4
Linjesokning = t* =1 = z' = (0,1)" = UBD=6
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b) Problemet éar konvext ty Hessianen &r positivt definit for alla tillatna punkter
(x9 > 1). Alltsa ar avvikelsen till optimala malfunktionsvéirdet hogst 2 (UBD
- LBD).

3.6.9 -
3.6.10 -

3.6.11 z=(1, —1)7, f*=0
3.7 Ovrigt

3.7.1

a) Problem:

Minimera Z fi(z;)
j=i

n
Da E zj=k | of
=1

z; <LV | B}V
|
| Ty Z 07 v]
KKT-villkoren kan sammanfattas som foljer:
For varje 7 = 1,...,n giller att

;=0 = fi(z}) > a* och ;=0
z; € (0,1) = fi(x}) =a* och /=0
;=1 = f;;(2}) <a* och { fi(z})+ B} = o,
p; >0

n
Dessutom: fo = k.

j=1
Lagrangefunktionen véljs till L(z, o, 8) = %, f;(x;)
—a(Xz; — k) +3,6(x; — 1); KKT fas ur
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° aL(fE,CM,ﬁ) 20’ aL(fE,a,ﬁ) .TJZO,-T]ZO
al'j axj
OL(z, a, B) OL(z,a, j3) 0L (z, o, )
_ < _ N, . = : <
¢ O 0 0B; =0 9B; G0
[ ] E.Ij =k

b) Antag att brytpunkten, dvs det j for vilket » > k intréffar, ar j*. Det géller da
enligt algoritmen att 25 = 1forallaj =1,2,...,5*~1 och att z}. —k—(j*—1).

Satt a* = —cj*. Vi uppfyller darmed att
j=1,...,5* =1 z*=1loch fj(z}) = c—¢; < a dvs ¢; > ¢;- for j < j*
(foljer ur sorteringen).

j = j*: .'L'j* - [0, ].] OCh fjl(fE;) = _c].* — _OK*

J=J" x5 =0 och fi(z}) = —¢; > o* = —c}. dvs ¢; < ¢;- for
j > j* (foljer ur sorteringen).

For | j > jj«,sitt g7 =0
j=1,...,5" = Lsitt 87 = o* — fi(z}) = —cj» +¢; >0
J=Jsitt ;=0

Vi xxxx dérmed samtliga KKT-villkor!

3.7.2 Problem: min f(z) da g(z) > 0,z € X, med
f(x) = =221 + 22 — 29 + 222, g(x) = —322 — 222+ 3
X =1[0,2] x [0,2].
givet ett iterat (z*, \') dr subproblemet i SQP:
1
min V, L(z", \')'p + ipTviL(frt, XY (L(w,\) = f(z) = Ag())

da g(z') + Vg(a')p >0
"tt+pe X

Vi har 2° = (0,0)7 och viljer \° = 0. D& féljer att L(x, \°) = f(z) och vi far som
subproblem (med p = z — z°) (ty Vg(z°) = 0)

min f(z)  Sitt Vf(z) =0=:2 = (1,1/4)T € X.
ddreX Sap’=zx-2"=(1,1/4)T.

Med max-steg 1 i riktning p kan inte X &verskridas. Vi inkluderar bara ¢ i straf-
funktionen:

gla) i= min £(a"+ ") + 10 % ¥(a” + £5"), b (x) = min {o(x), 0y

Vi anviander Armijos steglingdsregel med acceptansparameter 0.1 och far:

q(z° + £p°) — q(2°) < 0.1V w(2°)Tp°
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3.7.3

3.74

3.7.5

uppfyllt med £ =1 --z' =2 +p® =(1,1/4)".
(~ —1.05 < 0.1- (=9/4)).

a) For differentierbara funktioner f och konvexa méngder z géller foljande.
z, lokalt min till f pd z = Vf(z.,)'(z —z.) >0 Vz € X.
Lat z,; > 0, och vilj godtyckligt j # 4. Bilda den tillatna 16sningen

0 for index %
r=4 z;j+z; forindex j
zy for 6vriga index £

Fran ovanstaende fas da att [% - %]mf >0, d.v.s.
j i

of(x) _ 0f(a")
(%i - a.ij

b) Vinoterar att (1) funktionsberékningar dr dyra, att (2) otillatenhet ar accepta-
belt. En mojlig metod dr att vilja en tillrickligt stor straffparameter for bivillo-
ren och pa det obegrinsade. Straffade problemet, anvinda en Newton-likhande
descentmetod, dér (1) derivator beriiknas numeriskt m.h.adifferenskvoter, och
(2) “Hessianen” justeras sa att den &r positivt definit.

For ett virde pa barridr parametern p > 0 &r det obegrinsade problemet
minimera,cg: f () — p - log(x1 + 229 — 10)
entydigt 16sbaart, enligt féljande:

© 21

S o — P VA N
it 20g— 10 T T Y 2, — 10

T

ger att x; = x5 méste gilla; den resulterande kvadratiska ekvationen 322 —10x, —u =
0 har tva rétter, varav bara en, x1(p) = 5/3 + /25/9 + u/3, ar (strikt) tillaten i
bivillkoret. D& u — 0 gar z1(u) = x2(p) mot 10/3.

Man visar sedan att #* = (3, ¥)7 ar en KKT-punkt. Bivillkoret &r bindande, och
A* = 10/3 > 0, ur det duala systemet. Eftersom problemet #r konvext s& ar z*
optimal.

minimera f(z) := 61.8 + 5.72z; + 0.0175(z3)%® + 0.0094(z4)%™ + 0.006¢, 73
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da

toxy > dity + dao(ta — t1)

To 2 Do
dy — 21)(ts — t
2y = 36,2502 = T (t2 1)ln(@)
1 Do
dy — 21)(ts — t
951:348,300(2 1)tz — 1)
)
a:JEO,Vj

=
minimera f(z) := 61.8 + 5.72z1 + 0.0175z385 + 0.0094z97 + 0.0036z5
da

g1(z) :=21 — 175> 0
gg(fE) =T — 200 Z 0
1
hi(z) :=x3 — 24—(40 — z1) In (ﬁ) =0
ho(2) :=24 — 139,320(40 — 21) /2 = 0
)

93,5 96(T) :==x1,...,24 >0

Vi kontrollerar om KKT-villkoren &r uppfyllda i
T = (17.5,473.7,468.8,6618)":

91(Z) =0, g2(Z) > 0,h1(Z) = 0,he(Z) = 0,93,...,96(F) > 0.
Aktiva olikhetsvillkor alltsa enbart bivillkor 1.
Vo (z) = (1, 0 0,0)"
VH, (24 In(Z2/200), 246(40 — 71)/(200z),1,0)" & (20.84,0.005739, 1,0)"

(z) =

VH,(z) = (139 320/ 5,139, 320(40 — 7,)/22,0,1)7 ~ (294.1,13.97,0, 1)

Vf(z) = (5.72,0,0.85 - 0.0175z5 > + 0.0036, 0.75 - 0.00947;**°) ~
(5.72,0,0.00513, 0.0007896).

Finn en 16sning till

Vf(z) = MVgi(z) — 1 Vhi(z) — poVho(z) =

12084 29417 o 5.72
0 0.005739 13.97 ! 0

0o 1 0 Fut =1 0.009513 | =
0 0 1 H2 0.0007816

= 0.009513(> 0!) och fio = 0.0007816(> 0!) ur rad 3 - 4, vilket i rad 1 ger att
A1 = 5.292(> 0!). Ekvation 2 uppfylls inte exakt med dessa val, men felet ar litet:

VoL(z, M\ ) = Vf(Z) = M Va1 (z) — 11 VR (Z) — i Vhs(z) = (0,0.011,0,0)"
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3.7.6

vilket innebir att ||V,L(zA, 1)|]| = 0.011. En ytterligare bild av att (z, A, 1) 4r att
betrakta som en acceptabelt néra stationdr punkt till L dr att det vanligt forekom-
mande avbrottskriteriet i obegrédnsad optimering, applicerat pa ming L(z, A < f),

IVaL(z, A, Bl < €1+ |L(z, A, 4)]),e > 0

4r uppfyllt med € ~ 6-107°. Eftersom Z #r primalt tilldten (approximativt), (\, i) >
0,7 och (), i) ar komplementira och (Z,\, i) 4r en stationir punkt till L(-, \, i)
(approximativt), betraktar vi (Z, A, fi) som en approximativ KKT-punkt.
Betraktar vi sedan V2 _L(Z, A, i) finner vi att den &r mycket niira en nollmatris.
Vi uppfyller alltsd ocksd den andra ordningens ndédvéindiga villkor for ett lokalt
minimum (atminstone approximativt).

Studerar vi nu problemet nirmare ser man att x; dominerar kostnadsbidraget kraf-
tigt. Vi kan ocksa se att \; #r stor, vilket indikerar att en minskning av dess viirde
skulle ha blivit effekten av en ligre undre grins. Om vi betraktar x; som fixt pa
sin ldgsta niva kan vi betrakta problemet som ett optimeringsproblem enbart i =,
eftersom x5 och x4 ges av virdena hos x; och z,. Malfunktionen, satt i x4, ar av for-
men ki (Iu 24)%8 +kox5 %™ for nagra ky, ko > —. Fér de stora viirden av x5 som krivs
4r funktionen mycket flack, d.v.s. linjir. Detta antyder ocksa av att V., L(Z, ), i)
ar ndra noll. I det intressanta omradet ar alltsd optimeringsproblemet i det néar-
maste att betrakta som ett LP-problem, snarare om det (icke-konvex) ILP-problem
som vi ser i urspringsformuleringen. Vi kan troligen lita pa att z r en bra l6sning,
efatersom KKT-villkoren ar bade nédvindiga och tillrickliga for global optimalitet
hos LP-problem. (Det faktum att utskriften gavs med fa signifikanta siffror gor att
vi inte kan ridkna med att kunna uppfylla optimalitetsvillkoren exakt, och eftersom
ursprungsdata optimalitetsvillkoren exakt, och eftersom ursprungsdata troligen &r
bekréftade med fel 4r Z att betrakta som ett tillrackligt bra ndrmevérde.)

Notering och en alternativ analys:

Vi kan se att modellen ar olyckligt formulerad. Till exempel ser vi att x; dominerar
kostnaden totalt, till priset av att évriga variablers virden blir nistan férsumbara.
Ett battre angreppssitt hade varit att skala variablerna sa att deras inflytande blivit
mer jambdordiga.

Utdata fran programmet kan ocksd anvidndas pa ett annorlunda sitt dn vi gjorde.
Eftersom x3 och x4 ar funktioner av x; och zs borde en rimligare approximation
av deras optimala virden ha utnyttjat sambanden (2c¢) och (2d) givet virdena hos
x1 och z59. Med denna modifiering hade vi vunnit flera saker. (1) Vi hade uppfyllt
alla bivillkor, speciellt de fysikaliska sambanden (2c) och (2d). (2) Vi hade ddrmed
sluppit flelet i KKT-villkoren (V,L(Z, A, i) = 0) vars virde i analysen foranleder
en viss betdnksamhet. Notera att felet (residualen) som ar 0.011, &dr flera storleks-
ordningar storre dn hogerleden. En numerisk analytiker skulle havda att 16sningen
(A, ;1) (speciellt fi) inte har sirskilt manga korrekta siffror...; vi hade ocksa fatt en
annorlunda 16sning om vi hade angripit systemet annorlunda. Vi noterar slutligen
att med utnyttjar de av en omskrivning av f i (z1,z5) kan visa att KKT-villkoren
géller, inklusive andra ordningens villkore.
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3.7.7

a)

b)

b)

Optimalitetsvillkoren for [p'(x;)] ger

Vi) +7y—2) =0 Qy+q+y(y—z) =0
Q@+ Ny=y2,—q& (Q+vy—2)p =v2 —q— (Q+ )z,
= —(Qz; + q).

Om {z;} konvergerar mot z, sd maste {p;} = {21 —z:} konvergera mot noll.
Ur uppdateringsformeln fas att p, = (Q + vI)"*V f(z;) for alla ¢. Sekvensen
{Vf(z)} konvergerar mot V f(z) eftersom f &r kontinuerligt differentier-
bar. Om V f(z) # 0 skulle gélla fas ur uppdateringsformeln att {p;} skulle
konvergera mot (Q +vI) ™'V f(zs) # 0, ty (Q +I)~! dr positivt definit nér
a+~I ar det. Detta leder till en motségelse. Saledes dr V f(x4) = 0. Eftersom
f ar konvex ir z., ett globalt minimum av f Gver R".

Brantaste lutningsmetodens sokriktning ges till exempel av min V f(z%)Tp +
1/(27)||pl|?, ty forsta ordningens villkor dr att V f(z?) + (1/7)p = 07, d.v.s.
p = —V f(x!). Motsvarande p fran min V f(2!)Tp da ||p|| < A fis genom att
betrakta det ekvivalenta problemet min V f(z*)7p. Eftersom malfunktionen da
lpl|> < A? &r linjér dr bivillkoret med nédviindighet bindande, varfor vi far
att, for nagot A > 0,

V(') +2X-p=0"eller p=—1/(2\)V f(a"),
dvs samma riktning som minus gradienten av f i z* i bada fallen.

I. Ett ekvivalent problem &r

miny(p)
da [|p||* < A}.

forsta ordningens nédviandiga krav ger att

Vihi(p) + Ap = 0", dvs
V(") + V2if(z")p+ Ap = 0", eller
[V2f (") + AI"]p = =V f(a).

Andra ordningen nédvandiga krav ger att
V2 f(x') + AI™ &r positivt semidefinition 7.

II. Om A = 0 fas att p &r Newtonriktningen. Da A\ 6kar mot oo fas i stéllet en
sokriktning som i limes dr brantaste lutningsriktningen. (Det forra héinder
om A; ar start nog medan det senare intraffar nar A, blir allt mindre.
For att se det kan man anviinda relationen A, > ||p|| = [|[(V2f(z!) +
ATV (@)

Fordelen med en trustregion dr att medan en s6kmetod fixerar s6kning-
en si far den hér variera (med A;) s& att metoden battre anpassas till
problemets egenskaper.
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3.7.8

3.7.9

3.7.10

Fall I: {Vf(z")} — 0", {z'} och {f(«?)} divergerar.
Exempel: f(z) = —logz; {z'} — oo, {f(z")} = —o0o, {f'(z")} = 0

Fall IT: {V f(2')} — 0™, {z'} divergerar , {f(z')} konvergerar.
Exempel: f(z) = 1/z;{z'} — 00, {f(z")} = 0,{f(z")} = 0

Fall IIL: {V f(z')} — 0™, {z'} &r begrdnsad, {f(z*)} dr begrinsad.

1+1/t, tudda

—1—1/t tjdmna

{«'} har tva hopningspunkter, £1, och {f(2")} har tvd hopningspunkter +2/3.

Exempel: f(z) = 32° — ;2"

Fall IV: {Vf(2%)} — 0™, {2} ar begrinsad, {f(z")} konvergerar.
Exempel: f(z) = z? — 1;z' som ovan; {f(z')} — 0.

Fall V: {V f(2")} — 0™, {z'} och {f(z")} konvergerar.
Exempel: f som ovan, z2 — 1+ 1/t

a) [pi(p)] min7(z, p) =f($)+(p/2)zh?($)

p2(p)]  min B(z, p) uzlog e

b) pi(p)] Var(z,p) +pZVh
Sétt \;i(p) = —phi(x), vilket ger Vf( ) — Yoy Ai(p)Vhi(z) =0

p2(1)]  VaB(x,p) = uZng )/9;(x

Vi) = (u)Vg; (z) =0
Satt Aj(r) = p/g;(x), vilket ger j=1 _
Aj (:u) >0, V]_
Aj()gj(x) = 11,V
Om z konvergerar mot en KKT-punkt d& p — +oo resp. p — 0 gar A\;(p) resp.
A (@) mot multiplikatorer.

a) Lat (A, b) vara de rader i (A,b) som motsvarar de bivillkor som &r aktiva i
T, d.v.s. dar az-Ta:* = b;. Att det inte existerar en tillaten riktning i z, som
samtidigt dr en descentriktning kan beskrivas som att det inte finns ett p € R”
med V f(z,)"p < 0 och Ap > 0.
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Optimalitetsvillkor. Om z, &r ett lokalt min existerar N\, > 0siattV flz,) =
AT ),.

b) tolka: x = p; B = A;c = Vf(z.). Da ar utsagan att det inte existerar en
tilldten descentriktning i z, ekvivalent med att systemet I inte har en 16sning.
Farkas Lemma leder da till att systemet II har en losning. Tolkas IT i detta

problem fas, med y = \,, att det existerar A, > 0 s att AT\, = Vf(z,),
d.v.s. forsta ordningens nédvindiga krav!

3.7.11

au)a>g
8

b) Nej, ty d"Vf > 0.
9
> —
c) a g

4 Natverksproblem

4.1 Modellering

4.1.1

b

Figur 20: Bild till upg 4.1.1
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z;; = flode pa bage (i, j)
f = flodesstyrka genom grafen

Maxflodesproblemet:
maximera f
( f i=s
Z Tij — Z Tij = 0 75 S,t
ji(ig)€E j:Gi)EE -/ i=t

da <
ui; > xi; >0 V(i,j) €E
| S fri

Infér dualvariabler m; for nodjamviktsvillkoren och «;; for kapacitetsvillkoren.

Dualt problem:

minimera E Usj Qi

(4.5)€EE
T — Mj + Qi >0, V(Z,]) €F
a Ty — g = 1
da ai; > 0. Y(i,j) € E

m fri, 1€ N
Lat S € N vara sadant att s € S,t ¢ S. Da beskriver méngderna S och N\S
ett snitt i grafen. Maxflodes-minusnittsteoremet sidger att f* (den maximala
flodesstyrkan) dr lika med den minimala kapaciteten hos nagot snitt i grafen,
vilket kan uttryckas som Z ui;, vilken minimeras éver S C N.
(i,j)€E
i€s
i¢s
Motivering mha LP-dualitet:
Satt

S 0, :€s (0pa s-sidan,
11, i¢s 1pat-sidan)

(bagar Gver snittet)

1, (i,j)€Ei€8,j¢s
a’ij: 0

Detta ar en dualt tillaten 16sning, och malfunktionsvérdet ar lika med Z Ui,
(id)eE
i€s,j¢s

d.v.s. styrkan hos snittet definerat av nodméndgen s. Svag dualitet visar att

f* inte kan oOverstiga styrkan hos nagot snitt. Den minimala styrkan motsva-

rar ett flode z dér 1flodet av maximalt (u;;) pa varje bage som passerar over
snittet. Eftersom f = Z u;; géller dar méste x vara optimalt och f den
(i.5)€s
1€5,j¢s
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4.1.2

4.1.3

maximala flédesstyrkan.

a) Modell: s6k ett maximal fléde mellan nod s och nod ¢:

max f

da Yz = f,
Zjl‘ij—l‘si:o,i:l,...,'?,
$jt—2i$ij=0;j:1;---;5
—ijjt=—f

0<zg=3,i=1,...,7,0<z;; <l,i=1,...,7,57=1,...,50 <z, < (6,4,5,4, 3)

b) Bagar motsvarande 'z’ i tabellen (variabler z;;) stryks.

Lagrangerelaxera kapacitetsvillkoren (andra bivillkorsgruppen) = duala problemet
max h(u) (u &r multiplikatorvektorn) dédr den duala funktionen h(u) ges av Lag-

rangesubproblemet
min EkEK Z (i,7) EB(CU + uig)xy Z(z j)eB UijUij

di Asb=dF, ke K
xkijZO, kEK: (Zaj)EB

Problemet separerar i k st minkostnadsflodesproblem (ett for varje varutyp). Pro-
blemen l6ses vixelvis, starta med givna u:n, 16s lagrangesubproblemet vilket ger en
indikation pa hur de nya u:na skall viljas. Multiplikatoruppdatering:

ny _ o
uz-j—u”—i-oz* E Ex” uU

(j)EB keK

-~

> 0 — oka u;
< 0 — minska u;;

dir « ér en steglangd.

4.1.4 Om villkoren (1) relaxeras fas

= mlng 5 c”x”—f—g V; E Qi Tij — i

i=1 j=1
= mlnzz Cij + Vi) Tij — Zb v;
i=1 j=1
da Zx”—l j=1,.
SEZJE{O 1} i=1,.,m; j=1,.,n

dar v; > 0,4 = 1, .., m ar multiplikatorerna tlll de relaxerade bivillkoren (1). Proble-
met separerar i n stycken halvtillordningsproblem.
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4.1.5

4.1.6

4.1.7

Om villkoren (2) relaxeras fas

L(u) = min Z Z Cij g4 + Z U](Z L5 — 1)
j=1 i=1

i=1 j=1

m n n
= min E E (Cij + uj)xij - E Uj
j=1

i=1 j=1
n
da E Q5 T4 S bz', 1= 1, ., M
j=1

z;; €{0,1} i=1,.,.m; j=1,.,n
dir uj,j = 1,..,n &r Lagrangemultiplikatorerna till de relaxerade bivillkoren (2).
Problemet separerar i m st kappsécksproblem.
Halvtillordningsproblemet har heltalsegenskap, vilket inte géller for kappsicksprob-
lem. Den forsta relaxationen ger alltsa en optimistisk uppskattning som samman-
faller med LP-optimalviardet, medan den andra relaxationen typiskt ger en starkare
(hogre) optimistisk uppskattning.

Natverk:

1000+33( 400+300+500+700)

1000+33( 400+300+500)

1000+33( 400+300)

1000+33x400 1000+30x300 1000+24x700

>\ T
1000+26( 500+700)

000+30( 300+500
1000+30( 300+500+700)

En bage fran nod ¢ till nod 7 symboliserar att ladtyp ¢ anvinds for att tillgodose
efterfragan av lador typ i t o m j — 1.

Transportproblem med 4 killor (2 fabriker i 2 tidsperioder) samt 4 sénkor (2 varu-
hus i 2 perioder). Infor ett skenvaruhus med efterfragan 192-185=7. Kostnaden pa

bagarna dr en summa av tillverknings- lagerhallnings- och transportkostnader.

Variabeldefinition:
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Tiyj = Flode fran ¢ tlll]
y; = Produktionsniva

min z = g(y) + Z Z CijTij
(N
J

Z Ty = b]’
(2
Yi <S8
Tij Z 0
Zij,y; = 0, heltal

4.2 Ovrigt

4.2.1 Maximera sannolikheten att samtalet ej bryts. Bagkostnad = (1 - sannolikheten for
avbrott). S6k vdg med maximal produkt (multiplikativ malfunktion). Bésta vig:
A-C-E. Sannolikhet for avbrott ar 1 - 0.6 = 0.4.

4.2.2
a) s; flode fran killa i.
t; flode till sinka j.
z;; flde pa bage (3, 7).
c;; enhetskostnad for flode pa bage (4, j).

min z = 3", Y7 ¢z
Da Z;L:lxij:si Vicl...m
Yorixi=t; Vj€l...n
zi; >0 Viel..m,Vjel...n

b)  y; dualvariabel till killa i.

z; dualvariabel till sénka j.

max w =y yi8i+Z?:1 zjt;

¢) Om alla ingdende konstanter &r heltaliga finns det en optimal l&sning som ar

heltalig. Transportproblem har denna egenskap (Dess matris ar totalt unimo-
dulér).
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d) Z Z Tij = Z (Z x¢j> = Z s; = k dér k ar en konstant som anger totala
i j i

i

tillgangen.

Antag att konstanten A adderas till malfunktionen dvs ¢;; = ¢;; + A

DD ILTTED S DI EPIEIED B PIAIEDY P P
i g i i i
:ZZCij.’Eij+/\k
(2

4.2.3 Optimala bagar: (1,3), (2,4), (1,5), (4,6), (5,6), (6,7). Kostnad 21.
4.2.4

a) -

b) i) d(ns) =1, d(ny) =—1
ii) d(ns) =6, d(n;)=-1 (i=1,.,5,t)

c) Billigaste vig: s 2 —3 — 1 — 4 — t. Kostnad = 7

d) Vag med maximal kapacitet: s-2-5-t. Kapacitet = 6
e) -
4.2.5 Malfunktion
min Z Z(Cij +d)xi;
i
dér d ar ett stort tal (storre &n dyraste vig i nitverket)

4.2.6 Sok maxflode fran s till T. De bagar som ingar i minsnittet representerar de vig-
strickor som ska spriangas. Spriang d-T, b-e och f-T. 26 lador dynamit atgar.

4.2.7
a) Givet att samtliga hogerledskoefficienter i problemet ar heltal, s& kommer LP-
relaxationen av problemet alltid att ha en heltalig optimallosning.
b) Billigaste vig problem, maxflddesproblem och tillordningsproblem.
4.2.8
a) vy <o <wvj, vy <vi <
b) vi =v] <vj =]
4.2.9
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4.2.10

4.2.11

4.2.12

4.2.13

a)
b)

c)

Billigaste vagtrad: (1,3), (3,4), (2,5), (3,5), (4,6).

—5< ey <7

min 3$13 — T4 + 6.’L’21 + 2$32 + 3$35 + 23336 — 6$34 + 73:46 — 23352 — 8$54 + 33365
da T3 + T4 — To1 = 5

Toy — T3p —Tse = —1
X392 + T35 + 36 — T34 —T13 = —1
Tag — T4 — T34 — Tsg = —1
Tso + Tsa — T35 — Tes = —1
Tes — T36 — Tag = 1
Tij Z 0

Duala l6sningen = nodpriserna. y; = 0, yo = —4, y3 = —3, ys = 3, y5 = —6,
Yo = —4

yj:_rlliin{cij_yi}, J=1.,n yp=0

Nej, ty natverket ar ej acykliskt

fr=9

Maximala flédet mellan tva noder &r lika kapaciteten hos det snitt med ldgst
kapacitet som skiljer noderna at. (Kapacitet hos ett snitt 4&r summan av max-
imalt flode hos de bagar som korsar snittet).

BaSbé’gar: (871)7 (872)7 (174); (27 5)7 (37t)7 (37 5) éij = Cij — Y + Y; = 0 for
dessa basbagar. = y;, = 0, y1 = —1, yo = —1, y3 = —1, yp = =2, ys = —2,
y, = —2 Ovriga bagar: ¢;3 =0, z = u OK, é;3 = 1, z = u ej optimalt, ¢35 = 1,
x=10K, ¢33 =0, 2 =10K, ¢4 =¢5s =1, x = u ej optimalt = Losningen ej
optimal

Nej! Om alla hogerled i LP-formuleringen &r heltaliga blir dock optimum alltid
heltaligt.

6-6=36
Ja, men endast om nétverket dr acykliskt.

Raderna i anslutningsmatrisen ar linjart beroende.
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c:1050@c:320@ c =30

- 900

c:1350@_1/u:500@ c— 60

a) (1,3), (2,3), (3,4), (3,6), (5,6), (6,7), (6,8), (6,9), (6,10), (10,11). Kostnad
28

b) Ta bort bagen fran tridet. Vi erhaller en skog av tva trad 77 och Th. Vi
behover bara betrakta alla bagar mellan 7} och T; och vilja den billigaste for

att aterkoppla dessa till ett uppspannande triad. Hir kan nagon av bagarna
(2,5), (2,6), (4,6) eller (4,7) viljas.

4.2.14
a) Opt.villkor y; > y; —¢;; (likhet om bagen ingar i BV-trédet). Det givna tradet
ar ej optimalt ty y5s = =19 2 —10 = —6 — 4 = y3 — ¢35
b) BV-trad: (s,1), (1,4), (1,2), (1,3), (3,5), (5,6).
4.2.15
a) L. Falskt II. Falskt ITI. Falskt
b) I. Sant II. Sant III. Sant
4.2.16

a) (1,2),(2,3),(2,6),(4,5),(5,6),(5,7),(5,8),(6,9)

b) I Om (4,7) ¢ billigaste uppspannande trid, tradet fortfarande optimal
Om (i,j) € billigaste uppspannande trdd, hitta den billigaste bagen i
snittet!

II. (4,7) infors = En cykel i tridet. Ta bort den dyraste bagen i cykeln =
nytt billigaste uppspannande trad.

5 Heltalsprogrammering

5.1 Modellering

5.1.1
Vi definierar index:
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1,4 =1...3 Nummer pa arbetsplats.

k,k =1...2 Nummer pa telejack.

Samt variabler

z;,y; Koordinater fér arbetsplats i.

ik Indikatorvariabel, virdet &r 1 om arbetsplats ¢ dr ansluten till jack &.
z Langsta avstandet till fonstret.

Vi far problemet : Minimera avstandet for simsta arbetsplatsen:

min 2z (10)
Da arbetsplatserna finns i rummet:
d d
d d
— <y <b—-=, Vi=1...3 12
g SUSb—g, Vi (12)

Da arbetsplatserna ej inkrdaktar pa varandra:
(zi— )+ (yi —y)* >d* Vi=1...3,Vj=1...3,i#] (13)

D4 sladden racker:

l
tk((zi — §)2 + (-0 <al, Vi=1...3 (14)
b
to k(i — 1) + (y; — 5)2) <a;, Vi=1...3 (15)
Vi maste ansluta varje arbetsplats till exakt ett telejack:
ti’1+tz’,2 = 1, Vi=1...3 (16)
tir€{0,1} Vi=1...3,Vk=1,2 (17)

Vi skall se till att z &r langre &n avstandet till fonstret for den sdmsta arbetsplatsen:
b—y; >z Vi=1...3 (18)
Hela uppgiften blir d& minimera (1) under uppfyllande av (2) - (9) .

5.1.2 Vi definierar variabler:

Xonni = Méngd varor av typ ¢ som skickas fan central n till kund m,
Y,.r = 1 om vi bygger en central av typ k£ pa plats n, 0 annars.
Zmn = 1 om vi skickar en bil fran n till m, 0 annars.
Ui = Méangd behov av vara ¢ som ej tillfredstélls hos kund m.

Vin =1 om kund m ej far vad de vill ha, 0 annars.
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5.1.3

Vi far malfunktion:

M N 3
minimera Z Z Z XmniQmni  (rOrlig transportkostnad)

m=1n=1 1

M N
+ Z Z mnPmn  (kostnad for att skicka bilar)

m=1n=1

N K
+ Z Z Yoedr  (kostnad for att bygga centraler)

n=1 k=1
M 3

+ Z Z Unisi (rorligt straff for att ej uppfylla behov)
m=1 =1

M
+ Z Vit (fast straff for att ej uppfylla behov)

m=1

M K
E Lmni S E kdk27
m=1 k=1

(vi far ej skicka for mycket fran vara centraler)

K
Y Vk<1 Vn

k=1

(max en central per plats)

Xmm' S Zmnbmi Vm, ’I’L,i

(vi maste skicka en bil om vi skall transporterna nagot)

n=1

(vi maste tillgodose kundens behov eller ta straffet.)

Umi S bmivm Vm,z

(om kunden ej far vad de vill ha maste vi betala det fasta straffet.)
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a) Variabler:

= 1, om tomt ¢ anvands
* 1 0, annars. i=1,2,...,5

_ | 1, om vérdcentral pa tomt i servar omrade j
Yii =\ 0, annars i=1,2,....55=1,2,...,18

Modell:

5 18
Minimera g E a;d;; Y

i=1 j=1
t
da Z ity < b (budget)

i1—81
> ajyi; < kiwyi=1,2,.. .t (kapacitet)
j=1

5
> mi=2 (byggplan)
i=1

5
Z Yij = ]-a] = ]-a 2) SRR 18 tlllordnlng)

=1
z; €{0,1},i=1,2,...,5
yi; €{0,1},i=1,2,...,5;5=1,2,...,18

Problem av typen kapaciterad lokalisering.
“yi; € {0,1}” kan bytas mot “y;; > 0” pga heltalsegenskap (unimodularitet) i
;5 och tillordningsvillkoren.

b) Byt malfunktionen mot

minimera max{d;;y;,}.
i.j

5.1.4
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Index: i =individ (i =1,...,6)
j = veckodag (7 =1,...,6)

Kostnader:  p;; = poéng for dag j satt av individ %
o= { 1 om individ 7 behédrskar espressomaskinen
;=

0 annars

Modell:
e Variabler:

~_J 1 omindivid i arbetar dag j
T4 =1 0 annars

e Bivillkor:

>y =4,7=1,...,6( personalbehov)
¢y > 1,5 =1,...,6( maskinkompetens)
Zj xij <4,1=1,...,6( arbetsbegrénsning)
-Tz'j € {0, 1},V’L,]

e Malfunktion: maximera lyckan = >, > . pi;xij

b) Ny variabel: z = lyckan hos den samst lottade.
Ny modell: ~ maximera z.
da ijijxij > Z,i = 1, .. .,6

d>ucij=47=1,...,6

Yty >1,5=1,...,6

z;; € {0,1},V4, j, z fri
Kommentar: den egentliga malfunktionen &r att maximera den ligsta lyckan
d.v.s. att maximera f(z) := min,;(3_; pi;zi;). Eftersom denna funktion inte &r
linjar konverteras den enligt ovanstaende med hjilp av en extra variabel.

5.1.5 Variabeldeklaration:

y; = 1 om vi rekryterar i manad ¢, 0 annars (¢t =1,...,10).
T4 = antalet nyrekryterande den forste i manad s som avskedas den siste.
imanad t (s=1,...,10:t=1,...,10)
0, = overbemaning under manad ¢ (t =1,...,10).

10 10
Modell: min f(y,8) = Y ¢t =1sw, + »  cidy
t=1
da
t 10

>N ap=r+é6 (t=1,...,10) (19)

=1 k=t
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g =00t=1,...,9,8>t—2) (20)
10

Y wa <M-y(t=1,...,10) (M >0) (21)
t=s

v €{0,1} (t=1,...,10)

Ty >0, heltal (s=1,...,10:¢t=1,...,10)

o; > 0,heltal (t=1,...,10)

(1): antalet arbetande under méanad ¢ = kravet + Gverbemanning;
(2): forbjudet att avsheda nagon fore tre manader om start fére manad 9,

(3): ej anstéllning (z > 0) om inte rekrytering skett (y > 0)

5.1.6
Variabeldef.: z;;;, = antal drenden av type ¢ som flyter in under vecka j och
behandlas under vecka k, i =1,....m;5=1,....n;k=7,...,n.
Bivillkor:
m k
L] Z Z Q;Tijk < bk, k= 1, .o, (kapacitet)
i=1 j=1
n
° injk = hij,i=1,...,m;j=1,...,n (alla drenden behandlas)
k=j
o 2,5, >0, heltal, i =1,...,m;5=1,...,n, (def.)
k=j,...,n
Forslag pa malfunktion
minimera f(z) = Z Z kxij
i=1 j=1 k=j
5.1.7

a) Variabler:

1, om maskin 7 anvinds .
T; = ] = 1, ceey k
0, annars
y;= antal enheter som tillverkas i maskin 7,7 =1,...,4.

Modell:
minimera f(z,y) = 400x; + 100025 + 600y3 + 300y, + 4y; + 6y2 + 2y3 + 5y
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da
y1 < 2000z,
Yo < 4000z,
ys < 1000x3
ys < 300024

0.9y1 + 0.95y5 + 0.85y3 + 0.92y, > 5000
z;€{0,1},j=1,...,4
y; > 0, heltal,j —1,...,4

b) (Ett exempel) Vi kan ténka oss att nér vi observerar utfallet i andelen defekta
enheter producerar vi nagra extra enheter i samma maskin, alternativt képs det
resterande behovet in utifran. Det senare alternativet kan modelleras salunda:

Lat &; vara sannolikheten for defekt produkt i maskin j, och infér en ny va-
riabel, z, som anger det ytterligare antalet enheter som behéver kopas in. Vi
antar att varje variabel §; ar oberoende och att vektorn § tillhér ndgon méangd
W av mojliga utfall w. Vi skriver &; = &;(w). Vi antar att varje enhet som
maste kdpas in kostar ¢ kronor. Eftersom ocksa z &dr en stokastisk variabel &r
den extra kostnaden ¢(w) - z(w). Foljande modell uppfyller efterfragan med
sannolikhet 1, till lagsta forvintade kostnad.

Minimera f(z,y, z) = 400z + 1000z2 + 6003 + 30024 + 4y; + 6y2 + 2y3 + 5ys +
Eelq(w)z(w)]
da

11 < 20002,

Yo < 40002,

ys < 1000z

ys < 30002,

[1—&(w)]yr + [1 — &(w)]yz + [1 — &(w)]ys + [1 — &(w)]ys + z(w) = 5000

z; >40,1},5=1,...4
y; > 0,heltal, 7 =1,...4
z(w) > 0, heltal

Med en lamplig diskretisering av utfallsrummet W kan detta sedan konverte-
ras till ett vanligt heltalsproblem, dar olika utfall ges olika sannolikheter.

5.1.8 Infor . '
b= 1 om balk 7 utnyttjas i=1.2.....M
0 annars
o — 1 om langd [; laggs in pd balk ¢ ¢=1,2,..., M
Y 1 0 annars j=1,2,...,N



y; = spillet fran balk ¢ 1=1,2,.... M

Vi far féljande problem:

M
min E Yi
i=1

¢ M
Y =1 j=1,2,...,N
i=1
da ¢ XY
mel]-i—yzzz,Lz ’i=1,2,...,M
7j=1
( Zij, 2 €{0,1}, 4, >0
5.1.9 Variabeldefinition:
1 om lat j fran skiva ¢ hamnar pa CD nr &
Lijk =\ ¢
annars
Givna konstanter:
a;; = speltid i sek for 14t j pa skiva ¢
cij = poang for 1at j pa skiva ¢
6 10 2
max s = 333 e
i=1 j=1 k=1
10 2
da SN e >2 i=1,...,6
j=1 k=1
6 10
ZZaijxijk S 3600 k= 1, 2
i=1 j=1
fEijl-i-xijQSl 7,:1,,6,_]:1,
xijk € {051} V’Lajak

5.1.10 Variabeldefinition:

s — 1 om spelare j startar
771 0 annars
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max z = 3z1 + 2x9 + 223 + x4 + 225 + 336 + 7

7
da » xi=5
j=1

.’171+.’173+.’175+.’177Z3
.’E3+.’E4+.’E5+.’EG+.’E722
To+ T4+ 26 >1

7
ijl‘j 2 10
7j=1

7
Z ST 2 10
7j=1

5.1.11 Variabeldefinition:

7
Z TiZ; 2 10
j=1

T3+ x5 <1
To+x3=1

Ty + x5 2> 271
xz; €4{0,1}, Vj

1 om brandstation j ar kvar

T; =
J 0 annars

min z =

5.1.12 Variabeldefinition:

2.T1+31‘2+2333+.7)4+335

T1+a0 > 1
T1+ T2+ x5 > 1
Ty3+ T4 +2x52>1
To+ x4+ x5 >1
£E3+$421

Zj € {03 1}7 v]

x; = antal inkopta plankor av lingd j meter, j =1,2,4
o { 1 om 5-meters paketet kops
5 =

0 annars

= { 1 om vi far rabatt for 1-meters plankorna
L=

0 annars
1o = dito 2-meters

y4 = antal “gratisbrddor” av langd 4 m
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min z = 36z, + 70z9 + 14524 + 15 % 17025 — 50y; — 50ys

da Ty + 229 + 4(24 + ys) + 5 % 1525 > 90
15y; <y
15ys <z
10ys < x4
T4 S M(l — .’135)
T1,T9, T4, Ys > 0, heltal
Y1, Y2, T5 = 0/1

5.1.13 Variabeldefinition:
x;; = starttid for jobb ¢ pa maskin j
| 1 om jobb ¢ kors efter jobb £ p& maskin j
Yikj = { 0 annars

min 2

da 22151'3 Z:1,2,3
.Iij—f—tij S:rkj+Myikj } ]21,2,3
.Tkj+tkjS$ij+M(1—yikj) i,k:1,2,3, Z?ék
Tij + iy < Tiisn) i=1,2,3 j=1,2
zi; >0 i=1,2,3 j=1,2
Ogyikjgl,heltal i,k=1,2,3,i7ék,j:1,2

5.1.14 Variabeldefinition:

xz; = antal mobler som kops in av typ j (j = antal sittplatser)
B 1 om fler &n 15 fatoljer kops
ho= { 0 annars
B 1 om fler &n 25 fatoljer kops
b2 = { 0 annars
B 1 om Linus képer 3-sitssoffor
Y = { 0 annars
B 1 om Linus koper 4-sitssoffor
Yo = { 0 annars

min z = 3.5x1 + 69 4+ 8x3 + 1024 — 10y,

da T +2$2 +3.733 +4$4 +5y2 Z 50
T —+29 “+x3 T4 —|—5y2 2 25
I 2 10
3 < Y3
Ty < UYa
ys  tys < 1
1 = 15y
T1 = 20y
z; > 0, heltal
yi € {07 1}
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5.1.15

5.1.16

5.1.17

5.1.18

5.2.1

5.2.2

5.2.3

Givna storheter:

d;; = Transportkostnad (/m? snd) fran sektor ¢ till avstjilpningsplats j
v; = arlig volym av sné i sektor ¢ (m?/ar)
V; = arlig kapacitet hos avstjilpningsplats j (m?/ar)
f; = Aarlig kostnad for att halla avstjalpningsplats j 6ppen
Variabler:
o { 1 om snén fran sektor ¢ kors till avstjilpningsplats j
v 0 annars
B 1 om avstjidlpningsplats j anvinds
Yi = { 0 annars
m n n
min ZZdijUiJ)ij + ijyj
=1 j=1 j=1
i=1
n
j=1
zij <y Vi, j
xij,yj € {0,1} V ’i, j

Lat A,B,C samt dummyn D, och 1,2,3 samt 4 (beredskap) vara noder i ett transport-
problem. Optimallosning z 41 = 400, 40 = 200, x> = 200, xg3 = 100, xp, = 100,
Tcg = 200, I'p3y = 300.

Endast pastaende (iii) ar sant.

5.2 Branch and bound

a) Om n ar jamn: De n/2 st bésta"variablerna = 1, évriga = 0.
Om n ar udda: De (n — 1)/2 st bésta"variablerna = 1, évriga = 0.

b) I triadsokningsmetoder far vi forgrena Gver samtliga variabler innan nagot
"hiénder". Forfarandet kan bli virre &n fullstindig uppriakning. Prova sjilv
pa ett litet exempel!
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b) 2z + 31y <12, 221 + 19 < 7
120,21 <3, 22 >0

N 1

Sétt 1 = y1 + 2y,  y1,v2 € {0,1}
To = Y3+ 2ys + 4ys, Y3, ys, Y5 € {0,1}

¢) z1 < min {
To < min {

o

5.2.4
a) 21 < 29,21 <23, 21 < 24,23 <2
b) wy > we > w3 > wy > ws

¢) wy < z4 om vi kapar grenen eftersom den optimistiska uppskattningen var
samre dn bista tillatna l6sning (pessimistisk uppskattning)

z4 = wyq < wsg, om Vi hittar en béttre heltalslésning i nod 4.

5.2.5

a) Fel 1: z(4) > z(5) Efter en forgrening kan en undre gréns ej minska i minpro-
blem. Fel 2: 2(9) > 2(3) = 65 = Nod 9 borde kapas.

b) i) Ja,denna LP-16sning kan inte ligga i konvexa holjet av heltalslosningarna.

ii) Nej, LP-losningen kan vara heltalig (dock ej optimal). I s& fall ligger den
i konvexa holjet. Men den kan ocksa vara utanfér holjet.

5.2.6

a) z* ar ett lokalt minimum < f(z*) < f(x),Vz € B(z*), dir B(z*) = {z €
R |||z — 2*|| < €} for ett tillriickligt litet € > 0.

z* dr ett lokalt minimum = V f(z*) = 0™.

b) x* &r ett lokalt minimum < f(2*) < f(z),Vz € B(z*)nS.

z* ar ett lokalt minimum = 3\, > 0™ si att

o Vf(z*) = A"\,
e M(Az* —b) =0
o Ax* > b.

5.2.7 Losning: 1 =24 =1,20 =23 =25 = 0.

5.2.8 facit saknas
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5.2.9

a) X1+ Xo S 2+y1M b) I3 =0y3+5y4—|—9y5+12y6
201 + 3z9 > 8 — 1M Y3+ yst+ys+ys =1
1ty =1 0 <y; <1,heltal, 1 =3,4,5,6

0<y; <1, heltal, :=1,2

c) T4+ x5 <2+ y;M d) z¢ < 4=y =0=2;>6
zy <1+ yM e =2 O0=>yn=1=>12;<3
z5s <5+ yM re < 4+yuM

Ty + x5 >3 —y oM re > 5— M(1l—yn)
Yr+Ys+ Yoty <2 z7 > 6—yuM
0<y <1, heltal, i =7,8,9,10 27 < 3+M(1—yn)

0 < y11 < 1,heltal

5.2.10 z*=(1011)7
5.2.11 z*=(1010)7, z* =12

5.2.12

93

o

o
1

o

5.2.13 2%, = (2,2)7, 2p = 12,
5.2.14
a) z* = (3,1)T, 2 =39
b) Man méste kiinna till (0,0)7, (3,0)", (3,1)", (0,4)" for att beskriva konvexa
holjet matematiskt.
K ={x | z=X(0,0)T + X2(3,0)T + X3(3, )T + M\4(0,4)7T,

4
> Ni=1,\2>0,Vi}
i=1

C) 2$1+3£L’2§12+M(1—y)
2$1+$2§7+My

x1, oo > 0, heltal, y = 0/1
M stort tal
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5.2.15 Variabeldefinition:
1 om investering gors i projekt j

T; =
0 annars
max 2z =T+ dxe + 8x3 + x4
da dx1 4+ 322+ 523+ 14 < 6

T, € {0 ’ 1}
Losning z* = (0,0,1,1)T 2* =9

5.3 Ovrigt

5.3.1 -
5.3.2 -
5.3.3 -
5.4 Snittmetoder
5.4.1
a) Heltalssnitt: rad (1): 221 + 29 > 4, rad (2) 21 + 22 > 3
b) De tva snitten fran a) samt icke-negativitet bildar det konvexa holjet.
c) Nej, ty snittet skir bort den tillatna heltalslésningen (2,1)7.
5.4.2
a) Tillitna heltalspunkter: (2,0)%, (1,2)", (0,3)", (0.4)". Konvexa holjet defi-
neras av r; > 0, 221 + 29 < 4, 31 + 229 > 6.
b) Heltalssnitt: 221 + xo > 3 (z-raden), 421 + 3z9 > 8 (z5-raden). Inget snitt Ar
en fasett.
c) -
54.3 -

6 Repetition

6.1 Repetition
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6.1.1

Sant.  Bevistekniken (motséigelsetype) visar visentligen att () maste vara
positivt semidefinit pa det tillatna underrummet for att ett lokalt minimum
ska kunna finnas. Sa i praktiken har vi déarfér ett konvext problem, under
denna férutsittning.

Falskt. Motexempel: f(z) = z3;2 = 0;d = —1.
Falskt.

False, because there are LP problems that lack feasible solutions or finite
optimal solutions.

False, by counter-example: no rounding (upwards or downwards) is even fea-
sible; not even the nearest feasible solution is optimal! (See Figure 21.)

25

15

Gradient

0.5

Figur 21: Image for exercise 6.1.2

c) False, unless f is convex:

b)

c)
6.1.2

a)

b)
6.1.3

In Figure 22, x; is a global minimum, where g(z;) = z; < b. But if the
constraint is removed, then z5 is a global minimum and f(z3) < f(z;), so the
constraint is not redundant.
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f(x)

X

Figur 22: Image for exercise 6.1.2
a) Falskt
b) Sant
d) Sant

e) Sant

)
)
c¢) Sant
)
)
)

f) Falskt

6.1.4 Some hints to the answers are given below. Thiese are not complete answers.

a) f(z) is strictly convex, g;(x) are strictly concave (other possibilities exist).

b) Advantage:Quick. Disadvantage: First and second derivatives are required.

c) If a problem is convex, we know that every local optimum is a global optimum.

e) At least one basic variable has the value 0.

)
)
)
d) min) " (a;(z))? (Other possibilities exist).
)
f) No leaving variable is found (Same as B~'4;,;, <= 0.
)

g) The dual problem has no feasible solution.
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h) The point which has the lowest function value in a small neighbourhood.
Fe.f(z) < f@)V]|e —z|| <€

i) That a basis is re-visited during the course of the simplex algorithm. In order
for this to occur, the problem must be degenerate.

i) -
k) -

1) No, not generally. Yes if the function is convex, everywhere everywhere and
the line-searches are exact.

6.1.5 a) False, b) True, c) True, d) True, e) True, f) True, g) False, h) True, i) True, j)
False, k) True, 1) True, m) False, n) True, o) False, p) False, q) True, r) False, s)
True, t) False, u) False

6.1.6 a) True, b) True, ¢) False, d) True, e) False, f) False, g) True, h) False, i) False, j)
True, k) True, 1) False, m) False
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