Introduktion till linjarprogrammering

1 Ett produktionsproblem

En fabrik producerar tva olika typer av mobler, bord och stolar. Produktionen av
mobler erfordrar tva olika typer av material; stora och sma delar. Ett bord tillverkas
genom att man sammanfogar tva delar av vardera sorten, medan en stol bestar av en
stor och tva sma delar. For att bestdmma den optimala produktionsplanen, maste
producenten beakta att det endast finns 6 stora och 8 sma delar att tillga. Ett
bord kan séljas for 1600:- och en stol for 1000:-. Bestam den produktionsplan som
maximerar de totala intakterna, under forutsattning att alla tillverkade mobler kan
saljas och att de delar som anvéands redan ar betalda och inte kan séljas obearbetade.

Sma bitar Stol, x»

Stora bitar Bord, 1

Mal: maximera intakterna

Variabeldefinition: x; = antal bord som tillverkas och saljs
ro = antal stolar som tillverkas och saljs
z = summan av intakterna
Modell: max z = 1600z; + 1000z,

da 2r1 + Ty < 6 (stora bitar)
2ry + 20y < 8 (sma bitar)
x1, x2 > 0 (fysikaliska restriktioner)
)

T1, To heltal (bortses fran har



2 Losning av modellen med hjalp av LEGO

Vi startar vid noll-produktion, d.v.s., x = (0,0)", och studerar marginalforbattringar
for att vélja ut den mobeltyp som skall produceras. Eftersom z; har den bésta
marginalintdkten (1600:- per bord), véljer vi att producera sa manga bord som
mojligt. Vid x = (3,0)" finns inga fler stora bitar kvar.

Marginalvéirdet for xo &r nu 200, eftersom vi kan ta isér ett bord (—1600:-) och
sedan bygga tva stolar (+2000:-), vilket motsvarar intikten +200:- per tillverkad
stol. Oka vérdet pa s maximalt. Vid x = (2,2)T finns inga fler sma bitar kvar.

Marginalvéirdet for xz; dr nu negativt (vi maste ta isér tva stolar for att kunna
bygga ett bord till, vilket ger en negativ intékt, eller —400:- per tillverkat bord).
Marginalvérdet for zo &r ocksa negativt (vi maste ta isir ett bord for att kunna
bygga en stol till, vilket ger en negativ intékt, eller —600:- per tillverkad stol).

Alltsa dr x* = (2,2)T en optimallésning, d.v.s., tillverka tva bord och tva stolar for
storsta mojliga intakt, som ar 5200:-.

3 Kanslighetsanalys med hjalp av LEGO

Nedanstaende forandringar antas goras oberoende av varandra; alla tre utgar fran
grundmodellen i avsnitt 1.

e Antag att producenten far mojlighet att kdpa en stor bit till. Hur mycket ar
han/hon villig att betala for denna bit, och hur manga bitar ar viarda detta pris?

Svar: Med en ytterligare stor bit kan vi gora ett bord av en stol. Fortjansten fran
denna operation ar 1600 —1000:- = 600:-. Producenten betalar alltsa maximalt 600:-
for stora bitar, sa lange det finns stolar kvar att omvandla till bord. Maximalt antal
stora bitar som ar varda detta pris ar foljdaktligen 2.

e Samma fraga for sma bitar.

Svar: Med ytterligare tva sma bitar, kan vi gora tva stolar av ett bord. Fortjansten
fran denna operation ar 2-1000—1600:- = 400:-. Producenten betalar alltsa maximalt
200:- for sma bitar, upp till maximalt antal bitar som ar 4.

e Antag att forsdljningspriset for bord sjunker till 750:-. Hur skall tillverknings-
planen forandras?

Svar: Marginalvirdet for att 6ka xo dndras till 1000—750:- = 250:- per stol (ta isér ett
bord och bygg en stol). Detta virde géller sa ldnge det finns bord kvar att montera
ned, d.v.s., 6ka virdet pa xo med 2 till x5 = 4; da blir z; = 0. Marginalvardet for
21 ar nu 750 — 1000 :- = —250:-, d.v.s., det lonar sig inte att bygga fler bord. Alltsa
ar x* = (0,4)T optimalt, d.v.s, tillverka enbart fyra stolar. Fortjiansten blir 4000:-.
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4 Geometrisk losning av modellen

max z = 1600z; + 1000z, (0)
21’1 + 21’2 S 8 (2)
ry, x2 = 0
T2

> U1
(2)
4.1 Geometrisk kanslighetsanalys

Modellen kan skrivas med generella beteckningar, enligt:
max z = 1600z + 1000z, max z = c1x1 + Cax9
da 2.CE1 + ) S 6 da a;1r;y + Q192
207 + 229 < 8 a2171  + Qs
T1, T9 Z 0 T1, To

Antag att foljande dndringar gors (oberoende av varandra):

o b =6+ Ab, Aby=1=x*=(3,1)T = 2* =5800:-
Intakt per ytterligare inkopt stor bit: 5800 — 5200:- = 600:-
Aby > 2 ger ingen ytterligare intékt, eftersom zo > 0 maste galla.

o by =8+ Aby, Aby =2 = x* = (1,4)T = 2* = 5600:-
Intékt per ytterligare inkopt liten bit: (5600 — 5200)/2:- = 200:-
Aby > 4 ger ingen ytterligare intékt, eftersom z; > 0 maste gélla.
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o ¢, =1600+ Acy, Ac; = =750 = x* = (0,4)T = z* = 4000 : —

NENNN\N

5 En icke-teknisk introduktion till simplexmeto-
den och kanslighetsanalys i linjarprogramme-

ring

5.1 Slack-, bas-, och icke-bas-variabler, samt extrempunkter

Ursprunglig problemformulering:

max z = 1600z; + 1000xs

da 21 + T
2r1 + 229
T1, T2

IV A IA

Olikheter kan inte manipuleras med hjélp av radoperationer. Darfor gor vi om (1)

och (2) till ekvationer med hjélp av slackvariabler:
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max z = 16007y + 1000z4
da 21’1 + To + S1 = 06 (1)
2z, + 279 + 859 = 8 (2)

r1, Tg, S1, S > 0

Vi har nu 4 variabler och 2 ekvationer. Vi ska eliminera 2 av variablerna med
hjélp av ekvationerna, och studera problemet i termer av de tva aterstaende vari-
ablerna. Vi kallar de variabler som anvands for att 16sa ekvationssystemet for bas-
variabler (eller beroende variabler), och de aterstaende for icke-basvariabler (eller
oberoende variabler). Vi kommer att definiera malfunktionsvéirdet z i termer av
icke-basvariablerna.

Néar vi ska vélja vilka variabler som ar bas- respektive icke-basvariabler, maste vi
tillse att

(i) basvariablerna kan 16sa det linjara ekvationssystemet; detta innebér att motsva-
rande kolumner i ekvationssystemet maste vara linjdrt oberoende, samt att

(ii) 16sningen till ekvationssystemet ocksa uppfyller icke-negativitetsvillkoren.

Notera att pa randen till vart och ett av bivillkoren har en av variablerna véardet 0.
Lat X = {x € R? | 221 + 22 < 6, 221 + 279 <8, 11 >0, 75 > 0}

“—— Ej tillaten skdrningspunkt

Extrempunkt till X

(1)

X1

I figuren ser vi att en extrempunkt till X karaktériseras av att tva variabler samtidigt
har virdet 0 (med andra ord, tva linjer skéir varandra). Vi ser ocksa att det finns
andra punkter dar tva variabler har vardet 0, men dessa skarningspunkter &ar inte
tillatna, eftersom antingen en variabel z; eller slackvariabel s; dér ar negativ.

En fundamental egenskap hos optimallosningar till linjara optimeringsproblem &r
foljande: Om det existerar en optimallésning sa existerar en optimal extrempunkt.



Generellt, betrakta modellen:

max z = c'x,
da Ax = b,
x > 0

dir x,c € R", b € R™ och A € ™. Lat X = {x € R" | Ax =b, x > 0}.

[ vart exempel &r da m = 2, n = 4, x = (11,9, 81, 592)7, ¢ = (1600, 1000, 0,0)7,

2110 6
A—(2 2 0 1),samtb—<8).

En extrempunkt till X motsvaras av en losning till systemet Ax = b, i vilken
n —m variabler (icke-basvariablerna) har virdet 0, och de aterstaende variablerna
(basvariablerna) ar icke-negativa. (Detta ar det fundamentala sambandet mellan, a
ena sidan, geometrin och algebran hos linjarprogrammeringsproblem, och, a andra
sidan, simplexmetoden.)

Vi noterar den intressanta slutsatsen att om det existerar en optimal 16sning till ett
LP-problem med n variabler och m bivillkor (olikheter och/eller likhetsbivillkor),
sa existerar en optimal 16sning dér inte fler &n m variabler har ett positivt varde.
Vi vet alltsa redan innan vi 16ser problemet hur manga aktiviteter som kommer att
vara aktiva, och det ar ett relativt begrdnsat antal (normalt géller att n > m).

5.2 Simplexmetoden

Simplexmetoden soker bland extrempunkterna till X pa ett smart séitt, lings kantlin-
jerna sa att vardet pa z okar hela tiden tills en optimal extrempunkt &r funnen. Vid
forflyttningen fran en extrempunkt till nésta, later simplexmetoden en basvariabel
byta plats med en icke-basvariabel. Den ser till att problemet hela tiden beskrivs
i termer av de aktuella icke-basvariablerna. Vi borjar med att skriva systemet pa
formen

—z + cx
Ax

0
b
X 0

AV

Simplexmetoden arbetar enligt foljande: bland de n st variablerna valjs n — m st
icke-basvariabler. Systemet Ax = b anvands for att beskriva de m basvariablerna i
termer av de n — m st icke-basvariablerna. Problemet formuleras sedan i termer av
dessa variabler, genom att 6vriga m st variabler elimineras fran malfunktionen.

Om partitioneringen av de n st variablerna i bas- och icke-basvariabler ar korrekt,
och icke-basvariablernas varden sétts till noll, sa kommer losningen till systemet
Ax = b att vara en extrempunkt till mdngden X. Malfunktionen dr nu beskriven
i termer av icke-basvariablerna; vi avgér huruvida denna extrempunkt ar optimal
genom att studera tecknet hos koefficienterna (marginalvirdena) i denna beskrivning
av malfunktionen.



Om alla koefficienter ar < 0, sa kan vardet pa z inte 6ka genom att man Okar vérdet
pa en icke-basvariabel fran noll. Om diremot nagon koefficient ar > 0, sa innebar
det en Okad vinst om man oOkar virdet pa motsvarande variabel. Vi véljer den
variabel som har storst positiv koefficient.

Att oka vardet pa en icke-basvariabel fran sitt varde noll, som den har i den aktuella
extrempunkten, innebar att vi lamnar randen till ett bivillkor och ror oss langs en
kantlinje till mangden X. Vi ror oss langs denna kantlinje tills vi nar ett nytt bivil-
lkor, vilket bestdmmer den storsta okningen hos vardet pa denna icke-basvariabel
som kan goras. Det uppnadda bivillkoret svarar mot en basvariabel, som far vardet
noll. I den nya punkten har saledes (n —m) — 1+ 1 = n — m st variabler vérdet
noll; alltsa ar den en extrempunkt.

Nasta steg i simplexmetoden ar att ersatta den icke-basvarabel som har fatt ett hogre
varde dn noll med den basvariabel som fatt virdet noll, d.v.s., de tva variablerna
byter roller sa att den tidigare basvariabeln blir icke-basvariabel och vice versa.
Detta gors med hjilp av enkla radoperationer, och vi upprepar ovanstaende steg
fran denna nya beskrivning av problemet.

Vi noterar att den l6sningsgang som presenteras nedan med hjilp av tablaer inte
ar exakt den som implementeras i praktiken, aven om den producerar exakt samma
sekvens av losningar. Skillanden mot den som faktiskt implementeras, den sa
kallade reviderade simplexmetoden, ar att tablaformen kraver att man utfor vissa
berakningar som egentligen ar onodiga.

5.3 Losning av exemplet med hjalp av simplexmetoden

Vi skriver systemet pa formen

zZ — CX =

0
b
0

»
AV

vilket ger foljande linjara ekvationssystem (da vi utesluter icke-negativitetsvillkoren,
som underforstas):

—z + 1600z; + 1000z4 =0
2£E1 + To + S1 = 6
2x1 + 219 + sy = 8

Vi later s; och sy vara basvariabler, och z1 och x5 vara icke-basvariabler, eftersom
(i) s1 och sg &r givna som funktioner av z; och xs, och
(i) s; och sy finns inte med i malfunktionen.

Vi later icke-basvariablerna fa vardet noll, d.v.s., 1 = x5 = 0, vilket motsvarar ex-
trempunkten origo. Koefficienterna for x; och x5 i malfunktionen ar 1600 respektive
1000; alltsa &r det mest l6nsamt att oka vérdet pa x;. (Origo &r inte en optimal
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punkt, eftersom marginalvardet for att oka véirdet pa variabeln ar positivt for minst
en variabel.)

Oka nu vérdet pa z; fran 0; detta innebér att vi ror oss lings z1-axeln (en kantlinje
till méngden X). Hur langt kan vi ga? Fran ovanstaende ekvationssystem foljer
(notera att xy forblir lika med 0 medan vérdet pa x; okar):

— 2r1 — 1y =
—2551—2372:

S1 =
So =

— 25E1

6 6
8 8 — 2

Virdet pa x; kan oka sa lange som s; och sy forblir > 0. Den variabel som forst
nar virdet 0 dr s; (da x; = 6/2 = 3), och det maximala véirdet pa z; ar 3. (s; =0
innebér att vi har anvént alla stora bitar.) Vi har nu funnit den icke-basvariabel
(1) och den basvariabel (s1) som ska byta roller med varann.

For att uttrycka systemet med hjilp av de nya icke-basvariablerna (s, xs), utfor vi
foljande radoperationer:

—z 4+ 1600 z;1 + 1000 x5 = 0 (0)
2x; + Ty + $1 = 6 (1)
21, + 22 + sy = 8 (2)
— + 2002, — 800 s; = — 4800 | (0)—800-(1)
r1 + %.Tg + %81 = 3 %(1)
Ty — 51 + S = 2 (2)—(1)

Vi har nu eliminerat basvariablerna (z; och s3) ur malfunktionen, och de tva basvari-
ablerna &r tecknade som funktioner av icke-basvariablerna (s; och z2). Observera
foljande:

(i) Vi later s; = x5 = 0 och erhaller x = (3,0)T, d.v.s, en extrempunkt till X.

(ii) Malfunktionsvérdet ar 4800.

(iii) Marginalviardet for att 6ka virdet pa x, dr i denna punkt 200, vilket star i
malfunktionsraden.

(iv) so =2 > 0, vilket innebér att det finns sma bitar kvar.

Eftersom en malfunktionskoefficient &r positiv (ett marginalviarde ar positivt), ar
16sningen x = (3,0)T inte optimal.

Vi valjer hdarnast att oka vardet pa xo fran 0. Eftersom vi later vardet pa s; forbli
= 0, ror vi oss langs bivillkoret (1). Ur systemet ovan erhalls f6ljande:

1
212

xrT =
So =

[NORNOL]

Forst att na vardet 0 ar variabeln sy (vid o = 2). Vi later x5 = 2 och har identifierat
nasta variabelpar att byta roller. Den nya extrempunkten ar uppenbarligen x =
(2,2)T) eftersom det nya virdet pa z; ar x; = 3 — % -2 = 2, och vi skriver om
systemet enligt foljande:



s T 200z, — 800 s — 4800 | (0)
ry + %372 + %81 = 3 (1)
Lo — S1  + SS9 = 2 (2)
s — 600 s, — 200sy = —5200 ] (0)—200-(2)
T + S1  — %82 = 2 (1)—%(2)
To — ST + S9 = 2 (2)

Ur detta system kan vi utlisa att x = (2,2)T, 2 = 5200, och att denna extrempunkt
ar optimal, eftersom ingen koefficient i malfunktionsraden ar positiv. Vi har harmed
l16st exemplet med hjélp av simplexmetoden.

5.4 Kanslighetsanalys

Vi ar intresserade av vardet av ytterligare resurser, i form av fler stora respektive
sma bitar, for den ovanstaende modellen. Vi ar ocksa intresserade av hur manga
bitar av respektive sort som har detta varde.

Antag att vi later b; := by + Aby, dar Aby > 0. Om vi bibehaller representatio-
nen av systemet ovan, och utnyttjar den nya kapaciteten fullt ut genom att éndra
optimallosningen x* = (2,2)" sd att den foljer bivillkoret (2), sa kommer slackvari-
abeln s; (som & proportionell mot avstandet fran aktuell punkt till randen av det
ursprungliga bivillkoret (1)) att fa ett negativt virde. Om Ab; = 1 sa blir s; = —1,
och vinsten kommer att 6ka med (—600) - (—1) = 600:-. For att finna den nya
optimallosningen utnyttjar vi systemet, vilket ger:

$1:2—81
$2:2+81

Alltsa, om by := by + 1 sd erhalls s; = —1, vilket ger x* = (3,1)*. Det &r ocksa klart
att den maximala 6kningen Ab; som &r intressant ar den da antingen x7 eller x5 blir
lika med noll. Detta intriaffar da s; = —2, d.v.s., da Ab; = 2; da blir x* = (4,0)T
(enbart bord produceras). Alltsa &r vi intresserade av att képa maximalt tva extra
stora bitar till ett hogsta pris av 600:- per styck.

For kop av ytterligare sma bitar anvander vi samma argument. Lat by := by + Ab,.
Effekten av att oka vardet pa by ar att s, blir negativ, och vi kan utlédsa intdkterna
for en extra liten bit som (—200) - (—1) = 200:-. Vi betalar alltsa maximalt 200:-
for en extra liten bit. Den nya losningen, for vilket vérde som helst pa Abs, och det
maximala virdet pa Ab, kan utldsas ur systemet:

1
T :2+—82: 2—§Ab2
Ty = 2—82 = 2—|—Ab2
Om vi later Aby = 2 erhalls x* = (1,4)T. Det maximala vardet pa Aby ar 4, vilket

motsvarar x* = (0,6)T. Vi ar alltsa intresserade av att kopa maximalt 4 sma bitar
till en hogsta kostnad av 200:- vardera.



6 En icke-teknisk introduktion till dualitet i linjar-
programmering

6.1 En konkurrent

Antag att en annan fabrik (lat oss kalla den Billy) tillverkar bokhyllor vars ramaterial
ar detsamma som for borden och stolarna, alltsa stora och sma bitar. Billy vill
expandera sin verksamhet och &ar intresserad av att kopa den resurs som “var”
fabrik har. Vi kan stélla oss tva fragor, som (skall det visa sig) har samma svar: (1)
vilket ar det ldgsta bud (pris) som vi kan acceptera for den totala kapaciteteten?;
(2) vilket ar det hogsta bud (pris) som Billy &r beredd att erbjuda for ravarorna?

6.2 Ett dualt problem

For att studera problemet narmare infors:

Variabeldefinition: y; = priset (i kronor) som Billy erbjuder for varje stor bit
y2 = priset (i kronor) som Billy erbjuder for varje liten bit
w = det totala budet som Billy erbjuder

For att vi ska acceptera att sélja var resurs maste rimligen det pris som erbjuds
for den vara minst lika stort som det varde resursen representerar i var optimala
produktionsplan, annars tjanar vi mer pa att anvanda resursen sjalva. Betrakta till
exempel nettointékten for ett sald bord. Nettointakten ar 1600:- per bord, och for
den atgar tva stora och tva sma bitar. For att inte budet omedelbart skall forkastas
maste alltsa Billy erbjuda ett pris som uppfyller 2y; + 2y > 1600. Motsvarande for
vardet av en tillverkad stol ar kravet att y; + 2y, > 1000.

Billy ar naturligtvis intresserad av att minimera det totala budet under forutsattning
att budet accepteras. Med observationen att y; och ys ar priser och darfor ickeneg-
ativa har vi féljande matematiska modell for Billys problem:

Modell: min w = 6y; + 8yo
da 2y0. + 2y = 1600 (bord)
y1 + 2y > 1000 (stolar)
Yy, y2 > 0 (priser)

Detta problem brukar kallas det duala problemet till vart produktionsplaneringsprob-
lem (som i stéllet bendmnes det primala problemet).

Den optimala 16sningen till detta problem dr y* = (600,200)*. Det totala budet ar
w* = 5200:-.
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6.3 Tolkningar av den duala optimala losningen

Som synes ar den optimala duala losningen identisk med skuggpriserna for resurs-
bivillkoren. (Detta dr en generell slutsats i linjarprogrammering.) For att mo-
tivera att detta ar rimligt kan vi tdnka oss att Billy endast ar en fiktiv konkur-
rent, som vi anvander tillsammans med det duala problemet for att mata virdet av
var resurs. Detta (fiktiva) matt kan anvindas till exempel for att skapa en intern
prissattning av sadana begransade resurser som flera underavdelningar inom ett pro-
duktionsforetag utnyttjar. Det pris som den duala optimallosningen (skuggpriset)
utgor ar da ett prisstyrningsinstrument som far underavdelningarna att utnyttja de
begransade resurserna pa ett optimalt sitt avseende det Gvergripande malet.

Vi noterar ocksa att det totala virdet av produktionen (5200:-) Gverensstdmmer
med det totala virdet w* av resurserna i vart foretag. (Detta &r ocksa en generell
slutsats i linjarprogrammering; se Stark dualitet nedan.) Billy &r naturligtvis inte
villig att bjuda mer an vad resursen ar vard, men kan samtidigt inte ge ett lagre
bud 4n den vinst som vi sjilva kan astadkomma, eftersom vi da inte ar beredda att
sélja.

Vi kan notera att det for varje tillaten produktionsplan x och pris y géller att z < w,
eftersom

z = 1600z + 1000x2 < (2y1 + 2y2)x1 + (Y1 + 2y2)z2 = y1 (221 + 2) + Yo (221 + 219)
< 6y1 + 8y2 = w,

dar vi i olikheterna utnyttjar alla bivillkoren i det primala och det duala problemet.

(Aven detta &r en generell slutsats; se Svag dualitet nedan.) Alltsa ar varje accept-

abelt bud (fran var sida sett) en 6verskattning av var mojliga vinst, och det ar denna
overskattning som Billy minimerar i det duala problemet.

6.4 Duala problem

Samma data forekommer i bada problemen. I sjéilva verket kan man till varje linjért
problem formulera ett motsvarande dualt dito:

Primalt problem: max z = c'x
da Ax < b
x > 0
Dualt problem: min w = bly
da Aly > ¢
y >0

. . (1600 (21 G
Ivartfalleurc—(1000),A—(2 2),ochb—<8).
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Mellan dessa finns manga relationer, som bildar en teori om linjara optimeringsprob-
lems dualitet och optimalitet. Vi tar hdr upp ett par exempel pa sadana.

6.5 Dualitetsteori

Lat det primala problemet ovan forkortas (P) och det duala (D). Vi noterar att det
duala problemet till (D) &r (P). Svag dualitet: Om x &r tillaten i (P) och y &r tillaten
i (D) géller att z < w.

Bevis: z =cTx < (ATy)"x = y"Ax < yTb = w. O

Stark dualitet: Om (P) och (D) bada har tillatna losningar sa har bada ocksa optimala
l6sningar, och z* = w*.

Bevis: Se Appendix. O

Komplementaritet: Lat x* och y* vara optimala l6sningar till problemen (P) respek-
tive (D). Da géller att

y; [aix” — by

0, 1=1,...,m,
zi[(a’)Ty* —¢] =0, '

ar a; ar rad ¢ 1 matrisen A oc ' ar kolumn j i matrisen A.
dar a; d t A och a’ kol t A

Bevis: Eftersom stark dualitet géller sa rader likhet i de tva olikheterna i beviset
for svag dualitet. Dessa tva bildar just komplementvillkoren ovan. O

Med andra ord, om ett bivillkor i (P) inte &r uppfyllt med likhet (dvs. det finns ett
slack i det bivillkoret) sa &r dess pris 0. I vart exempel ar bada resursbivillkoren
uppfyllda med likhet (all resurs utnyttjas); om sa ej vore fallet skulle det alltsa
betyda att virdet av ytterligare resurs (dvs. skuggpriset) vore 0, vilket ar naturligt
eftersom vi da inte kan (eller vill) utnyttja den i var optimala produktionsplan.

Optimaliteten hos en vektor x kan sammanfattas med att tre krav maste vara upp-
fyllda: x maste (1) vara tillaten i (P), och x skall motsvaras av en (2) komplementéar
dual vektor y som (3) ar tillaten i (D):

Optimalitet: Om x é&r tillaten i (P) och y &r tillaten i (D) géller att de &r optimala
i respektive problem om och endast om de har samma malfunktionsvarde, vilket ar
ekvivalent med att de tillsammans uppfyller komplementaritet. O

Om vi har 16st det ena problemet kan vi alltsa losa ut det andra problemets l6sning
via komplementvillkoren. I simplexmetoden ar dessa uppfyllda hela tiden, medan
den komplementéra losningen blir tillaten precis da den primala ar optimal. Da
ger ocksa simplextablan automatiskt den duala optimallosningen, liksom reviderade
simplexmetoden.
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Appendix Farkas Lemma och starka dualsatsen

Foljande resultat ar centralt for teorin om polyedriska mangder:

Farkas Lemma (1901): Precis ett av foljande linjara system har en 16sning:

Ax >0, (1a)
ctx <0 (1b)
Aly =c, (2a)

y>0 (2b)

Vi applicerar detta resultat pa primal-dual paret

(P) min 2z = c'x (D) max w = bly
da Ax > b da Aly < ¢
x > 0 y > 0

Notera att svag dualitet implicerar att varje par av tillatna 16sningar till (P) och
(D) uppfyller cTx > bTy.

Beuis av stark dualitet: Betrakta systemet

Ax > b,

- Ay > —c

—c'x + bly > o0,
x >0, y>0

Om detta system har en 16sning, (x,y), sa foljer resultatet av svag dualitet, eftersom
z = w. Antag darfor att det saknar 16sning. En ldmplig omskrivning av systemet
och en tillampning av Farkas Lemma ger da att foljande system har en 16sning;:

ATu - X < 0,

— Av + b < 0,

b'u - v > 0,
u>0, v>0 A>0

Antag forst att A > 0. Vi kan anta utan inskrankning att A = 1, eftersom hogerleden
ar noll. Da ser vi omedelbart att u respektive v ar tillatna losningar i (P) respektive
(D) med malfunktionsvirden som motséiger svag dualitet. Alltsa maste A = 0 gélla.
Antag nu att cTv > 0. Da foljer att b™u > 0 och via Farkas Lemma kan vi dra
slutsatsen att (P) saknar 16sning, vilket dr en motségelse. Om vi i stéllet antar att
cTv < 0 kan vi fran en tillaten 16sning x i (P) konstruera en primalt tilliten 16sning
x(0) := x + Ov for vilket galler att cTx(f) — —oo nar § — +oo. Fran svag dualitet
foljer da att (D) saknar 16sning, vilket dr en motségelse. O

Vi kan ocksa motivera Farkas Lemma med hjélp av starka dualsatsen (trots att stark
dualitet bevisas med hjélp av den ... ):
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Bewvis av Farkas Lemma:

(1) = —(2)]: Antag att (1) har en 16sning, x. Om (2) ocksa har en 19sning, y,
implicerar det att
c'x=yTAx >0,

vilket leder till en motsagelse.

[-(1) = (2)]: Antag att (1) saknar 16sning. Vi konstruerar en l6sning till (2) enligt
foljande. Konstruera det linjara primal-duala problemparet

min z = c'x max w = Oy
da Ax > 0 da Aly = ¢
y =20

Minimeringsproblemet har optimallsning x* = 0. Enligt starka dualsatsen har dess
dual en optimallosning. Den ar darfor speciellt tillaten. a
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