Tentamen TMA945/MAN280 Optimeringslara 000306

1 a) Efter tillaggs av en slackvariabel fas:

min z = —4x — 2z — 473
da 21’1—1’2+ 1’3+51:20
Ty + Xy + 223 =20

Ty, T2, xr3, 81 2 0

Fas-1-problemet:

minw = a;

da 2z —22+ 23+ 51 =20
$1—|—l’2+21}3 —|—CL1:20
Ty, T2, x3 S2, ap >0

Startbas: (s1,a1);w = a; =40 — xq — 229 — 4x3

bas | —w 3 To T3 81 aq b
—w | 1 -1 —-1-2 0 0 —20 |3 ink.

51 0 2 —1 1 1 0 20 as utg.

a | 0 1 1 0 1 20
—w | 1 0 0 0 0 1 0

st | 0 3/2 =3/2 0 1 -—-1/2 10 Cw > 0 — Fas-1 optimum!
zg | 0 1/2  1/2 1 0 1/2 10 w* = 0 — tillaten 16sning funnen!
Aterta
z = —dxy — 229 — 4wz = —4dxy — 209 — 4(10 — 1/221 — 1/229)
= —40 — 2z,

bas | —z 13 Ta T3 S b

— 1 —2 0 0 0 | 40 = ink

S1 0 [3/2] =3/2 0 1 10 s utg.

s |0 12 1/2 1 0 10

—> | 1 0 -2 0 4/3 [160/3 uxink.

) 0 1 -1 0 2/3 | 20/3 a3 utg.

3 | 0 0 1 —1/3] 20/3
z—11] 1 0 0 2 2/3 1200/3

) 0 1 0 1 1/3 | 40/3 ¢, >0 — fas-2 optimum!

xo 0 0 1 1 —1/3| 20/3

Optimum: (xf, x5, z%) = (40/3,20/3,0); z* = 200/3.

1



11

b) :EB:(sl,xg)T—>B: {O 5

:|:>B$B:b(:)$32|:18:|

BT?/ZCB@?/Z{_%};

~ 2 -1
(—2,0) = z; inkommande.

3/2

Ba1:a1@a1:{1/2

} = mln{3/2, %} =2 = s utgaende.

xB:(xl,xg)TﬁB:[Q 1}:>BxB:b®xB:[20/3]

12 20/3
By=enery=| i = dmN = c20-(apmayn |
(_274/3)

Dualen ar:

max v = 20y; + 20y-

21 + yo < —4  uppfylls
—y1+ y2 < —2 upplyllsej «

da Y1 + 2y < —4  uppfylls
y1 <0 uppfylls
2 a) Primal tillatenhet: ¢;(x) = =221 + 229 — 1
g2(z) = —2x1 + o
g3(x) =
ga(z) = @2

Med 7(0, 3) : 1(Z) = 0, 92(Z) > 0, g3(7) = 0, 9a(7) > 0
Komplementaritet: fran ovan fas att Ao = Ay, =0

Vf(ZL’) = (8271 — GZL’Q + ].,41’2 — 6$1)T
Dual tillatenhet: Vg (z) = (—2,2)"

Vgs(z) + (—1,0)T
Med z = (0,3) : Vf(Z) — MVgi(Z) — A3Vgs(z) = (0,0)7,

e [ 7] 7] ] [2] v

A= (1,0,0,0)" > 0. KKT-villkoren #r uppfyllda!

b) Svaret ar att z &ar ett globalt minimum. Att verifiera det &r inte latt,
beroende pa att f inte ar en konvex funktion, sa att problemet faktiskt inte
ar konvext. (Vi kan verifiera att z uppfyller andra ordningens nédvéandiga
krav for lokalt minimum, men inte andra ordningens tillrackliga krav for
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lokalt minimum.) Det enda séttet att verifiera att Z ar ett globalt minimum
ar att resonera som foljer.

Uppenbarligen éar f en funktion som vaxer mot +oo i alla tillatna riktningar.
Eftersom den tillatna méangden ar sluten och icke-tom och f &r kontinuerlig,
kan vi dra slutsatsen att f maste anta sitt minsta varde pa den tillatna
méngden, alltsa att det existerar(Weierstrass Sats!) en optimallésning till
problemet. Eftersom den tillatna méngden ar konvex och har en inre punkt
kan vi ocksa konstatera att varje lokalt (och globalt forstas!) minimum
maste vara en KKT-punkt. Strategin hér blir alltsa att finna samtliga
KKT-punkter och visa att  (om det finns fler KKT-punkter &n den) ar den
béasta. (Detta &r egentligen ingen metod for att finna en optimalldsning,
men hér finns knappast nagot béttre alternativ.)

Innan vi borjar kan vi forst konstatera att bivillkor (2) &r redundant, efter-
som det foljer av teckenkraven pa x. Det underlattar analysen att ta bort
det. Vi kommer i tur och ordning att gissa vilka bivillkor som ar aktiva.

1. Inga bivillkor ar aktiva. Da fas som KKT:
Vf(z) =0, dvs (8 — 629 + 1, —6x; + 425) = (0,0), d.v.s.
z = (1,3/2)". Detta &r en otillaten punkt.

2. Alla bivillkor &r aktiva. Uppenbarligen omojligt, ty = (0,0)7 ar
otillatet.

3. Bivillkor (1) ar aktivt. Da fas som KKT:

{8951—75952—1—1}_)\ {—2} _{0}

—6x1 + T2s 120

En parametrisk losning ar:

(x1,22) = (1,3/2) — A1(1,1), Ay > 0. Med kraven (2) och (3) fas att
A1 = [1,3/2]. Inséttning i f ger ocksa att f(x) = 1 for alla = pa denna
form. Sa z =1,3/2) — A1(1,1), A — [1,3/2] dr samtliga KKT-punkter,
med samma malfunktionsvarde. Notera att med A\ = 1 fas x = 7!

4. Bivillkor (2) &r aktivt. Med z; = 0 fas ur KKT att ocksa x5 = 0,
vilket ger en otillaten punkt.

5. Bivillkor (3) &r aktivt. Ger ocksa x = (0,0)7.
6. Bivillkor (1) och (2) dr aktivt. Ger x = (0,1/2)7, d.v.s. 7.
7. Bivillkor (1) och (3) ar aktivt. Ger x = (1/2,0) som &r otillatet.

detta ar samtliga kombinationer. Ur detta fas att méngden av KKT-
punkter ar
r=(1,3/2)T — X\ (1, )T, 1< A\ <3)2.

Samtliga dessa har malfunktionsvarde 1, och ar alltsa globalt optimala.
Ibland dessa aterfinns .



3 a)

Lat (A, b) vara de rader i (A,b) som motsvarar de bivillkor som &r aktiva
iz, dv.s. dar a;fpx* = b;. Att det inte existerar en tillaten riktning i x,

som samtidigt ar en descentriktning kan beskrivas som att det inte finns ett
p € R" med Vf(z.)Tp <0 och Ap > 0.

OptimalitetAsvinor. Om =z, ar ett lokalt min existerar A\, > 0 sa att
Vf(x.) = AT\,

~

tolka: z = p;: B = A;¢c = Vf(z.). Da ar utsagan att det inte existerar
en tillaten descentriktning i z, ekvivalent med att systemet I inte har en
16sning. Farkas Lemma leder da till att systemet II har en 16sning. Tolkas
IT i detta problem fas, med y = )\*, att det existerar A\, > 0 sa att AT\, =
Vf(x,), d.v.s. forsta ordningens nédvindiga krav!

Dualen till (P) &r

max w = 240y; + 60y,
2y1 + 21/2 < 100

(D) " 6y + yo < 100
10y, < 100
Y1, Y2 2 O

Geometrisk 16sning av (D) ger: y. = (10,40). (Men detta behdvs inte. Vi
hérleder den 16sningen nedan.)

For att verifiera att z, = (12,36,0)7 utnyttjas de tre optimalitesvillkoren i
LP.

Primal tillatenhet: 2z; + 625 + 1023 = 240 OK
2%1 + 22 = 60
1> 0,29 >0,23=0

Komplementaritet: y; - (221 + 625 + 1023 —240) =0 o

Yo - (2$1 + 29 - 60) 0 i
Iy - (6y1 + Yo — 100) =0 w
xg - (10, —100) =0 v
2y1 + 2y2 =100

ger ur iii och iv att d.v.s. y1 = 10,y = 40.

6y, + yo = 100 ’
Du tillatenhet: aterstar att kontrollera:
10y; <100 ok
y1,y2 >0 OK

Alla optimalitetsvillkoren uppfylls tillsammans med den (unika) duala op-
timalllosningen y, = (10, 40)7.



b) Med utgangspunkt fran den optimala duala optimalldsningen utnyttjas op-
timalitetsvillkoren for att finna samtliga x, som satisfierar dem.

y. = (10,40)T uppfyller de tre linjéra bivillkoren i (D) med likhet, sa iii - v
ger inget. Uri - ii fas (y, > 0!):

2x1 4+ 6x9 + 1023 = 240 o 1 =124 23
2x1 + o =60 To = 36 — 213

Primal tillatenhet som aterstar att lagga till ar x > 0, vilket ger att z3 = 18
maste galla.

Samtliga optimallosningar ges alltsa av:

12 1
.= 36|+t | —2|, o<t<1s
0 1

5 a) Att steglangden blir noll beror pa att sokriktningen inte ar en descentrikt-
ning. Anledningen till detta ar att Hessianen V2 f(x;) i den aktuella punk-
ten xy dr indefinit eller negativ (semi)definit.

b) Att sokriktning saknas beror pa att det linjira systemet V2 f(z)p = —V f(z)
inte kan vara inverterbar (notera dock att systemet kan vara losbart for vissa

hogerled dven om V2 f(xy,) inte &r inverterbar, som t.ex. [ 1 1 } D= [ 3 }

som har losningen p = ), vilket géller speciellet om determinanten for

1

1
V2 f(xy) ar noll (ett egenvirde till V2 f(zy) ar noll).

c¢) I Levenberg-Marquardts modifiering av Newtons metod undersoks egenvirdena
till V2f(z) under tiden som systemet V?(zx)p = — = Vf(zx) 16ses.
Om ett negativt egenvirde patriffas (genom att t.ex. ett pivotelement i
Gauss-eliminationen ar negativt) adderas en positiv term till diagonalen av
V2f(zy)p = —V f(zy) ersitts av ett system pa formen [V2f(zy) + vI]p =
—V f(z), dar v > 0 har valts sa att V2 f(x;,) +~1 ar positivt definit. Efter-
som detta giller, existerar p (s& problemet i b) forsvinner), och V f(z3)"p =
—pT[V2 f(zx) +vI])p < 0 av samma skél, sa p ar en descentriktning (prob-
lemet i a) forsvinner ocksa). Alternativ: gor en iteration av brantaste
lutningsmetoden.

6. Lat X ={z e R?|0<z; =1,j=1,2}.

L(z,\) :== f(z) = XA+ (3xy + 225 — 4), X > 0. Lagrangeduala problemet &r
da att

(LD) max L(\),

A>0
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dar L(A) = mingex L(z, A). Utvecklas L(x, \) fas:
L(A) =4\ + Ogc%gl{(l — 3Nz} + Oglci;%l{(l —2\)z2}

4\, 0<A<1/3
= 14N 1/3<A<1/2
2-\, 1/2< A

A =1/2,L(\,) = 3/2.

Problemet ar konvext och det existerar en inre punkt i det tillatna omradet.
Stark dualitet géller alltsa, och en primal optimallésning kan 16sas ut ur
optimalitetsvillkoren:

Motsvarigheten till “V;L(z,,A,) = 0”7 i KKT i det konvexa fallet ar att

1
x, 16ser min L(x, \,), d.v.s. z, léser min {—=z;} och min {0,z2}, med
zeX 0<z,<1- 2 0<z2<1

optimallésning 21 = 1 och x5 3 [0, 1].

Komplementaritet ger (A, > 0!) att 3x; + 229 = 4. Med 1 = 1 ger det att

Primal tillatenhet géller eftersom x € X och det linjéra bivillkoret (1) &r
uppfyllt med likhet.

Sa r, = [ 1}2 } ar den unika optimallosningen.
(Notera att f(z.) =3/2 = L(\.).)

7. Variabeldeklaration:

ys = 1 om vi rekryterar i manad ¢, 0 annars (¢t = 1,...,10).
s = antalet nyrekryterande den forste i manad s som avskedas den siste.
imanad ¢ (s=1,...,10:t=1,...,10)
0; = 6verbemaning under manad ¢ (t = 1,...,10).
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10
Modell: min f(y,8) = > t=lsy+ > ciéy

t=1
da
t 10
(1) S ww=r+é (t=1,...,10)
=1 k=t
(2) e =0t=1,...,9,s >t—2)
10
(3) d wy <M-oy(t=1,...,10) (M >0)
t=s

ytE{O,l} (tzl,,l())
g >0, heltal (s=1,...,10:t=1,...,10)
o; > 0,heltal (t=1,...,10)

(1): antalet arbetande under manad ¢ = kravet + 6verbemanning;
(2): forbjudet att avsheda nagon fore tre manader om start fore manad 9;

(3): ¢j anstéllning (z > 0) om inte rekrytering skett (y > 0)



