Losning till Tentamen TMA946/MAN280 Tillampad Optimeringslara
020311

la. Vi har problemet

min 3x; + T2
Da 3x; 4+ 21, > 1
201 + x5 <2
r1, T9 >0
till for slackvariabler:
min 3z + 9
Da 3xz; 4+ 219 —s1 =1
201+ X9+ S99 =2

T1,%2,51,52 >0

Ingen uppenbar bas: infér fas I malfunktion och artificiell variabel

(€3]
min  a; min[0 0 0 0 1]
Da 31’1+21’2—81+CL1:1 aq 1
= =
201 + X9+ 89 =2 o7} 2
32 -1 01
X1, 2,51, S2,0A1 2 0
21 010
ay
) 10 10
Vi har bas ay, s, and B = ,B71 =
0 1 0 1
Reducerad kostnad blir
10 3 2 -1
c=cn—CcpB'N=[0 0 0]-[1 0] =[-3,-2,1]
01 21 0

Vi véljer forsta icke-basvariabel som inkommande, ty den har lagst reduc-
erad kostnad.



/ kolonn ur A for x;

) ) 103 3
Sitt y = Bl = =
01|12 2

1 0 1 1
Vidare har vi B~ b = =
01 2 2

Vi far nu utgaende som

—1p), 1 2
u = argmin,, ., (Byjb)l =1ty 5<3
T T
Det index SO T

merar detta

Déarmed blir forsta basvariabeln (a;) utgaende.

Da a; ej ar med i basen vet vi att a; = 0, och vi har en inaten bas till
originalproblemet.

Fas II: Vi har bas x5, och problemet

Ty
min[3 1 0 0
52
X1
1232 -1 0 ‘ 1
a : =
2 1 1 2
52
3 0 10
B= , Bt =1
2 1 -2 3

Vi far reducerad kostnad (Bas=x1s,), (icke bas (z3, $1))

1] 10 2 -1
c=cy—cgBT'N=[1 0-[3 0] -
31231 o0

=1 0-[2 -—-1=[-2 1]

Vi far att forsta icke-basvariabeln blir inkommande (d.v.s. z3).



Bilda

10 2 2 10
y:B_lAAink:1 :1 >B_1b:1
31 —2 3 1 3| —1 31 2 3

(B'b)

ut = argmin; , o= —" = ul = 1 = x blir utgaende. (forsta basrum)

2 0 10
Ny bas: 9, 59, B = B'=1
11 -1 2

1| 103 -1
c=cy—CEB'N=[3 0]—[1 0]z -
211202 o

=B 0-5B -1=3 1

¢ > 0 = x4, sy ar optimal bas.
T 10 1

Vi har =B lh=1
S9 -1 2 2

NIw NI

1b. Ritar vi en bild far vi



2a.

Om vi minskar d far vi x; =2, =0dad =0
Vidare blir problemet oldsligt for d > 4.

Titta analytiskt: om vi fordndrar Al far vi

T _ o d 1 10 d _ d
5 2| 2| -1 2|2 2 ¢
basen ar tillaten for 0 < d <4
d d
dd)=cp-apd)=[1 0| * |=3
24| 2
2
ford<Oharviz;=2,=0=2=0
(0, d<0
g 0<d<4
Vi far ddrmed z(d) = 00, d>4
T
problemet

L otillatet
Vi kallar Kalles losning for z och motsvarande duala l6sning for y.

Vi har problemet

T

min c'z
Da Az >0 med dual  maxb’y
x>0 Da ATy <c

y=>0
Optimalitetskriterierna for LP ger oss att (komplementaritet)
y' (A7 —b) =0 2 (ATy—¢c)=0

Lat A vara de kolonner som svarar mot 7 > 0. P.S.S. fér é&. Da ar A en
m X m + k matris for att vi skall ha

/_lTy =cC.

Detta 6verbestamda ekvationssystem har exakt en 16sning, den unika duala
l6sningen.



2b. Titta pa AZ > b.

Vi lagger till slackvariabler och far [AI] = b, T och § ar Kalles optimala

16sning.

Vilj nu ut de kolonner som svarar mot Z eller § > 0 och vi far ekvation-
ssystemet ~
A’=b medi® >0

Hitta nu en vektor p. A%s nollrum.
Da z > 0 har vi att 2° 4+ ap® > 0 for sma a.

Vilj nu a s..a. 2% 4 ap® > 0 med minst ett element = 0 (notera att vi vet
att ¢Ip® = 0 ty annars hade T aldrig varit optimal.)

Vi kan nu ta bort de kolonner i A° som svarar mot & + ap = 0. Vi far da
A? med farre kolonner.

Vi itererar tills dess A:s nollrum endast innehéller O-vektorn. Vi har da
hittat ett horn av polyedern och darmed en baslosning.

3. min (z1 4 |22]°) + 2z,

s.t. 9 = 0.

1) KKT-conditions (p > 1):

To — 0 1 = 0
rimal feasibilit
- p & Yy 2y =
+ A =
g\x2|p‘1+2 1 0 A= -2

KKT are sufficient for global optimality because the problem is convex.
2) p=2 0>0

1
min é(xf + |22|?) + 235 + o253 = min F(z1, 75)
T z1 =0

Vf= =0=

2
.T2+2+20'.T2 .Z'Qz—m

f is convex = Vf = 0 is a sufficient for otpimality condition

g — OO



4a.

3) p=1 o> 0minj(2?+ |za|) + 225 + 0z} = min f(21, z5)
3 cases:

_ T

(1) 2o >0& VS ! = 0 — contradiction
—% + 2+ 20x,

(2) 22 =0— minzaf =2, =0

£(0,0)=0
_ T x1 =0
(3) 12>0 Vf= ' 0= "
—3 + 24 20, Ty = — 3

f(0,—2) = =2 < 0 — golobal mh! (f is convex)

0 0

3
T 4o O
g > 00

We cannot use groelient-based method, because f is not differentiable!

Definition: en funktion f : R" +— R #r konvex om, for varje val av z!, 2% €
R™ och X € [0, 1] géller att

(®) fOat + (1= N)2%) < Af(ah) + (1= N f(2?).
C': For varje val av 22, 22 € R” giller att

(®®) F@*) = f(@') + V() (2* = 2").

C?: For varje val av x € R™ och p € R" giller att

p'VAf(x)p > 0.

C'igen: (<) Vi har: ®® ger:
flah)y > fAzt + (1= XN)z?) + (1 =NV Azt + (1 = N)z>)T (2 — 22)
f(@®) > fOzt + (1= X)) + AV Az + (1 = N)a?) T (zg — 1)
Addera: A- (rad 1) + (1 —=X) - (rad 2) = &

(=) ®= (1-A)f(2%) > (1=N)f(z")+[f (@' +(1=N)(z®—=2")) = f(z")].
Dividera med 1 — X och lat A — 1. Da fas ®®

Det mesta talar for en quasi-Newton algoritm: vi har bara tillgang till V f,

inte V2 f; problemet ir konvext, sa approximationen av Newton-riktningen

bor vara bra; problemet ar ganska stort men varje rang-2-uppdatering for-
drar bara ytterligare 2 x n i minnesutrymme.
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¢) (D) max(b¥)Ty  Los dualen! Ateranvind den optimala basen for nista k

da ATy <c reoptimera/
y=>0
5. Variabler: d : godstjocklek (m)

¢ : langd hos cylinder delen (m)

r : radie har kloten (m)

Modell:
minimera (27,4 + 47r?)d
da
2r + 0 <587—2d (lingd)
2r <2.34-2d (bredd)
prea <d (kapacitet)
p(mr? +3/4nr%) = ¢ (tryck-volym)

d,r, 0 >0

6a) Lagrange funktion: L(z, \) := f(x) — Z Aigi(x).
i=1

Lagrangedual funktion: L,()) := mi)r{l L(z,= lambda), A > 0™.
S

Det Lagrangeduala problemet ar:

(LD) maximeraysgm Ly ().

Svag dualitet: Antag att 7 dr tillaten i ursprungsproblemet (1)—-(3), och att
A > 0™ dvs, tillaten i (LD). Da géller att L.(\) < f(Z).

Bevis:
f@) = f(z) - Zkgi(:f) /A= 0" g(z) > 0™/
= L(z,\) :
>L.()). 1 /% ej siikert i argmin, .y L(z, )/

b) Antag att A > 0™ (tillaten i (LD)). Om fljande méngd ér icke-tom in-
nehaller den samtliga optimala l16sningar till (1)—(2), A ar optimal i (LD),

och L,(\) = f(z*):

X* = argmin,c ¢ L(x, \) N {z € \"[g(z) > 0"} N {z € \"|A\g(z) = 0}
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Bevis: Lat 2* € X*. Da ar z* tillaten (1)—(3).

Dessutom: L,(A) = f(z*) = AT f(2*) = f(z*). Eftersom svag dualitet géller
enligt a) maste z* vara optimal i (1)—(3) och A i (LD).

min  z=clz
¢) (P) da Az>1b (D) max  r=0bly
x>0 da ATy <ec
y=>0

For (P) ar da L(x, \) := ¢z — \T(Az — b) = (c — ATXN)Tx + bT' A\, och med
X ={z € R"|z > 0"} far att

b'A om ¢ > AT)
L,(\) :=

—@a  annars.

Alltsa ér (Ld) ekvivalent med (D).

Optimalitetsvillkoren &r: x* tillaten i (P), y* tillaten i (D), z* och y* &r
komplementara.

Ar* >0 ATy < ¢ . y*T(Az* =) =0
>0 y*>0 , T (ATy* —c) =0
(a) (b) ()
Fran g(z*) > 0 och z* € X finner vi (a).
Fran ATg(2*) = 0 finner vi y*7(Tx* — b) = 0.

Kvar: 2* 16ser mingecx L(x, \). 1 fallet LP fas: 2* minimerar (¢ — ATy*)Tx
over x > 0. Detta problem separerar Gver z;: min(cj—A;Fb*)mj over z; > 0.

Optimum: Antingen dr z7 > 0 och ¢; = A;Fy* eller

x5 =0 och ¢; > ATy* eller
cat > 050> ATy T (ATy* — ), dvs resten av (a)—(c). Klart.
. Refined optimality conditions

1) Necessary conditions Suppose zg is a local min, but

fl(xg)=...= f(”_l)(xo) =0 and f(”)(xo) #0

for some odd integer n.



3)

Taylor expansion:

£(&) = Fw) + £ @) = w0) + -+ fOE) @ — o) =
= fw0) + 1 /@) — o),

where 7 is a point between x and x.

For all sufficiently close to zy points z both f (%) and f™ () have
the same sign. Therefore, we can get f(z) < f (35 ) by approximat-
ing xo from left (if f™(xq) > 0) or right (if f(x) < 0), which
contradicts local minimality of x,.

The other possibility is to have

f/(xo) =...= f(n_l)(.iEo) =0& f(n)(.iEo) <0

for some even integer n.
Taylor expansion: f(z) = f(zo) + %™ (Z)(z — zo)" < f(xo) for all
sufficiently close to zy points x!

Sufficient conditions

Taylor expansion

1 n ~ n
f(x) = f(xo) = ﬁf( (@) (x —20)" > 0
for all x, sufficiently close to zy (since Z is a point between = and x,
f™(z0) > 0, and f™ () is a continuous function).

(LGapﬂ

fi(x) <0 for <0 f(0)=0 _
= is not a local min

fi(x) >0 for >0 29 =10

fo(x) >0 for =z #0
fo(x) =0 for =0

= x9 = 0 is a strict local min

However, fl-(")(O) = lim, o fl-(")(m) = lim, o PZ-’"‘(%)e_l/””2 = 0, where
P! is a some polynomial function. Therefore, necessary conditions
hold for f; at ¢ = 0, but it is not a local minimum!

Sufficient conditions are violated for fo of xy = 0, but it is a strict
local minimum!



