Losningar till tentamen TMA946 010305

1 a) Pa matrisform med slackvariabler sy, sy far vi

minz = ¢’ x
da Az =0
x>0

2 1 -1 0
A:{l—ﬂ 0 1]

Da ingen uppenbar bas finnes loser vi fas I med en artificiell variabel
tillhérande bivilkor 1. Vi far problemet

max ¢! &
da Az =b,2 >0
med ¢=[0 0 0 0 0 1]

. 171 .
A:[A\{O],x:[arl Ty S1 Sy 9

Vi har den uppenbara basen ss, q.

Denna bas ger oss B = [ (1) (1] }

Med reducerad kostnad ¢ far vi
¢=¢—¢gBTtA

~[0 00 0 1]- ”{01}{2 1 -1 01

10 1 -1 0 1

Inkommande blir z;.

01 2
. .. . _1 T o
Vi berdknar y = BT A" = {1 0 1

i

. ro o . 7
Vi far utganende som argmmi’ypog =2
7

= {é] samt b = B~'b =

Den andra basvariabeln (a) blir utgaende. Vi har nu en tillaten bas x4, ss.
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a ar icke-basvar = a = 0 — vi ar klara med fas I.

Ater till fas II.

. 2 0 _ 1 0
Varbasxl,@gerossB:{l 1],%:[—1 0],31:%{_1 2]
Vi beraknar reducerad kostnad
' =c' —cLB A=

1 _
12 0 01 0]5{1 0“2 1 -10

el 1]:[0 2.5 —0.5 0]

Detta ger oss att s; blir inkommande, ty s; har storst negativ reducerad
kostnad.

11 0]]-1 —3
. .. . —1gs1 _ * . 3
Vi beraknar y = B~ A —2[_1 2}{0}—{ % ]

- 111 0] 1
— p-1p _ —
b=DB b—Q{ 1 2] 1—{

N[00 [ =
| |

min ratio ger utgaende argmini7yi>05 = 2 Var andra basvariabel, s, blir
utgaende. Ny bas blir x4, s1.

Berakna reducerad kostnad
12 —1 1 0 1
<B o { 1 0 ] B = { -1 2 ] )

c=c—ciBA=[-1 2 0 0]-[-1 o] ] {2 Lo O}

-1 2

¢c=[0 0 1 0 1]. ¢>0, dvs basen ar optimal.

Basvariablernas virde blir | ' | = B~1p = 0O 1|1 _ 1
51 —1 2] 1 T

Kontroll!
Insattning ger
2ZL’1+ZL’2—81 =240—-1+0=1 OK!

$1—ZL’2+82:1+0+0:1 OK!
z=ckB b= -1

b) Berékna reducerad kostnad (varning for forvirrande c!)

c=c—cpB"A=1[c 2 0 0/—c O]{_Ol ;}{? —11 _01 (1)}

¢=100,24¢,0,—¢|



Viser att ¢ > 0 for —2 < ¢ <0.

Foregaende bas ar déarfor optimal for —2 < ¢ < 0.
2 a) x lokalt minimum = V f(z) = 0"

c) Motiv:  Antag Vf(z) # 0". Lat p = —V f(x). Da galler att p” Vf(z) =
—IVf(2)||3 < 0, d.v.s. p ar en descentriktning for f i z. Detta motsiger
lokal optimalitet.

b) z lokalt minimum = V f(z) = 0" och V2f(z) positivt semidefinit.

c) Motive:  Antag Vf(z) = 0" och V2f(x) indefinit. DA existerar ett p sa
att V2f(x)p = Ap, dir )\ ar ett negativt egenvirde och p motsvégenvecktor.
pIV2f(x)p = ApTp = A||p||3 < 0 fas. Ur Taylorutvecklingen av f i riktning
p fas att f(x + lp) =~ f(x) + Vf9x) pl —l—%Q P V2 f(z)p+O(£3) dvs, f(x +

=0 <0
lp) < f(zx) for alla sma ¢ > 0. Alltsa ar p en descentiriktning.

3 a)
minimera d’ z.
da Az >b
e < lx
x> 0"

dar x* ar en godtycklig optimalllosning till ursprungsproblemet.
b) z* &r en optimalllésning till LP-problemet om det finns en dual 16sning
y* € R™ sa att
~ Az*>0b
1) * n
>0
. Ayt <c
11) y* Z om
(@) ATy — ) =0

} Primal tillatenhet.
} Dual tillatenhet.

} Komplementaritet.

Antag att (z*,y*) uppfyller i) - iii). Fran i) - ii) fas svag dualitet:b*y* <
cTx*. Fran iii) fas att

bly* = (y*)T Az* = c'z*, d.v.s. stark dualitet. DA maste z* 16sa primalen
och y* 16sa dualen, eftersom bTy = Tz giller for alla tillatna par (z,y)

[foljdsats].

Antag att z* ar en optimallosning till vart LP-problem. Speciellt ar da
i) sann. Angtag att z* ar en optimal extrempunkt. Till den finner da
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en motsvarande optimal baslosning (zp,zn) > (0,0). Att denna &r opti-
mal innebér att ¢’ = ¢ — cEB7'A > 07. For x-variablerna fas sirskilt,
med (y*)7 = B! att ¢f = ¢ — (y*)TA > 07, dvs. ATy* < c. For
slackvariablerna fas att ¢/ = 07 — (y*)'1 > 07, d.v.s. y* > 0. Alltsa
ar y* = (c5B™Y)7T tillaten i dualen, sa for (z*,y*) ar ocksa ii) uppfyllt.
Aterstar iii). Fran svag dualitet: b7y* < (y*)TAz* = (29)TATy* < Ta*.
Vi har ocksa c¢'z* = chop = ¢EB7'0 = bTy*, dvs stark dualitet. Likhet
ovan ger iii). Klart [Om z* ej extrempunkt gors ovanstaende for en kon-
vexkombination av optimala extrempunkter.]

. Vi Lagrangerelaxerar 1 + 1o > 5 < 21 + x5 — 5 > 0 och far a(z,\) =
2271 + Ty — )\(23’1 + Ty — 5)

Det duala problemet blir

max a,(A) = max{ min 2z, + xy — Nx; + 22 — 5)}

A>0 0<z:<4
02254
= max{5)\ + 0219161124(2 — Nz + n;1224( — Mo}

For A =0,1,2,3 far vi darfor
A=0=x1=0,20=0,0,(A\) =0
A=0=x; =0,20 =7, a,(\) =
A=2=x1 =720 =4,0,(\) =6
A=3=x1=4,10=4,0,(\) =3
A = 2 ger bast dual 10sning.

Om z* &r den primalt optimala punkten, sa vet vi att a..(2) < f(z*), d.v.s.
t < f(z*) for A = 2 sa ser vi att om vi véljer x; = 1 sa far vi A\g(x) = 0,
dvs komplementaritet.

Provar vi med = = [1,4] sa far vi 21 + 22 > 5,0 < 212 < 4 samt f(z) = 6.
Da z tillaten vet vi att f(2*) < f(x) = 6. Vi har darfor en 6vre gréns pa 6.

. Vi definierar variabler:

X,ni = Méngd varor av typ ¢ som skickas fan central n till kund m,
Y, = 1 om vi bygger en central av typ k pa plats n, 0 annars.
Zmn = 1 om vi skickar en bil fran n till m, 0 annars.
U,.; = Méangd behov av vara i som ej tillfredstélls hos kund m.

Vi, =1 om kund m ej far vad de vill ha, 0 annars.
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Vi far malfunktion:

M N 3
minimera Z Z Z XomniGmni  (rorlig transportkostnad)

m=1 n=1 =1

M N
+ Z Z ZmnPmn  (kostnad for att skicka bilar)
—1

m=1n

N
+ Z Z Y,edi  (kostnad for att bygga centraler)

n=1 k=

—_

M 3
+ Z Z Umisi  (rorligt straff for att ej uppfylla behov)

M
+ Z Vit (fast straff for att ej uppfylla behov)

M K
m=1

k=1

(vi far ej skicka for mycket fran vara centraler)

K
ZYnkg 1 Vn

k=1

(max en central per plats)
Xmm' S Zmnbmi vma nai
(vi maste skicka en bil om vi skall transporterna nagot)

N

n=1
(vi maste tillgodose kundens behov eller ta straffet.)
Umi S bmivm vm>2

(om kunden ej far vad de vill ha maste vi betala det fasta straffet.)

>



6. Iteration 1: 2° = (0,0)”. f(2°) =0. [LBD,UBD] = (-0, 0].
Vf(a®) = (—24,-20). Los mingex Vf(2°)'y = —24y; — 20y,. Opti-
mum i y9, = (6,2)T. f ar konvex, sa f(z°) + Vf(2") (yip — 2°) =
0+ (—24,-20)(6,2) = =172 < f*. [LBD,UBD] = [-172,0]. Sokriktning:
P’ =yrp—2°=(6,2)".
Linjesokning: mingejo 1) f (2" +£pp°) = f { gi ] =...=800%— 1840 = p({).
¢'(0) = 1600 — 184 =0 — ¢ = 184/160 > 1 = Satt ¢, = 1.
ot =2+ (,p° = (6,2)T.
Tteration 2: f(z') = (1) = —104. [LBD,UBD] = [-172, —104)].
Vf(z') = (0,-12)7. Los mingex Vf(2°)Ty = —12ys.
Optimum i y3, = /(t.ex.)/ = (2,6)".
f@®) +VfHT(ylp —2t) = =104 + (0, —12)((2,6)T — (6.2)) = —152.
[LBD,UBD] = [—152,104]. Sokriktning: p' = yip — 2! = (—4,4)T.
Linjesokning miny_jo 1) f(z' + p*) = f((6 — 46,2+ 40)T) = ... =
6402 — 480 — 104 = (0). P(€) = 1280 — 48 = 0 — £, = 3/8.

2t =t +0pt = (9/2,7/2)T. f(2?) = —113. [LBD,UBD] = [-152, —113].
fll
7a) T(f) = Z/ to(s)ds —
a€d 0

VT(f)=t(f), dér t ar vektorn och element t,.

Eftersom ¢ & monoton (¢, ar strikt véxande), sa ar integralen av ¢, dvs T,
konvex.

b) Om (3b) insétts i ingegralen, dvs f, elimineras, fas problemet att minimera

Zr,r ZT drahr
> tals)ds
0

acd
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da > h, =d,,VIp,q), | mp, Lagr.mult.
hy > 0,¥r,¥(p, q) Vr

KKT:

1. Dual tillaatenhet: V,L(h,n,v) = 0,7 >0
2. Komplementaritet: h, -~v, =0 Vr
3. Primal tillatenhet: h, > 0,%h, =d,, Vc(p,q)

Sy Sy Orahs
L(h,m,v) = Z/O " ta(8)dr = mpg(Y_ hr=dp) =) > e
r (p,9)

agA (r+q) T

Ve = Cr(h) — Tipg. " Y > 0 ¢.(h) > mpV(p, q) (nr.1)

nr 2: h, - (¢,(h) —myy) = 0,Y(p,q). Detta &r precis Wardges villkor (2a)-
(2b) 1 tesen, och 3 motsvaras av kravet (1) i tesen.



