Tentamen TMA946/MAN280 tillampad optimeringslara 010821

1. Uppgift: min z = 3z; + 29

Da 201+ 29> 6
—X1 + To Z —2
L1, T2 2 0

Skriv pa standardform m.h.aslackvariabler

min z = 3r1 + oo

Da | 221 +29—5, =26
T1— Tog + S =2
T1,%9,8,89 >0

Vi ser ingen uppenbar bas = skapa FAS I problem

mnw = a

Da | 221 +29—5,+a=6
T1— Tog + S =2

Vilj a, sy som bas = B = {(1) (1)}

Titta pa reducerad kostnad:
_ 10 2 1 -1
ch —CEBIN=1[0 0 0]—[1 O]{O 1}{1 1 O}

— =2 -1 1]

= valj z; som inkommande.

Vi gor min-ratio test for att hitta utgaende

v 3 4] [3]- (3]

z;:B—%:H?Hg}:{S]



argmin
1,Y; >0

Ny bas blir a, zy

Utgaende = [ } b = bas variabel 2 utgar.

Y,

0 1 0 1 2
1—10]

;»B:{l 2}3—1:{1 _2}3—15:[2}&:[0 0 0]

cp =11 O]J\/:[_1 01

Hitta reducerad kostnad C% — CLB7IN =

0 0 0]-[1 0]{(1) _fH_i _(1) ?}:[—1 2][_} _(1) 8}:[—3 1 2

icke basvar 1, d.v.s. x5 blir inkommande.

GoOr min ratio.

veptam= [ 2[4 ]=[4]

argmin |
,Y; >0 | Y

Ny bas blir xg, 2.

utgaende = { = basvar 1 utgar.

Vi har ej lange nagon artificiell variabel i basen = Fas I ar klar.
Starta fas II. Vi har bas x1, z9

T2 1 LT 1], 18
;‘B_L:J;‘B _5[1 —Q}Bb_ﬁ{z}

do koo =[5

Hitta reducerad kostnad. ¢ = ¢k —cL,—cLB™'N =[0 0]-[3 1]3 [ 1 _; } { _(1) (1) }

=—[4/3 1/3] [ _(1) (1) ] =[4/3 —1/3] icke basvar 2 = s dr inkommen.

Vi gor min ratio test. Y = B~'Adink = 3 { 1 _; } { (1) } — [ _12/;’3 }

Utgaende = [ argrin } % — bagvar 1 r utgaende.
1,y; >0 | ¥
Ny bas xs, so.



Hitta reducerad kostnad:

o= [ 3 2] 2] 4o oen =2 7]

c=cy—CpBy' =3 0]-[1 0]“ HH _(1)]

2 -1
1 0

= vi har en optimal bas, x1, so

=i=[3 0]—[1 0]{ }:1 1>0

11 2
Vihar ;1 =0,29 = 6,51 =0, 50 = 8.

med virden B~ b = { 106 } 8

:|i6:|:>Z*:3£E1+.CE2:6

Kolla! | 221 +2,=6>6 OK
—r1+x,=6>-2 OK

1b For att avgora for vilka ¢ mangden paverkar bildar vi problemet. min z =
Ty + To

Da | 221 +29>6

—T1 + To Z —2

x1, 9 2 0
Antag att det optimala vardet pa detta problem ar z*. Da paverkas mangden
for ¢ > z*.

2a) Ett exakt straff for “g;(z) > 0” &r min{0, g;(x)}. En straffunktionsmetod
baserad pa denna &r foljande:
0. Vlj po > 0. Sitt t = 0.
1. Los mingegn f(x) — p - min{0, g;(z)} — .
2. Satt pt > pt (sa att limy_o puf = +00),t =1+ 1, ga till 1.
b) Lat x := {z = R"alz > b;,i = 1,...,m}. Frank-Wolfe algoritmens itera-
tion ar foljande:
. Vilj 20 = X. Siitt £ = 0.
. Los mingex Vf(z') 'y — .
. Om Vf(2")T(b" — z') = 0 = Stopp! x! ar en KKT-punkt.
. Lés mingep 1y f(a' + L(y" — 1)) — 4.

w N = O



b)
4 a)

4. Satt o't =t + 4 (yt — b)), ti=t+ 1, ga till 1.

For att en iteration skall kunna genomféras krivs att stegen 1 och 3 (de
tva optimeringsproblemen) ar genomforbara. Steg 1 ar genomférbart om
LP-problemet har en 16sning, d.v.s. om V f(2%)Ty ar nedat begrinsad pa X.
Steg 2 ar genomforbart om f har ett minimum pa linjesegmentet [z, y'].
For detta racker det med att f ar kontinuerligt differentiarbar eftersom den
da ar kontinuerlig och [z!, y] &r en kompakt mingd (Weierstrass). For steg
1 fordras i allméanhet att = ar begrinsad.

Eftersom f bara ar differentierbar en gang har vi inte tillgang till rena New-
tonmetoder. Problemet &dr konvext och inte sérdeles stort (n = 500 ar att
betrakta som ganska litet for ett konvext obegrdansat problem). Om V f(x)
ar nagorlunda latt att berdkna rekommenderas Qvari-Neewton/konjugerade
gradientmetoder. (se kurslitteraturen for beskrivningar.)

Modell: Variabler:

x;; = andel av rxxxx j:s efterfragan som tillgodoses av central i Vi, Vj.

~_J 1, om central i byggs, Vi.
9= 0, annars.

<
Ny konstant: a;; = { (1) ann:;]s D } Vi,Vj (uppnaelighetsmatris)
10
Minimera Zz = jcib;
Da
i <ayy,i=1,...,10;5=1,...,30 (uppnaelighet)

30

Z €T < k‘zyz,l = 1, ey 10 (tlllgéng)

j=1

10
Z kij=1,7=1,...,30 (efterfragan)
i=1

zi; >0, i=1,...,10,5=1,...,30
vy €{0,1},i=1,...,10.

tillagg: z;; € {0,1},i=1,...,10;5=1,...,30.

x* ar ett lokalt minimum < f(2*) < f(z),Vx € B(z*), dir B(z*) = {z €
R”|||x — x*|| < €} for ett tillrackligt litet e > 0.

x* ar ett lokalt minimum = V f(z*) = 0™.



b) x* &r ett lokalt minimum < f(2*) < f(x),Vz € B(z*)nS.

z* ar ett lokalt minimum = 3\, > 0™ sa att

o Vf(zx*) = AT\,
o \N'(Az* —1b) =0
o Ax* > b.

5a) Sitt 9(a) = — Y log(~gi)(@)). Bl ) = f(x) + polw). Lit g,

vara en positiv och monotont avtagande foljd om tal med gransvarde O.
Sekvensen xq, s, ..., ges av

Ty € arg ming cgn 5(T, fix)-

b) (Iterationsindex k struket hér.) Fran optimalitetsvillkoret V,5(z, u) = o"

fas att
Vf(x)= Z ﬁvg%(z) = 0". Eftersom g;(z) > 0, Vi.
i=1 7t

kan vi skriva detta som: (\; = p/gi(z),i=1,...,m)

Vf(r)— Z A\iVgi(z) = 0",

Skillnaden mellan detta och KKT for problemet (1)-(2) &r att hogerledet 0
i komplementariteten ersatts av p > 0.

Multiplikator estimat: \; = pu/gi(z),i =1,...,m..

c) Lat I(x*) = {i|gi(z*) = 0}. a* &r reguljar betyder att Vg,;(z*),i € I(z*) ar
linjart oberoende. Pga att f och g; ar kontinuerligt differentierbara sa foljer
att {xy} — " = {Vf(zr)} — Vf(2*);{Vagi(zr)} — Vgi(z*),Vi. Multip-
likator estimatet ger att for i ¢ I(x*) : {\in} = {ux/gi(xr)} — 0/gi(x*) = 0.
Fér i € I(z"), notera att systemet Vf(z*) — > ey AiVgi(z") = 0" har

en unik 16sning Af, 7 € I(x*), vilken maste vara gransvérdet for {\;},i €

I(z*). Ty antag att {\ix},i € (z*), konvergerar mot A, dar \; # Af for



nagot ¢ € I(x*). Da foljer att

0=Vf(z)= D> XaVagle) = D ANValee) = Y P = N]Vailem) —

i¢j(z*) iel(z*) i€l(zx)
S V) —0— ) NVga)— > [N— NV =
i€5(xz*) i€j(z*)
=— ) = X]Vala").

i€l (x*)

Denna summa dr 0 endast om \; = A\ Vi € I(z*), ty Vgi(«*) ar linjart
oberoende. Alltsa ar {\;} konvergent, och vi kan sammanfatta lédget sa hér:
eftersom g¢;(xy) > 0 for alla ¢ och k kommer g;(z*) > 0 att gélla. Dessutom
for (x*, \*) géller att

- zm: AV gi(2*) = 0"
i=1

Agi(z*)=0,i=1,...,m
A >0,1=1,...,m

*. I limes fas vektorer (z*, \*) som tillsammans uppfyller KKT-villkoren for
ursprungs problemet!

6 a) KKT: L(z, A\, 1) = 307 Qu — "2 + AT (Ax — b) — "'z ger

o | Qr+ AN\ —1Tu=gq | (dual till.)
A >0

o | N(Az —b) =0 | (kompl.)
plfez =0

o | Az <b | (primal till.)
x>0

KKT beskrives mangden av globalt optimala l6sningar om () ar positivt
semidefinit.

b) Infor en slackvariabel i Az < b. Da fas ur KKT:

Qx + ATXN -1, =gq
Az +Is=b | samt {
x, A?M7 SZO a



Viindentifierar v = s |w=

i

Fas-1-metodP: Infor artificiella variabler z! € R™ och 22 i R™ och betrakta
problemet (multipliera forst rader sa att ¢,b > 0!)

n m
minimera E zjl- + E 22
j=1 i=1

Qr + AT\ —Iu +2t=q
Ax +Is+22=b
AN m, s,25,22>0

Ms=0,ulz=0

da

Enda skillnaden mot ett Fas-1-problem i LP ér kraven att A’s = 0 och
pTz = 0. Det betyder i sjdlva verket att \;-s; =0 Vioch p;-z; =0 Vj.
Att sédkerstélla att detta ar uppfyllt ar inte svart: vi infor ett tillagg till
inkommande kriteriet:

e Om )\;(s;) redan finns i basen, far inte s;()\;) vara inkommande, savida
det inte intraffar att s;(\;) blir den utgaende variabeln.

e Motsvarande for paret (p;, ;).

7a) f(z) =223 + 223 + 12129 — 247; — 2079 =
V(@) = (622 + 1205 — 24; 623 + 121 — 20)7

2 . 121}1 12 o T 1
Vf(‘”)_{ 12 120, | T 1

X2

. T 1 . $1—>\ 1 .
Egenvardenhos{1 @].det{ . $2_)\]—O:>...:>

A= (21 + 29) /2 + \/(%xl )21

Egenvarden: A1 > A\
)\2 = (.I’]_ +x2)/2 — \/(%xl — %3@)2 + 1
Ao > 0 om och endast om x1, 29 > 0 och z;29 > 1.
- f ar konvex da x1,x9 > 0, 2129 > 1
A1 < 0 om och endast om z1,25 < 0 och zyxy > 1. - f &ar konkav da

Ty, 02 20,2125 2 1
.+ f ar foljaktligen varken konvex eller konkav da zixs < 1.
b) z = (1,1)T. Newtons metod utnyttjar sokriktningen p fran V2f(z)p =

_Vf(@). Iz = (1,1)7 & V(@) = (—6,—2); V2f(z) — [ i } Det

7



existerar inte nagot p som uppfyller V2f(z)p = —V f(z)! Modifiering & 14
Levenberg-Marquardt: addera en lampligt skalad enhetsmatris till V2 f(7).
Los t.ex.

[V2f(Z) +ollp = -V f(z) for o = 10.

22 12 6
{12 - }p— {2} & pa(0.32,—0.08)

Vi anvéander Armijos stegliagdsregel:
f(@+tp) < f(Z) + alV f(7)"p,a € (0,1).

Med a = 0.1 och ¢ =1 som startstegliagd fas:

V@) p~—-174<0

f(z) = =28, + Ip ~ (1.32,0.92); f(Z + lp) ~ —29.35

f(@) + alV f(z)Tp ~ —28.17 > —29.35, d.v.s. stegligd 1 accepteras av
Armijos steglagdsregel.

Niésta iterationspunkt dr = = (1.32,0.92).



