Tentamen TMA945 Tillampad optimeringslara 990528

1 a) Efter inférande av slackvariabler &r problemet ekvivalent med problemet

att
minimera f(z) 1= —x; + 229 + T3
da 2r1 + 19— I3+ S1 =7
—x1 + 229 + +323 — 8 =23
x1 T, x3, 81, S2 Z 0

Ett Fas-I problem skapas genom tillagg av en artificiell variabel i det andra
bivillkoret:

minimera h(a) :=a
da 2x;+ @9 — 3+ 85, =7
—ZL’1+2[L’2—|—3ZL’3 —52+CL:3

X1, X2, X2, 51, S92, GZO

Startbas: s1, a; malfunktionen uttryckt i 6vriga

variabler: h(a) = a =3+ x1 — 229 — 33 + s9.

Tabla:

bas | —h 1 To T3 S S a b

—h| 1 1 -2 -3 0 1 0 | =3 a3 ink.

s1 | 0 2 1 -1 1 0 0 7 autg.

a | 0 -1 2 0o -1 13

—h| 1 0 0 0 0 0 1 0 red. kostn. > 0 op-

timum 1 Fas-I tillaten
bas i S1,T3

s | 0 5/3 5/3 0
x| 0 —1/3 2/3 1
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infor f, uttryckt i icke-
basvar.




f(z) = —x1 + 229 + 23

1 2 1
= —I + 21’2 + (1 + —T1 — =T2 + —82)

3 3 3
2 4 1
:1—§$1+§JI2+§82
Fas-II: bas | —f T Ty T3 $1 S b

1 =2/3 4/3 0 0 0 —1  ; ink.
st | 0 |5/3] 5/3 0 1 -1/3] 8 s utg.

0

1

€3

~1/3 2/3 1 0 -1/3| 1

0 2 2/5 2/5 1/5 | 1/5 red. kostn. >0
Optimum i Fas-II

x| 0 1 1 0 3/5 —1/5]|24/5
z3 | 0 0 1 1 1/5 —2/5|13/5

r* = (24/5,0,13/5)"; 2* = —11/5

b) Skuggpriserna ges av de optimala virdena hos variablerna i motsvarande
duala problem. Tecknen hos dem &ar < 0 respektive > 0, och deras nu-
meriska varden (sanir som pa tecken) aterfinns som reducerade kostnader
hos slackvariablerna. Foéljaktligen &r y* = (—2/5,1/5). Om nu 3 ersétts
med 3+-¢ i hogerledet for bivillkor tva kommer det optimala vardet forédndras
med €/5.




Index: i =individ (i =1,...,6)
j = veckodag (7 =1,...,6)

Kostnader:  p;; = poang for dag j satt av individ 7
1 om individ ¢ beharskar espressomaskinen

C; —
0 annars

Modell:
e Variabler:

2 a) 1 om individ ¢ arbetar dag j
xz’j =
0 annars

e Bivillkor:

Yoixii=4,7=1,...,6( personalbehov)
Yociriy > 1,7 =1,...,6( maskinkompetens)
>ty <4,i=1,...,6( arbetsbegrinsning)
iy € {0,134,

e Malfunktion: maximera lyckan = ;> pi;xi

b) Ny variabel: z = lyckan hos den samst lottade.
Ny modell: ~ maximera z.
da ijijxij >zi=1,...,6
Sej=4,5=1,...,6
S ey > 1i=1,...,6
z;; € {0,1},Vi, j, z fri

Kommentar: den egentliga malfunktionen ar att maximera den lagsta ly-
ckan d.v.s. att maximera f(x) := min;(3_; pi;x;). Eftersom denna funktion
inte ar linjar konverteras den enligt ovanstaende med hjalp av en extra vari-
abel.



s;; = flode pa bage (i, j)
f = flodesstyrka genom grafen

Maxflodesproblemet:
maximera f
(
f i1=s
Z Tij — Z Ty =14 0 #+ st
o J:(i5)€ J:(30)€ T —
da
Usj Z Tij 2 0 V(Z,]> ek
\ [ fri
Infor dualvariabler 7; for nodjamviktsvillkoren och «;; for kapacitetsvillko-

ren.
Dualt problem:
minimera E Ui Oy

(i,7)EF

7ri—7rj+aij20, V(Z,j)EE
T — T =1

Q4 > 0. V(’L,j) ceFE

da

mfri, 1€ N

Lat S € N vara sadant att s € S,¢t ¢ S. Da beskriver méngderna S och
N\S ett snitt i grafen. Maxflodes-minusnittsteoremet séger att f* (den
maximala flodesstyrkan) &r lika med den minimala kapaciteten hos nagot



snitt i grafen, vilket kan uttryckas som Z u;j, vilken minimeras over

(i,))eE
ies
i¢s

S CN.
Motivering mha LP-dualitet:
Satt
0, i€s (0 pa s-sidan,
T, =
1, i¢ s 1 pat-sidan)
1, (i,j)e E,ieS,j¢s
Q= (0:9) i ¢ (bagar 6ver snittet)

0

Detta ar en dualt tillaten 16sning, och malfunktionsvardet ar lika med
Z u;;, d.v.s. styrkan hos snittet definerat av nodméndgen s. Svag du-

(i.)eE
i€s,j¢s
alitet visar att f* inte kan Overstiga styrkan hos nagot snitt. Den minimala
styrkan motsvarar ett fléde = dér 1flédet av maximalt (u;;) pa varje bage
som passerar Over snittet. Eftersom f = Z u;; galler dar maste x vara
(i,j)€s
i€s,j¢s
optimalt och f den maximala flodesstyrkan.

4. f(z) = (21 + 224 — 3)* + (21 — @)%

41’1 + 433'2 — 10
Vf(z)= V2 f(x)
41 4 8 — 12

10
a) po=—Vf(xg) = ;T1 = To + ppo = 20y |:
5
6

12
Vf(w0)" o 61 122
=— — = — ==
N TPV f(wo)po 628 "' 628
2 _114 [0 . . . T
Vi(r) = & o5 ;p € R dr en avtagande riktning i 27 om p* V f(x1) <



0, d.v.s., om

| —114
P <0< —114p; + 95p, < 0

95

= x; ar inte optimallésning, ty f(x1; + p) < f(z1) om —114p; + 95p, < 0
och ||p|| &r tillrackligt liten.

) . 1 8 —4 —10 2
po = =(V2f(@0)) "V f(wo) = —1¢ =
-4 4 —12 1/2
4 —V f(x0)"
Qo 0)" Po .
= =— i = ——————— = ... =1 (ty kvadratisk).
1= Zo + aopo = — . ;o TV flz0)po (ty kvadratisk)
2 0 3
=1 = ;Vf(x) = = p'Vf(r;) =0« 0forallap € R* =
1/2 0
4 4
inga avtagande riktningar existerar. f ar konvex, ty V2f(x) =
4 8

ar positivt definite for alla x € R? = z ar globalt optimum. (f ar strikt
konvex = x1 &r unikt optimum).

Lat yi, k € K, vara méngden av samatliga extrempunkter till mangden av
tillatna losningar i LP-dualen. Da kan vi skriva

v(b)= maxclz = min b’y = min b’y
kek
da Az < da ATy <c
x>0 y=>0

Enligt antagandet ar (sdg) yx den unika optimala extrempunkten. Da foljer
att funktionen v(-) ar differentierbar i en omgivning av b, och gradienten

ov(b
Vou(b) = yg+. Speciellt géller att den partiella derivatan % ges av (Yg+ )i,

d.v.s. element i i den optimala duallosningen. I kéinslighétsanalysen ut-
nyttjas att v(b) = c5B~'b for en optimal bas B, och att (y*)T = ¢LB™!
ar en optimalduallosning. Formeln for skygpriset, y; = (c5B™!); ar alltsa
korrekt.

Om y+ inte ar den enda optimala extrem punkten &r inte v() differentierbar
i punkten b. Om vi ar intresserade av att finna det korrekta skuggpriset for
villkor i maste formeln i a) foréndras. Intressanta blir nu alla de ectrem-
punkter y, som ger vardet v(b) (de aktiva extrempunkterna). Det korrekta
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skuggpriset ar da en riktningsderivata av v(-) i b med avseende pa en 6nskad
forandringsriktning §:

v'(b;9) = 1tilr(r)1 %(v(b +t5) — v(b)).

(I de fall da v(-) ar differentierbar i b giller att v'(b;d) = 67 Vu(b), vilket
betyder att anvandandet av riktningsderivatan vid harledningen av skug-
gpriset ar det mest generella och &r alltid korrekt.) Om vi speciellt soker
skuggpriset for villkor 7 later vi § = 6., := (0,0,...,0,1,0,...,0)T dir bara
element ¢ ar nollskilt, om de ar en 6kning av hoger ledet vi underscker,

medan vi later § = J_; := (0,0,...,0,—1,0,...,0)" om vi vill undersoka en
minskning. Detta &r en viktig observation: om inte v(-) &r differntierbar &ar
inte sikert v'(b;04;) = —v'(b;0_;) eftersom héger- och vinsterderivatorna

inte sammanfaller, och vi maste alltsa skilja mellan dessa fall.

Fér konvexa funktioner (som v(-) &r ett exempel pa) géller formeln v'(b;d) =
max{d67¢|¢€ € Ov(b)}, dar Ov(b) ar mingden av alla mojliga lutningar hos
v(-) i b (de sa kallade subgradienterna). Speciellt fas att

v'(bjd4;) = max{(y,); |yr- ar en optimal duallésning}.

alltsa det storsta vardet som dualvariabeln y; har i nagon optimallésning.

Notering: Vi kan ocksa, mer informellt, i det duala problemet se att om
Yy« ar unik géller det ocksa vid sma fordndringar av b (lutningen hos
malfunktionen) medan om fler &4n en extrempunkt y; ar optimal for nagot
b fordndrar kanske z* mer oforutsagbart. Detta ger en annan bild av differ-
entierbarheten av z*.

. minimera f(z) := 61.845.7221+0.0175(x3)"* +0.0094(x4)* " +0.006t, 3
da

toxy > dity + do(ty — )

T2 = Po
1= 36252z Tl2=h) <@>
1 Po
£, = 348,300\ 2~ )2 = 1)
T2
Z; > O,V]

=
minimera f(x) := 61.8 + 5.72z; + 0.017523° + 0.009423 ™ + 0.00362:3
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da

g1(x) :=x1 — 175> 0
ga(z) =25 — 200 > 0
1 i)
ha(z) == 3—246(40—x1)1n<200) 0
hg(l’) =Ty — 139,320(40—1’1)/{52 =0
93y, 96(T) ==21,...,24 >0

Vi kontrollerar om KKT-villkoren ar uppfyllda i
= (17.5,473.7,468.8,6618)":

gl(‘%) - O?QQ(j) > 07 h’l(‘%) ~ 07 h?(‘%) ~ 07937 s 796(j) > 0.
Aktiva olikhetsvillkor alltsa enbart bivillkor 1.

Vg (z) = (1,0,0,0)"
1 1
VH,(7) = (245 In(72/200), 242(40 — 71)/(2002), 1,0)" = (20.84,0.005739,1,0)7
VHQ( ) (139 320/5172, 139 320(40—:[1)/332’() 1) (294 1,13.97,0, 1)T
Vf(z) = (5.72,0,0.85 - 0.0175z5 *** 4 0.0036,0.75 - 0.00947, %) ~

(5.72,0,0.00513,0.0007896).

Finn en 16sning till

to20s ot | 5.72
0 0.005739 13.97 ' 0
1| = =
0 1 0 0.009513
M2
0 0 1 0.0007816

fr = 0. 009513(> 0!) och iy = 0. 0007816(> 0') ur rad 3 - 4, vilket i rad
1 ger att A\; = 5.292(> 0!). Ekvation 2 uppfylls inte exakt med dessa val,
men felet ar litet:

Ve L(Z, X, i) = V f(2) =M Vg1 (T) — 11 VI (Z) — 12 V3 (T) = (0,0.011,0,0)"

vilket innebér att | V,L(Z, ii)|| = 0.011. En ytterligare bild av att (z, \, i)
ar att betrakta som en acceptabelt nara stationdr punkt till L ar att det
vanligt forekommande avbrottskriteriet i obegransad optimering, applicerat
pa min, L(z, A < fi),

IVoL(@, A @)l < e(1+|L(z, A, fi)]), € > 0
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ar uppfyllt med € ~ 6-107°. Eftersom Z ar primalt tillaten (approximativt),
(A, fi) > 0,7 och (), 1) ir komplementira och (Z, A, fi) ir en stationir punkt
till L(-, A\, i) (approximativt), betraktar vi (Z,\, /i) som en approximativ
KKT-punkt.

Betraktar vi sedan V2_L(Z, A, i) finner vi att den dr mycket niira en noll-
matris. Vi uppfyller alltsa ocksa den andra ordningens nédvéandiga villkor
for ett lokalt minimum (atminstone approximativt).

Studerar vi nu problemet narmare ser man att x; dominerar kostnads-
bidraget kraftigt. Vi kan ocksa se att A; ar stor, vilket indikerar att en
minskning av dess véirde skulle ha blivit effekten av en ldgre undre grans.
Om vi betraktar z; som fixt pa sin lagsta niva kan vi betrakta problemet
som ett optimeringsproblem enbart i x, eftersom x5 och x4 ges av vardena
hos x; och xy. Malfunktionen, satt i zo, ar av formen ky (lu 22)%% + koxy 0.75
for nagra k1, ko > —. For de stora varden av x5 som kréavs ar funktionen my-
cket flack, d.v.s. linjér. Detta antyder ocksa av att V,,L(Z, A, i) ir néra noll.
I det intressanta omradet &ar alltsa optimeringsproblemet i det ndrmaste att
betrakta som ett LP-problem, snarare om det (icke-konvex) ILP-problem
som vi ser i urspringsformuleringen. Vi kan troligen lita pa att Z ar en bra
16sning, efatersom KKT-villkoren ar bade nodvandiga och tillrdckliga for
global optimalitet hos LP-problem. (Det faktum att utskriften gavs med
fa signifikanta siffror gor att vi inte kan rdkna med att kunna uppfylla op-
timalitetsvillkoren exakt, och eftersom ursprungsdata optimalitetsvillkoren
exakt, och eftersom ursprungsdata troligen ar bekréaftade med fel ar x att
betrakta som ett tillrdckligt bra ndrmevérde.)

Notering och en alternativ analys:

Vi kan se att modellen ar olyckligt formulerad. Till exempel ser vi att x;
dominerar kostnaden totalt, till priset av att 6vriga variablers varden blir
nastan forsumbara. Ett battre angreppssatt hade varit att skala variablerna
sa att deras inflytande blivit mer jambordiga.

Utdata fran programmet kan ocksa anvéandas pa ett annorlunda sétt an vi
gjorde. Eftersom x3 och z4 ar funktioner av x; och x5 borde en rimligare
approximation av deras optimala vérden ha utnyttjat sambanden (2c) och
(2d) givet vardena hos x; och z5. Med denna modifiering hade vi vunnit
flera saker. (1) Vi hade uppfyllt alla bivillkor, speciellt de fysikaliska sam-
banden (2c) och (2d). (2) Vi hade dérmed sluppit flelet i KKT-villkoren
(V.L(Z, \, i) = 0) vars viirde i analysen foranleder en viss betéinksamhet.
Notera att felet (residualen) som &r 0.011, &r flera storleksordningar storre
in hogerleden. En numerisk analytiker skulle hivda att 16sningen (), fi)
(speciellt f1) inte har sdrskilt manga korrekta siffror...; vi hade ocksa fatt en
annorlunda 16sning om vi hade angripit systemet annorlunda. Vi noterar
slutligen att med utnyttjar de av en omskrivning av f i (x1,x2) kan visa



att KKT-villkoren géaller, inklusive andra ordningens villkore.
Betrakta problemet

minimera , € X f(z)
(P) gi(x) <gi(x), iel:={i=1,...,mly; >0}

da
gi(x) < by, i ¢ 1, dar b; > g,(7).

Vi visar att (Z,y) dr en sadelpunkt till (P), och detta medfor direkt att =
ar optimal i (P). (Beviset for det senare kan utnyttja resultatet i b).) Lat

L(z,y) = f(2) + Y vilgi(x) — 9:(2) + D> _wilgi(x) —b;), x € X,y € RT.
iel il
(z,y) ar en sadelpunkt till L pa x x R om

Q) ()
L(z,y) < L(z,9) < L(z,9), Y(z,y) € X xRT"

Olikhet 1: Fixera x = T och studera problemet att maacyeRTL(f,y) =
J(Z) + 3241 vi(9i(Z) — b;). Eftersom y;, 4 € I, inte forekommer i L(Z,y) kan
vi sétta y; = g;, ¢ € I. Enligt forutséttningarna ar b; > ¢;(z),7 ¢ 1. Det ar
darfor optimalt att vélja y; = 0,7 € I. Detta bevisar att olikhet 1 géller.

Olikhet 2: Fixera y = gy och studera problemet att minimera,ex L(x,y) =
f(x)+ 3 e, vi(gi(x) — gi(z)). Eftersom g; - g;(T) &r konstant &r detta prob-
lemet ekvivalent med att minimera,exf(x) + > .-, 7:9:(z), vilket enligt
forutsdattningarna har optimallosning z. Detta bevisar att olikhet 2 galler.

Resultatet foljer direkt av svaga dualsatsen:
L) < F V5 € RY = [@) + > (@) <
i=1
o 1@ -1 < hal®)
i=1
Om z &r tillaten (d.v.s. g;(Z) <0,i=1,...,m) ar hogerledet icke-negativt,
vilket betyder att Z dr en optimal 16sning (f(Z) = f*) om Y, 5:9:(Z) = 0,

d.v.s. om T och y ar komplementara. Sammanfattningsvis ar & optimal i
problemet om:

i) z ar primalt tillaten: ¢;(z) <0,i=1,...,m
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ii) g ar dualt tillaten: g; > 0,i=1,...,m
iii) Z léser problemet att minimera,ey L(x, §)

iv) & och y ar komplementéara: g; - ;(Z) = 0,0 =1,...,m.

Relation till KKT-villoren: KKT-villkoren formuleras for en specialiserad
fform av problemet dar X = R™ och dér f och g;,7 = 1,...,m ar differen-
tierbara funktioner. Under dessa forutsattningar motsvarar KKt-villkoren
optimalitetsvillkoren ovan precis, sanir som pa en viktig skillnad: i KKT-
villkoren ersétts ii) med kravet att Z &r en stationdr punkt till Lagrange-
funktionen. Det kravet &r svagare &n iii), vilket innebér att Z inte bara
uppfyller forsta ordningens krav pa att z ar ett lokalt minimum till L(-, §)
utan att faktiskt Z &r ett globalt minimum till L(-,y). Med det starkare
kravet foljer ocksa det starkare resultaet att Z ar ett globalt minimum till f
i urspringsproblemet, medan KKT-villkoren, som vi vet, bara medfor detta
under extra forutsattningar om problemets konvexitet.
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