Tentamen TMAO45 Tillampad optimering 000524

1 a) Betrakta problemet

min z = 2z + oo

da

3r1 + 2x9 > 3
.ngl

T1, w220

Skriv pa standardform med hjalp av slackvariabler s; och s,

min z = 2x1 + 29

da

3r1 + 219 — 51 =3

To+ s =1

X1,T2,S51,S2 Z 0

Infor en artificiell variabler i bivillkor 1 for att 16sa fas-1 problemet och hitta

en tillaten bas till fas-II.
minw = a;

da

3[L’1+2£L’2—51+6L1:3

X9 + So =1

X1,T2, 81,5201 Z 0

Stall upp simplextablan med basen s1, a;

Ty Ty S1 Sy (g
0 0 0 0 1|0 «
a3 2 -1 0 1|3 samt genomfor
ss| 0 1 0 1 0]1 “price out”
Ty T2 S1 S22 a1 | —W
-3 -2 1 0 0] -3 « Vi valjer x; som inkommande
a; | 3 2 -1 0 1 B pga mest negativ reducerad kostnad.
s | 0 1 0O 1 0|1 MR-test ger a; utgaende




T i) S1 So | —W

0 0 0 0| 0 Stryk a; och sitt in

x| 1 2/3 =1/3 0| 1 Z som malfunktion.
s1| 0 1 0 1 1

Ty T $1 So | —2 Genomfor “Price out” vilket

2 1 0 0 0 <« ar ekvivalent med att

x| 1 2/3 =1/3 0] 1 ersitta kostnadsraden
si1| 0 1 0 111 med ¢ — cEB'A
L1 ) 51 So | —%2

0o -1/3 2/3 0 |—-2 «|1/3| Vilj zy som inkommande

x| 1 2/3 —-1/3 0] 1 «|-2/3| (p.g.amest negativ reducerad
sp| 0 0 11 kostnad). Utgaende blir s,

Ty T $1 So —z  Optimal ty inga

0 0 2/3 1/3 | =5/3 negativa reducerande

x| 1 0 —=1/3 —=2/3| 1/3 kostnader. Optimal
x| 0 1 0 1 1 punkt ©1 =1/3,20 =1,2=15/3

Kontroll! Sétt in ¢ ursprungsproblem.

r=2m 41, =2-1/3+1=5/3 OK

Bivilk. 1 321 +22=3-1/34+2->3 OK
Bivilk. 2 = 1>1 OK
r1,22 >0 OK
b) Titta pa dualvariablerna till problemet
min 2z, + o
da 3x;+219—5;1 =3
To +5,=1

T1,T2,S51, 52 2 0

2



3 2
Den optimala basen var z;,zo = basmatris B =

0 1
1/3 —2/3 1/3 —2/3
= Bl = / / y=cEB'=[2 1] / / =2/3—-1/3
0 1 0 1
Detta ger att da vi &ndrar hogerledet med o andras mallfunktionens
2
varde med y « = 0, under forutsattning att vi ej byter bas.
2

Hogerledet med bas
-1 -1 3
r1,29 = B b(a) = B ( +

Vi ser att B~'b(a) > 0. For —
da vi far kraven

for a > % far vi en ny bas.
Satt o = 1 och 10s grafiskt
min z = 2z + x»
da 3z + 229 >3+ 1(—1) =2
T2 <1+4+1-(2)=3

Ty —29=0

Ur grafen ser man att nybas blir x5, so da dessa ér nollskillda. Vi gér samma

3



berakning som tidigare

2 0 L, 1l 10
B = = B '==
11 -1 2
1 1 0
=ckB'=[1 0]% =[1/2 0
20 -1 2

1
Kostnadsforandringen da vi dndrar « blir ddrmed [1/2 0]« =1/2«
2

o ! 110 3 1 s
Vi har b = B b(a) = = ( + ): +
20 -1 2 1 2 ~1
1
2
Q
3
2
B7'b(a) > 0 for a > % och basen xs, so ar darmed optimal for o > %
1 3 1 3 Q
z(a) for a > 3 éirch_lb(a)—[l 0]( _2l + ; ) :54_5
2 2
Déarmed har vi
a, o< —3
Aa) =9 5/3, —j<a<y
1+, 1<a



2 a) Den totala kostnaden per behandlad maskindel minimeras genom att l6sa

o 49 N5.667f3 42N5.667f3
minimera K (N, f) := 520 [W + O.lw + 870756'667
da 200 < N < 600
0.001 < f < 0.005
b)
42 4.667 3 42 NA-66T f3
0K JON = 520( - e 0.5667W) + 870 5,667 ——55m—
49 N5.667f2 42N5.667f2
DK 0f = 520( ~ v 0 g ) 8703
239.5642

Lat (N, f) = (200,0.001); VK (N, f) = _

2.45107
Satter man upp KKT for problemet och observerar att de enda aktiva
bivillkoren ar de undre granserna finner man att Lagrange multiplikatorerna
ar lika med VK(N, f), som &r en positiv vektor. Alltsa uppfylls KKt-
villkoren.



-5+ 25E1
3a) f(x):=—bri+a?—8xy+223; Vf(x) = V2f(x) =
—8 + 4xo 0
V2f(x) ér positivt definit for alla x (speciellt alla tillitna z) sa f dr en
(strikt) konvexfunktion. For konvexa och kontinuerligt differentierbara
funktioner pa en konvex méngd X géller att (z* &r optimal):

f(@) = f(2") = f() + Vf(2)" (&" —2) > f() + gg(l{vf(ﬂf)T(y — )}
d.v.s. det optimala malfunktionsvardet tillhor intervallet [f(z)+min,ex{V f(z)T (y—

x)}, f(x)] for varje x € X.

Iteration 1: 2% = |: ! f(2%) = 0; Vf(20) = |: - ] .
0 -8

Los mmyé;f Oy) == f(a%) + Vf(a°)(y —2°) = =bys — 8y = —24

@
for y° = 0] f* € [~24,0 000[0] -
Y ) [ 0. p Y T 7,
3

0 .
20+ 0p =1 |: ] , £ €0, 1] tillatna steg.
3

f(wg) = =240+ 28¢% =" 4)°(¢)
PO) =360 —24=0=(=2/3<1. Med {=2/3:

0 -5
Iteration 2: 2! = 2%+ 2/3p" = |: f(xl) =(2/3) = =8, V(z!) =
2 0
Los -
mingex ¢ (y) == f(z")+Vf(z —x7) = —8—5y; = —18 for yt =

oo H HEM

xgxl—l—fpl[o}jt [ }{ }66[01]
2 -2 2—-2

f(xg) = =100 + 40*> — 16 + 16 + 8 — 16/ + 8¢*

= —8 — 100+ 120% =: ' (¢)

W) = —104240 =0 > £ = 2 < 1. Med £ = 2 : 2% =
5/6

2l 4+ 1_52p1 _ ;f(x2) _ 11221
7/6

f* c [_1 : 11221]



3 b) Om polyedern X inte ar begransad ar det inte garanterat att min,e,{V f(z)7 (y—
x)} har en andlig optimallosning for alla z € X. Om simplexmetoden
anvandes kommer i sa fall en extremriktning p i x¢y med egenskapen av
Vf(x)Tp < 0, att identifieras. Givet ett aktuellt iterat z*, om vi identi-
fierar en sadan extremriktning, p¥, forindras algoritmen som foljer:

1. p* dr en descentriktning, ty Vf(z*)Tp* < 0. Utfor en linjesdkning i
riktningen p”*, dar steglingden hér far vara obegréinsat stor.

2. Den undre griansen kommer att bli —oo i denna iteration. Den enda
effekten av det ar att den basta kidnka undre gransen inte kommer att
uppdateras.

Da z ar begrinsad ar det garanterat att problemet har en optimal 16sning
(Weierstrass sats). Om X dr obegrénsad maste malfunktionen ha nagon
ytterligare egenskap, bland annat maste den vara nedat begransad pa X.
For att sidkerhetstélla att linjesokningarna kommer att ge en l0sning maste
vi till och med krava att f antar ett minsta véarde langs varje mojlig riktning,
och det garanteras t.exom f har egenskapen att f(z) — oo da ||z|| — oc.

(Ett exempel ges av uppgiften, om bivillkoret 3z + 225 < 6 stryks.)

5 a) Falskt ty det finns LP-problem som saknar tilatna 16sningar och det finns
LP-problem som saknar @ndliga optimala 16sningar.

b) Falskt via motexempel: ingen avrundning (uppat elleer nedat) ar ens tillaten;
inte ens den narmaste tillatna punkten ar optimal!



c¢) Falskt om inte f &r konvex:

Hér ar z* ett globalt min, dar g(z*) = z* < b. Men om bivilkoret tas bort
ar Z ett globalt min och f(Z) < f(z*), sa bivillkoret ar inte redundant.

f(z) =0.12129 + 0.01(2; — 2)* 4+ 0.009(x5 — 5)*;

[ 0.04(z1 — 2)3 + 0.1z
Vi(z) =
0.037(25 — 5)% + 0.1y
[ 0.12(25 — 2)? 0.1
V2 f(x) =
0.1 0.111(z5 — 5)?

a) 20 = (3,7)T; Vf(2) = (0.74,0.596)T; p° = (—0.74, —0.596)"
xp = 20 + p°

l 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
f(xy) | 225 1.81 1.38 0.95 0.56 0.27 0.196 0.46 1.26 2.78 5.29

Satt £ = 0.5, detta ger z! = (—0.1072,7.0286)7, f(2°) = 0.196
Optimum: z* ~ (—0.48,6.1)7; f(z*) = 0.1
7. Antag att x}. = 0 for varje optimal 16sning till (P). Lat 2* vara det optimala

vérdet for (P) [och (D)]. Motsvarande duala optimala slack ¢5 = 0 om och
endast om

max e]Tt

da —b'y < —z* (e; =j: te enhetsvektorn)
y=>0,t>0



har optimalt malfunktionsviarde 0. Men via stark dualitet géiller da att

minc’ z — \z*

Ar —Xb >0
da T > €
A >0

har en optimal 16sning med c'z — A\z* = 0. Om X\ = 0 giller att cT'z =
0,Ax > 0,z > e; har en losning. Alltsa finns en optimal l6sning med
r; > 1. Om A > 0 giller att 'z = 2*, Az > b,z > )e; har en 10sning,
d.v.s. aterigen har vi en optimal 16sning med = > 0.

Vilater ur (z*(j), s*(j)) och (y*(4),t*(j)) vara optimala l6sningar motsvarande
paret (x},t) som &r strikt komplementért, och pa samma sitt (z*(n +
i),s*(n+1)) och (y*(n+1i),t"(n+1)) for ett par (y  *;, s¥) [via symmetri].
Med vikterna m+rn bildar sedan konvexkonbinationen av dessa, vilket ar den
sokta losningen.



