1a)

2 a)

Losningsforslag tentamen TMA945
Tillampad optimeringslara 990308

Modell: sok ett maximal fléde mellan nod s och nod ¢:
max f
dEoi Zixsz- = f,
ijij — Tgi :O,Z = 1,..‘,7,
Tt —ZZ.TZ] :O,j = ].,...,5
=Yz =—f
0<my=3i=1,....70<a;<li=1,..7j=1,..50<x,<(64,54,3)
Bagar motsvarande 'z’ i tabellen (variabler x;;) stryks.

Efter tilldgg av en slackvariabel s;) fas:
min z = 31 + 29 + 23
da 2z, +x3—85 =3
2x1 4+ 219 + 23 =5
Ty, To, 3,51 >0

for att identifiera en tillaten baslosning, loses forst Fas-1 problemet att
minimera w = a; + ay =
(3—2131—ZL’3—|—81)+(5—21’1 —2$Q—$3) :8—4I1—2$2—2ZE3+51.



bas |w 1 9 3 $1 ay Qo b
—w |1l -4 -2 =2 1 0 0 | =8 7 ink. ay utg.
a; |0 0 1 ~1 1 0| 3
a |0 2 2 1 0 0 1 5
—-w |1l 0 =2 0 —1 2 0 | =2 x5 ink, ay utg.
x; |0 1 0 1/2 —-1/21/2 0 3/2
a |0 0 0 1 -1 1] 2
—w |1 0 0 0 0 1 1 0 ¢; > 0Vy, optimum
rw [0 1 0 1/2 —1/2 1/2 0 |3/2 w,=0= tillaten bas
z [0 0 1 0 1/2 —1/2 1/2| 1 funnen.
Infor

z2=3r1+20+x3=3-(3/2—1/203+1/2s1) +2- (1 —1/2s1) + z3
—13/2 — 1/225 +1/2s:

uttryckt i icke-basvariabler och genomfér Fas-2.

bas | z x1 29 T3 $1 b
—z|1 0 0 —=1/2 1/2 | —=13/2 x5 ink. z; utg.
xr1 |0 1 0 |1/2] —1/2| 3/2
2 [0 0 1 0 1/2 1
—z |1 1 0 0 0 -5 ¢; > 0,Vj, optimum
x3 |0 2 0 1 -1 3
2 |0 0 1 0 1/2 1
. =(0,1,3)T, 2, =5
bas |z 1 Xy 3 S b
—z |1 1 0 0 0 —5 s ink, x5 utg.
x3 |0 2 0 1 -1 3
s |0 0 1 0 |1/2]| 1
—z |1 1 0 0 0 -5 ¢; > 0,Vy, optimum
x3 |0 2 2 1 0 5
s1 10 0 2 0 1 2




En alternativ optimal extrempunkt ar
r, = (0,0,5), 2z, = 5.
Samtliga optimalldsningar ges av mangden.

{z € R¥/z = A\(0,1,3)" 4+ (1 — X)(0,0,5)” for nagot A € [0,1]}.

1 1 1
3 a) grﬂrel]er% f(z) = §(£E1 + 2y — 1) + §(x1 —xy—2)% + 5(331 — 225)%

b) Se kurslitteraturen. Lat zo = (0,0)7.

(1 +xg— 1) + (11 — 23 — 2) + (27 — 222) 31, — 229 — 3
(1 + 20— 1) — (27 — 29 — 2) — 2(11 — 229) —2x1 4+ 629 + 1
3 =2
Vif(z) = , positivt definit = f ar strikt konvex.
-2 6
1 6 2 -3 1 16
— _v2 —lv - _ —_
Do f(zo) f(zo) 12—4 | 9 4 ] 14| 4

f kvadratisk = optimalt steg i riktning py ges av

_ Vf(@)po Vf(20)"V?(20) 'V f(20)

g = = =1.
O iV f(zo)po VS (20) "tV f (20)T V2 f () [V2f (20) 1V f (20)]
16
Ty = T + aopo = 15 . Tz ar Vf(z) = (0,0)T. Eftersom f ar
3
16
konvex ar x, = i den optimala l6sningen.
3



¢) Se kurslitteraturen. Lat zq = (0,0)7.pp = =V f(z0) = (3,—1)T.

Vf(l’o)Tpo 1) 2 3
— — —=2/9 — _z
0= T e (3 D)(1L,—1gr ) = retame=gll
_ _ 511 _ vf(xl)Tpl T2 _ 10
p1 = —Vf(xl) = § 5 , 0 = —mp1v f(xl)pl = m
16

= + - —
Tg = T1 T 1Py 31 5
4. (P)min f(z) := 377, ¢z,
da go(z) =37 ;27 —1<0
gj(x):=2;>0,7=1,...,n
a) f ar linjar och alltsa konvex; go ar konvex ty VZ2go(x) = 2 - I™ ar positivt
definit, och darfor & méngden {z € R"|go(x) <} konvex; g, ar linjér och
alltsa konkav, och darfér &r méngden {z € R"/z > 0} konvex. Eftersom

skarningen av konvexa mangder ar en konvex mangd, och vi skall minimera
en konvex funktion 6ver mangden, ar problemet konvext.

b) KKT-villkoren: (L(z, A, ) = f(z) — Ago(z) — D7, ptjwj, A < 0,15 > 0)

=cj =2 \r; —pu; =0,7=1,...,n,

Lat A= —1(3X7 (min{0,¢;})?)"2,
,’f] = min{o, C]}/(25\>7] - ]-7 RN 2
p; =max{0,¢;},7=1,...,n.

cj — 20\%; — jij = ¢; — max{0,¢;} — min{0,¢;} =0. OK

S E=1;A> 0 ger att 1;7; =0.  OK



¢) Genom inséttning av (1) i Lagrangefunktionen kan vi uttrycka det Lagrange
duala problemet i (A, ) som ett explicit konvext problem. Detta har en
unik 16sning, som &r (A, i), och den enda KKT-punkten z #r den som
uppfyller (1), d.v.s. Z. Saledes &r Z den unika optimallosningen.

n

1
L(x(A7M)7A7N) :)\_I_ﬁ (Cj_:uj)Q = L*()‘mu)

j=1

OL. (A, 1 . . :
L, &r monoton i y;. % = —ﬁ(cj — ;) > 0 maste gélla, vilket ger
B Hj
i
OL.(\, 1)
O\

Alternativ: V2 L(Z, A, ji) = —2\I" (positivt definit) utnyttjas.

En stationdr punkt till L, maste ha A > 0. =0 ger \.

5 (P) minc'z (D) maxby
da Az =b da ATy <ec
x>0

Starka dualsatsen: Om det ena problemet av (P) eller (D) har en &ndlig op-
timallosning sa har ocksa det andra det, och deras optimala malfunktionsvarden
ar lika.

Bevis: Antag att z, loser (P). Antag (utan inskrdnkning) att z, &r en
extrempunkt och betrakta en tillaten baslosning motsvarande x, och som i
en simplextabla uttrycker dess optimalitet:

bas | —z x b
-2 | 1 dI—=cEB1'A —cEB™
zg | O B7'A B~'b

Satt y. = (B )Tcp, dvs. yI' = ¢EB~'. Tablan uttrycker optimalitet,
dvs. att & = ' — cEB™1A > 0T, Vi far att ¢& —yTA > 07, d.vs.
att ATy, = leqc. Vektorn y, dr diarmed tilliten i (D). Dessutom fas att
cTx, = cEB7' = yI'b, d.vs. att y, har samma malfunktionsvirde i (D)
som x, har i (P). Eftersom ¢”z > b7y giller for alla (z,y) tillatna i (P) och
(D) [Tz > 27 ATy = b"y] maste y, vara optimal i (D).




6. (P) maxz = 6x; — 1229 + 2023

da 4z + 8z + 10x3+ x4 <60 | y1 >0
3ry +4xs + 13 —214>20 | 32 <0
r1, o, zs >0
T3 <0

(D) minw = 60y1 + 20y2

da 4y, + 3y, > 6 | 21>0
8yp + 4y, > =12 | x5 >
0y + 92 <20 | 23<0
y1—2y2 >0 | 24>0
y120,y2<0

Optimum i (D): y. = (3/2,0), w, = 90

Komplementaritet ger: zo = x3 = x4 = 0 (ty slack i duala bivillkoren (2),
(3) och (4)), och att 4zy = 60 (ty y1 # 0). Den primala optimalldsningen
ar alltsa x, = (15,0,0,0)T.

Kontroll av primal tillatenhet ger att samtliga optimalitetsvillkor ar upp-
fyllda.




7 a) Optimalitetsvillkoren for [p'(x;)] ger

Vi) +1y—2) =0 Qy+q+y(y—z)=0%
Q+Ny=92i—qo (Q+y)y—x)p =v1 —q— (Q+ 1)z
——
= —(Qx; + q).

b) Om {z;} konvergerar mot z., sa maste {p;} = {x1;1 — 2} konvergera mot
noll. Ur uppdateringsformeln fas att p, = (Q + vI) 'V f(z;) for alla t.
Sekvensen {V f(z;)} konvergerar mot V f(z.,) eftersom f &r kontinuerligt
differentierbar. Om V f(z.,) # 0 skulle gélla fas ur uppdateringsformeln
att {p;} skulle konvergera mot (Q + vI)™'V f(zs) # 0, ty (Q +~I)~' ar
positivt definit nér a + I ar det. Detta leder till en motségelse. Saledes ar
Vf(xs) = 0. Eftersom f ar konvex ar ., ett globalt minimum av f dver
R™.



