Losning till Tentamen TMA946/MAN280 Optimeringslara 020529

la) Vi skriver om problemet pa standardform och far med s; och s, som slack-
variabler
minimera 2z = —2T; — X

da T1 + 2w — 81 =1,
—2x1 4+ T 4+ 59 =1,
r1, T2, S1, $220
Observera att vi har bytt tecken pa malfunktionen da vi hade ett maximer-
ingsproblem. Vi ser ingen uppenbar tillaten bas, darfor tar vi och infor en
artificiell variabel, vilket ger FASI problemet
minimera w = a
da T1+ 219 — 81 a=1,
—2x1 4+ X9 + 59 =1,
ri, To, S1, S2, a>0.

Vi véljer a, sy som var bas. Vi berdknar reducerade kostnaden, vilken ges

av
T _ T _ Tp-l
¢ =cy—cgB N

vilket for oss blir

10 12 -1
0 0 0 —[1 0 —[-1 -2 1]
01l -21 o0

vi ser att inkommande variabel blir x5

Vi beraknar

B 1012 2
01 1 1
samt
. 1
b=B"'b=b=
1

Utgaende ges av



vilket ger att a blir utgaende. Ny bas blir zs, so, med basmatris

2 0 1l 10
11| 2| 21 2

Da alla artificiella variabler utgatt ur basen har vi att basen ar tillaten. Vi
tittar nu pa originalproblemet for att hitta en inkommande.

Vi har
=+ N-— ctBB_lN
vilket blir
1 10 1 -1 1
(-2 0]—[-1 0]z ==[-3 —1]
20120 -=2 o 2
den inkommande variablen blir z;.

P.S.S. som tidigare beréknas

1 10 1 1 1
y=B Ay == =35
201 -1 2| | -2 2| 5
. 1] 10 1 1] 1 1
b=Bl'h=— == =
21 -1 2 1 211 3

Néar vi nu tittar pa utgaende kriteriet

. i
argmin, _,—

y; >0 Vi
hittar vi ingen utgaende. Detta innebér att oavsett hur mycket vi okar s;
far vi aldrig en otillaten punkt. Dérmed vet vi att problemet &r obegransat.

Vi kan verifiera detta genom att titta pa den punkt vi stod i med x1, s5 som
bas. Dar har vi 9 = s1 = 0,27 = 1,29 = 3, en tillaten punkt.

Med hjalp av y ovan ser vi att virdet pa x; och s, kommer att ckas med
1 respektive 2 for varje enhet vi okar s; darmed har vi att punkterna
(21,22, 51,82) = (1,0,0,3) + A(1,0,1,2) &ar tillatna for A > 0, samt att
malfunktionenens véirde gar mot oo.

1b) Svag dualitte ger omedelbart att duala problemet saknar l6sning.



2. Vad vi soker ar en metod att fran en primal tillaten l6sning hitta en dual
tillaten 16sning. Vi har problemet

minimera ¢! x (1)
Di Azx>1 (2)
x>0 (3)

Dualen till detta problemg ges av

maximera 17y (4)
Da yTA<cr (5)
y=0 (6)

Om vi tittar pa den reducerade kostnaden for det primala problemet sa ges
denna av
c=cl —'BtA

Om vi satter y7 = c5B~! sa har vi vidare att
CT—yTAZO—pyTASCT.
Men
- yTA >0
precis da vi har en primal optimal bas. Detta ger att ju ndrmre optimum
vi kommer, desto narmre en dual tillaten 16sning kommer .

Var heuristik bygger déarfor pa att ta en primalt tillaten 16sning och fran
denna skapa en dualt tillaten 16sning. En metod for att skapa en dualt
tillaten lasning lyder som foljer

steg 0. Bilda y = ¢c5,B™*

steg 1. Hitta i sadant att y" A ; > ¢;. Om sadant i €] existerar, avsluta ty
y ar tillaten.

steg 2. Hitta &k sa att y; > 0 samt A;,; = 1.

steg 3. sank vardet pa yy tills dess att y, = 0 eller y* A ; = ¢;.

steg 4. Ga till steg 1.

Detta kommer att ge oss en tillaten dual 16sning y och darmed en undre
grans for det optimala malfunktionsvéirdet. Dessutom kommer den undre
gransen att nidrma sig det riktiga optimalviardet da vi kommer nédrmare och
narmare en optimal bas.



3a)

3b)

Vi vet att metoden kommer att hitta en tillaten losning, da vi for varje
gang vi passerar steg 3 antingen gor ett bivillkor tillatet eller sétter en y-
komponent till 0. Da y = 0 &r en tillaten 16sning kommer denna metod att
terminera.

Vi tillater att g;(z) > 0 till en kostnad genom att inféra en “bristvariabel”
a;:
gi(z) —a; <0.

Om g;(z) > 0 fas att a; > 0;
Om g;(z) <0 ar a; = 0 mojligt.

Om vi alltsa infor bivillkoret
a; Z 0

kommer a; bara bli nollskilt om x ar otillaten i bivillkor 7, och for tillatna
z ser vi till att a; = 0.

Lat p vara proportionalitetskonstanten (p > 0). Ny modell:

maXimera(:{:,a)(p(x7 a) = f(l‘) - pz a;
=1

da gi(x) —a; <0, i=1,....m
a; >0, 1=1,....m

Notera att eftersom, for varje givet Z, maximeringen av ¢(z, -) ar, for varje
1, ekvivalent med att minimera a;

da a; >0,a; > g:(7)

med globalt min a; = max{0, g;(Z)}. Ett ekvivalent problem &r darfor att

maximera f(x) — pz max{0, g, (Z)}
i=1
da h(z) = 0°
dvs. den klassiska exakta straffunktionsansatsen.

SQP &r en Newton-metod, som normalt kriver att f, g och h € C?. Quasi-
Newton-modifieringar finns, men ett krav ar

*) f,9,k € C' (en gang kontinuerligt differentierbara)



Forutom detta fordras forstas att den punkt som nas ar optimal. SQP &r en
lokal metod som bygger pa att uppfylla KKT-villkoren. Foljaktligen kvavs
att dessa ar tillrackliga for globalt min:

%) f dr konvex, g; dr konvexa och h; dr affina funktioner.

Aven om det fordras andra tekniska krav for ett global optimallosning ska
hittas (det maste t.ex. finnas en!) &r ovanstaende de krav som &r mest
sjalvklara och enkla att nedteckna.

4a) min (z + 1)*+ (z — 1)
TER e N —r
fi(z) f2(x)

f@)=fi(x) + fZa) = (@ + 1)+ (2 - 1)’ =22> + 2=
= mingeg f(z) =2, 2*=0.

Oé:%,l’0:2 ‘Vflzl,VfQE]_‘

Steg 1: x(()o) =2
v =2-2.2.241) 1=-1
o) =-1-2-1.(-1-1)=1

.731:]_*

Steg 2: xgo) =1

eV =1-2.1.1+1) -1
Y =1-2.1.(-1-1)=1
To = ]_*

4b) a € (0,1)

Y = x — 20z +1) - 1

T+1 = Yk — 20z(yk — 1) -1
Antag att {(zg, yr)} — (2, y")
Da:

*samma punkt! Kommer inte att konvergera mot 0 (vi har inte minne!)



y* =" —2a(x* + 1)
-

r*=y"—2a(y*—1)

|
{ (1-20)" =y =2
o

—* 4+ (1 —20)y* = —2a

=2 Y=
om o — 0 da z* = 2= — 0, dvs. mot den optimala losningen.

1, om kontrakt skrivs med verkstad j,
5. Variabler: xT; =

0, annars,
J=123
1, om aterfors. i utnyttar verkstad j

0, annars,
i=1,2,3,44j=1,2,3
Konstanter:  k; = kostnad for kontrakt med verkstad j (inkr)
¢;; = kostnad for aterf. att anlita verkstad j (inkr)
b; = service behov hos aterf. i (i h/dag)
v; = kapacitet hos verkstad j (i h/dag)
k = budget for kontrakt (inkr)
((kj)j=12,3 = (150,160, 100)
(¢ij)i; ges 1 tablell.
(bi)iz1,234 = (5,3,3,4)
(U])] 1,2,3 = (10, 10, 7)
= 350)



Modell: minimera f(z,y) = Z§:1 kjx; + Zle Z§:1 CijYij

da
4
Zblylj S ’Ujl’j, j = 1,2,3 (].)
=1
3
j=1
3
j=1

4
Z vl < 2, (4)
i=1

3
j=1

z;€1{0,2},7=1,2,3,4 (6)
yZ]€{071}7Z:17273 j:1727374

(1) a) y;; =0 om x; = 0, dvs kan ej utnyttja verkstad om ej kontrakt
skrivits.

b) total kapacitet hos verkstad Gverskrids ej.
2) efterfragan hos aterforsiljare, av service, tillfredstéills.

3) varje aterforsaljare skickar uppdrag till max en verkstad.

5
6) fysikaliska/logiska villkor.

(2)
(3)
(4) verkstad 1 har hogst serva tva aterforsiljare.
(5) kontraktsbudget Gverskrids ej.

(6)

6a) min z?
da sin(x) < —1
z € {y|sin(y) < -1} & ap = -2 + 26k, k€ Z

= varje punkt 2, = —2 + 26k dr ett lokallt min (och xxx, faktiskt)

N>,

Global min I]?i%l(xkf om k=0 dvs z* = —
S

KKT ser inte tillrdckliga (problemet &r inte xxxx)



6c¢)

2 + Acos(z) =0 (1)
sin(z) < —1 2
Nodvandiga? (@) < @)
A(sin(z) +1) =0  (3)
| A>0 (4)
(2) = & = x;, for nagot k, = sin(z) +1 =10

= (3)VA >= (n).
x =z = cos(x) =0 = 2z = 0 — omdjligt!

Alltsa, KKT ar inte nédvandiga ty varje xy ar lok min!

(02 4+ Aeos(z) =0 (1)

I sin(z) < —1 (2)
A(sin(z) +1) =0 (3)

\ (a, A0 >0, (a,\) #0  (4)

(2):>:E:xk:—g+5k:, nagot k € Z
= (3)VA >0

x =z = cos(z) = 0= (1) och (4) for varje A > 0, = 0!
Sa varje x;, uppfyller FJ-villkoren.
min y
2?4y < | gilr,y) <0
>yt | go(r,y) <0
Om vi kan hitta nagot A > 0, A # 0

da

sa att A Vpr + Vo =0

)\191 =0
Aapa =0
91 <0,02 <0

da uppfyller vi F'J-villkoren med a = 0.



Om (z,y) =(0,0) =

0
g1 = -1 sz )\1 =0
0
0
w2 =10 Vpy = Vs >0
0
har vi (x)

(z,y) = (0,0)
(o, A1, A2) = (0,0, \)VA >0
uppfyller FJ.

7a)
C* := minimum {(z) < minimum f(x) < minimum  f(z) =: f*
=ye 1 reX T r€X
rCG < f
p:X
b) Vi identifierar:
OX:{ZEERTLL%():O;Z: ) 7m}
e G=R"
=0, y=07

o L(z) =0(x) == f(2)+> 1, vigi(x)+pP(g(x)), dér P(y)
>0, y#£0m

Vi har altsa:

) X CG, ty X CR"
ii) {(xz) = f(x) pa X ty dar ar g(z) = 0™

Vi ar klara.

c) Vi behover samtliga av foljande forutsattningar:

i) problemet ska ha en tillaten 16sning

ii) problemet ska ha en optimal l0sning

)
)

iii) SAP-algoritmen ska vara tillampbar
)

iv) problemet ska vara konvext



v) nedfor kravet att f, g;, k; samtliga &r minst en gang kontinuerligt dif-
ferentierbar.

vi) nedfor kravet att f &r konkav, g; &r konvex for alla ¢ och k; dr affin
for alla j.
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