DISKRET MATEMATIK HT 06 HEMUPPGIFTER 1

Motivera alla svar. Ange vilka ni samarbetat med.

Uppvarmning

1. Pa hur manga sétt kan man ta sig fran (0,0) till (n, k) i planet, om man
bara far ga lings kanter i heltalsgittret och bara ta steg uppat eller till
hoger?

2. P& hur manga olika sitt kan man placera 8 torn pa ett schackbride sa att
inget torn kan ta ett annat?

3. Pa hur manga olika sitt kan man placera 12 personer runt ett (runt) bord,
om man bara bryr sig om den inbérdes ordningen?

4. Visa att >, (Z) 2k = 3" bade kombinatoriskt och med hjélp av bino-
mialsatsen.

5. Antag att vi ska ga fran origo till punkten (1,1,...,1) lings kanter i den
d-dimensionella enhetskuben. Pa hur manga sitt kan det ske?

6. Antag att vi har 2n personer som skall paras ihop tva och tva. Pa hur
manga olika sétt kan detta goras?

7. Antag att n personer ska placera sig pa platser numrerade fran 0 till och
med k. P4 hur manga sitt kan detta goras, om varje plats far innehéalla
godtyckligt manga personer?

Lamnas in senast tisdagen den 19 september, klockan 13.15.

1. (a) Visa kombinatoriskt och algebraiskt att " k = n n _Z, .
k ) 7 k—1
n—1
(b) Forenkla Z Z < ) < )

2. Till en méngd med n > 0 element innehaller hilften av delmingderna
ett jimnt antal element och hilften ett udda antal element. Visa detta
kombinatoriskt, d v s ange en explicit bijektion mellan bada méangder av
delméngder. Varfor behovs att n > 07

3. Hur manga heltal 1 < k < 2006 &r inte delbara med varken 2, 3 eller 77
Hur manga &r delbara med 7, men varken 2 eller 37

4. Visa att antalet végar i heltalsgittret med steg av typen (1,0) och (0, 1),
som borjar i (0,0), slutar i (n,n) och aldrig gar 6ver diagonalen, &r det
n-te Catalantalet C,, = H—H(Qn)

Ledning. Betraktar véigar fran (1,0) till (n+1,n) som aldrig tréffar diago-
nalen och beréknar forst antalet vigar som traffar eller gar 6ver diagonalen
genom att spegla (i diagonalen) den forsta delen av varje vég (tills den

tréffar diagonalen).




. Visa att antalet sétt att multiplicera n + 1 symboler &r ocksa det n-te
Catalantalet C,. Multiplikationen specifieras med parenteser, det récker
faktiskt med hogerparenteser, eller annat multiplikationstecken (omvind
polsk notation).

Bonusproblem (inget samarbete)

. Visa att antalet sitt att dela upp en konvex (n + 2)-hérning i trianglar
genom att dra n — 1 diagonaler utan skdrningspunkter dr ocksa det n-te
Catalantalet C,.

. Placera n punkter pa en cirkel och dra kordan mellan varje par av punkter.
Antag att punkterna dr gemeriskt placerade, d v s att det inte finns tre
kordor som skér varandra i en punkt. Bestdm antalet omraden inuti cirkeln
(ge en enkel formel och visa den kombinatoriskt).

Ledning. Kolla de forsta fallen och formulera en gissning. Denna gissning
ar troligen felaktig. Kolla ett (par) fall till och f6rsok skriva resultatet som
en enkel summa av binomialtal.

Ytterligare 6vningar

. Hur méanga telefonnummer med fem siffor finns det som har minst en
upprepad siffra?

. Lat n och k vara naturliga tal. Hur manga foljder finns det av naturliga
tal x1,T9,...,2psaatt 0 < xqy < a9 < -+ <, < k7

. Forenkla Z k(Z), helst med ett kombinatoriskt resonemang.
k

. Pa hur manga sétt kan talet n+ 1 skrivas som en summa av 1-or och 2-or
(dér ordningen spelar roll)? Exempelvis kan 4 skrivas pa 5 olika sétt:

14+141+1, 14142, 14+2+1, 2+1+41, 242

Nar ni vél har gissat svaret kan ni antingen ge ett induktivt bevis, eller
konstruera en bijektion till en "kéind” méangd med lika manga element (for
varje n).

m
1
. Ge ett kombinatoriskt bevis av identiteten E My (™ + .
~ k k+1

. Hur manga olika halsband kan man gora av 20 lika stora kulor i 20 olika
farger? Antag att halsbandet dr slutet, d v s att det inte gar att sdga var
det "borjar”. (Svaret dr inte lika med n! fér nagot n.)

. Hur manga av delméngderna till méngden {1,2,...,n} innehaller at-
minstone ett udda tal?



