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1. Bestim gransvirdena
a) lim [In(32% + 4z + 5) — 2In(2z + 1)]
20 — 3w — 2

L6sning
a) Viborjar med att skriva ihop de tva logaritmerna,
In(3z? + 4z + 5) — 2In(2z + 1) = In(32? + 4z + 5) — In(2z +1)* =
327 + 4z +5 32% +4x 45
=In{—— ) =In )
(2z + 1)2 42 + 4z + 1
varefter vi bryter ut den dominerande termen i téljaren och ndmnaren och later x ga
mot odndligheten, vilket &r tillatet eftersom In &dr en kontinuerlig funktion,

322 +4x 45 ?B+1+5) 3+4+ 5
In{ o) = oy =l i ) —
4+ 4+ 1 x2(4+5+p) 4+5+x_2
b) Om man sitter in z = 2 i uttrycket for man ”3” s& bade téljare och ndmnare har

nollstélleniz = 2. Detta betyder att vi kan faktorisera ut (x—2) ur de bada polynomen
varefter vi kan gd i gréans. Vi far alltsa

222 -3z -2 (z—-2)2zx+1) 2z+1 5 .
= = — =], dax— 2.
3z2 —4x—4  (z—-2)3x+2) 3x+2 8

—

nyh da xz — oc.

2. Bestdm en ekvation for tangenten till kurvan y = 4 arctan(z?) i den punkt dar 2 = —1.

Lésning Vi kan formeln for tangentlinjen, ndmligen

y — f(zo) = f'(wo0)(z — o),

sd med f(z) = 4arctan(2®) och 29 = —1 behover vi rakna ut f(zg) och f(zo). Eftersom
2§ = (—1)* = —1 och arctan(—1) = — % far vi

Yo = f(zo) = 4arctan(zj) =4 - (_I) = .

4
D3 skall vi rdkna ut derivatan. Vi har att D arctanz = ﬁ, sa
Dfr) = — 2 pat) = 12
= — €T _
v 1+ (x3)2 1+ 28’



vilket med =y = —1 insatt ger att f'(zo) = 6. Sétter vi in detta i tangentlinjeformeln ovan
tar vi slutligen

y —yo = f'(xo)(x — x0)
< y—(—m)=6[z—(-1)]
& ‘y:6a:+6—7r‘.

. Undersok om funktionen f har ndgon invers och bestam isafall denna med angivande
av definitions- och virdemédngd, da

f(z) =In(x +2) — In(1 — z).

Losning Vi borjar med att utreda definitions- och viardeméngderna for f, Dy och V;.
Definitionsméngden for logaritmfunktionen &dr Dy, =|0, 00|, sa det maste gélla att

2>0
v <<,
1—2>0
Alltsd ar Dy =| — 2,1[. Om vi skriver om f som
T+ 2

f(z) =In(xr +2) —In(1 — x) :hll—a:
serviatt f(z) —» coddx — 1~ och f(z) - —coddx — —27. Alltsd &r V; =] — 00, 0o[= R.
Vi ser ocksa att f dr strangt véixande eftersom In dr stréngt véixande och #£2 &r likaledes
da = + 2 &r strangt vixande och 1 — z dr strangt avtagande. En strangt vixande eller
avtagande funktion &r alltid inverterbar, sa f dr inverterbar och inversen har definitions-
och virdemdngderna Dy-1 = Vy = R, Vy-1 = Dy =|-2,1[. For att rdkna ut inversen
sdtter vi f(z) = y och 16ser ut x. Vi borjar med att exponentiera, for att sedan 16sa ut. Vi
far att

2
fla)=m i =y
ﬂf+2:€y

— X

sr+2=¢'(1-2x)

Sr+2=c¢Y— ey
Sxtae¥=e¥—2
sSz(l+e’)=eY -2
ey —2

Sr=——
S

sd, om vi byter bokstdver, far vi sammanfattningsvis

= ‘-2 p R
f (.’B) = 11 e -1 = R, fol Z]—Q,l[.




4. Bestim (om mojligt) konstanter A, B, C, D, E och F, sa att

ZkA:An5+Bn4+Cn3+Dn2+En+F.

Lésning Vi loser uppgiften med “bakvidnd induktion” — dvs. vi bérjar med induk-
tionssteget for att sluta med startsteget. Pa det viset fdr vi tillrackligt manga ekvationer
for att 16sa ut konstanterna, dessutom pa ett valdigt smidigt sétt.

Induktionssteget. Vi antar att pastdendet &dr sant for n = p och forsoker visa att det da
ocksa giller for n = p + 1. Dvs. med hjdlp av

P
Zk:4:Ap5+Bp4+Cp3+Dp2+Ep+F (%)
k=0

vill vi visa

p+1
Zk‘* Ap+1P°+Blp+1)*+Cp+1>°+Dp+1)2+Ep+1)+F. (%)

Nu kan vi bilda VL(xx)—VL(x) och HL(>»x)—HL(x). Om dessa tvad uttryck &r lika &r vi
klara. Forst har vi

p+1 p

VL(5*) — VL(%) = Zk4 Zk4 Zz& P+ =) K =@p+1)'=
=p +4p +6p +4p+1
och sedan

HL(x*) —HL(*) = A(p+1)° + Bp+ 1)+ C(p+1)> + D(p+ 1)* + E(p+ 1) + F
- (Ap5+Bp4+Cp3+Dp2+Ep+F) =
= A(p® +5p* +10p> +10p* + 5p + 1) + B(p* + 4p> + 6p*> + 4p + 1)
+CP +3p7 +3p+ 1)+ D’ +2p+ 1) + E(p+1)
— Ap® — Bp* — Cp® — Dp? — Ep =
= p*(5A) + p3(10A + 4B) + p*(10A + 6B + 3C) + p(5A + 4B + 3C + 2D)
+(A+B+C+D+E)

Vi kan nu identifiera koefficienterna framfér de olika p-potenserna och far ekvationssy-

stemet
pt: 1 = 54
p>: 4 = 10A+4B
p>: 6 = 10A+6B+3C
pl: 4 = 5A+4B+3C+2D
pP: 1 = A+B+C+D+E



Detta ekvationssystem éar trianguldrt, och om man borjar uppifrdn ar det latt att 16sa. Vi
tar

1 1 1 1

5 ) 2 ) 3 Y ) 30 Y
men inget villkor pd F-konstanten. Det far vi ddremot raskt om vi gor det férsta induk-
tionssteget.

Startsteget. Vi vill ju att pastdendet skall vara sant for n = 0 for att kunna komma igdng
med induktionen. Dvs.

0
Y k=A4-0°+B-0"+C-0°+D-0*+E-0+F.
k=0

Har 4r vinsterledet lika med 0 = 0 och hogerledet lika med F', sd F' = 0.

Eftersom vi visat att pastdendet dr sant for n = 0 och att om det &r sant for n = p sd ar
det ocksa sant for n = p + 1 sa giller, enligt induktionsprincipen, att det dr sant for alla
heltal n > 0 med

1 1 1 1
A=—-, B=—-, C=-, D=0, EFE=——, F=0|
57 27 37 ) 307

. a) Definiera begreppen “kontinuitet” och “deriverbarhet” (i en punkt) for en funktion
av en variabel.

b) Bevisa att kontinuitet dr ett nodvandigt men ej tillrackligt villkor f6r deriverbarhet.

Ldsning
a) Se Persson, Boiers, definition 2, sidan 114 (kontinuitet) och definition 1, sidan 149

(deriverbarhet).

b) Nodvandigt For att en funktion skall vara deriverbar i en punkt z( maste, enligt upp-
gift a), gransvérdet

lim f(zo+h) — f(zo)
h—0 h

existera i punkten z. Detta betyder i sin tur att vi maste krava att f(zo+h) — f(x¢) —
0 & f(zo+ h) — f(xg), da h — 0. Detta dr det samma som kravet pa att f(x) ar
kontinuerlig i punkten x(. Alltsd maste funktionen vara kontinuerlig i zo for att den
skall vara deriverbar dar. O
Men ej tillrackligt Betrakta t.ex. funktionen |z| i punkten z(. Den dr kontinuerlig,
men didremot inte deriverbar, eftersom, for A > 0 har vi

fO+h)—=fO) _|nl _h

= — = - = 3 +
- == h 1—1,ddah—0",

medan, om h < 0,

FO+R)=FO) M _=h g qan o

h h h
Gransvardet existerar alltsd inte ndr » — 0 i punkten xy. Enligt definitionen, se upp-
gift a), ar funktionen alltsa inte deriverbar i zy = 0. O



