Inledande problem (F)

Binomialsatsen, induktion

1.

Visa att
207) > (n!)?

for alla heltal n > 1.

. Visa att

1-3-..-(2n—1)<n"
for alla heltal n > 1.

. Antag n € N. Visa att talet 32"! + 52" 4r delbart med 4 men inte med

8.

Antag n € N. Visa att talet 727! + 17" ar delbart med 8.

. Antag n € N. Visa att talet 73" — 7?" ar delbart med 24.

Polynom

. Antag aq, ..., ap,, b1, ...,b,, € R. Visa att det finns hogst ett polynom

P(z) av grad< 2m — 1 sadant att P(k) = ax och P'(k) = by, k =
1,...,m.

Bestam a € R sa att polynomen 23 — 222 — x + 2 och 23 + ax — 2 far
en icke-trivial storsta gemensam delare och angiv denna.

Talfoljder

. Undersok om

+2l+... +n!
im

oo nl

existerar och ange i sa fall gransvardet.



10.

11.

12.

13.

14.

. En talfoljd (an)nen, uppfyller a; > 0 och

n € Ny.

1
Qp, = )
+1 T

Konvergerar eller divergerar talfoljden?
Antag n € N, och
1 3 2n — 1
2 4 77 2n
Sétt a, = nc? och b, = (n + 1)c2. Bevisa att talfoljden (a,)nen, ar
vixande och att talféljden (b,)nen, &r avtagande. Visa ocksa att
talfoljderna ar konvergenta och att bada har positiva gransvarden.

Cp —

En talfoljd (an)nen, uppfyller a; > 0 och
any1 = (a2 + an)% —a,, néeN,.
Visa att talfoljden konvergerar och bestam gransvardet.
En talfoljd (ay)nen, uppfyller a; = i och
Gpi1 = —aplna,, néeN,.
Visa att talfoljden konvergerar och bestam gransvardet.

Undersok om
"1 k
li — ) —

existerar och ange i sa fall gransvardet.

Sok
. (079
lim —
dar
n 1
Ay = 1
im0 (n+ k)2
Visa att likheten
1 1 1 1
l—=4+-—-



15.

16.

17.

18.

19.

20.

Ly b, 42
n+1 n+2 2n

galler for alla heltal n > 1. Berdkna t ex med hjalp harav lim,, .. a,,

dar .
Z

)k’-i—l

Derivator

Transformera uttrycket

— 3%y 4ot
oL

genom att som ny oberoende variabel infora ¢ = e”.

a3y
d3
(

Visa att det finns en for alla reella z-véarden kontinuerlig funktion f(z),
som satisfierar ,
, > +1
r)=—6H—+,
J'(w) |z +1|

Bestam en sadan funktion!

x # —1.

Séatt fi(z) = arctanx och f,,1(x) = arctan f,(z) for n € N,. Visa att

na?

z——5 < falz) < for x>0.

Kurvritning

Rita kurvan y = % + arctanx + %ln x, dar z > 0, med angivande av
eventuella asymptoter.

Rita kurvan y = \/ | 2242 | + \/ | x2 — x| . Ange sérskilt eventuella
extremvarden och asymptoter.

Olikheter

Visa att Inz < (y/ex — 1)? for z > 0.



21
22

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

Visa att (2 4 cosx) > 3sinz for = > 0.

Visa att

for allax >0,y > 0.
Visa att det for alla naturliga tal n galler att

{n(n+1)6(2n+1)}% N {M}

Integraler

Berakna 5
min / | 2% — dax + 3a” | da.
0

0<a<1

Baglangd, krokning och area

Betrakta kurvan, vars ekvation i ratvinkliga koordinater ar y = x — 22.
Berikna baglingden for den del av kurvan, som begréinsas av kurvans
skarningspunkter med z-axeln.

Léangden av kurvan y = arctanz, 0 < z < a betecknas med s(a). Visa
att gransvardet
lim (s(a) — a)

a—00

existerar samt att gransvardet tillhor intervallet }0, 5 {

Bestam de punkter pa kurvan y = %x”‘, for vilka krokningen &r storst.

Betrakta de punkter (z,y) i planet som uppfyller y > 3 och z2+4y? < 4.
Berakna arean av detta omrade.

Berakna langden av kurvan

r=t+Int
y=1t—Int,



SVAR:

1.

2.

3.

4.

5.

6.

7. 0—1fora=1;2> -2 —2fora= -3
8. QGransvardet existerar och = 1

9. QGransvardet existerar och = 1
10.
11. Gransvardet existerar och = %
12. Gransvardet existerar och = é
13. Gransvardet existerar och = 1
14. In2
15.

&y
dis
&y dy
dt? dt
3 2
_a? o2 <1

16. f(x):{ m33 t22 o 113j ’
17.
18. x =1 ger Ymin = 1 + 7; y-axeln ar asymptot; utnyttja MATLAB for

att rita kurvan



2 =0ger Yypin = 0; v = £1 ger Yiokmin = V2; T = i§ geT Yiokmax =
L3+ 2v3—1/2v3-3),

y = +2x ar asymptoter; utnyttja MATLAB for att rita kurvan

20.
21.
22.
23.
24.

25.

26.

27.

28.

29.

Minimum = % ; detta antages for a =

V2 1 Lin(3 4 24/2)
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