Inledande matematisk analys for F1, 2005, logik, méngdlara

Forelasningsanteckningar och ovningar fill
logik — mangdlara

Dessa forelasningsanteckningar kompletterar mycket kortfattat kap.0 och appendix B i
Persson/Boiers (Analys i en variabel) som gas igenom Iv 1.

1. SATSLOGIK

Vi skall forsoka att skapa ett entydigt (vetenskapligt) sprak med hjélp av vardagssvenskan
genom att infora strangt definierade termer (s.k. facktermer, grundbegrepp) och "operatorer"
for att generera nya termer.

1.1 UTSAGOR

DEF En MATEMATISK UTSAGA ér en utsaga som &r antingen sann eller falsk (“tertium
non datur™) och vars sanningshalt kan avgoras pa ett objektivt satt.

[DEFINITION ér ett fastslaende vad ett visst begrepp skall betyda].

EX1 Betrakta foljande uttryck:

A:1+2=3 D : det regnar
B:1+2=5 och E . 2003 4r ett stort tal .
C:2<3 F: skal

F dringen utsaga; A t.o.m. E &r utsagor, men D och E &r inte matematiska utsagor
(sanningshalten kan ej avgoras objektivt); A,B, C &r matematiska utsagor: A och C ar
sanna, B &r falsk; vi accepterar hdr redan begrepp som 1,2,35,+,< mm.

EX2 Forvarjereellttal x ar A(x):2x =5 en matematisk utsaga, ty for varje reellt tal x
kan det avgoras om A(x) &rsann eller falsk (t. ex. ar A(2) falsk, A(%) sann.

A(x) kallas "6ppen utsaga" ty den innehaller en fri variabel x, som maste deklareras
("x reellt tal").
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1.2 LOGISKA OPERATORER

Med hjalp av logiska operatorer kan vi bilda nya matematiska utsagor:

symbol | las namn dvs.: om P och Q ar matematiska utsagor sa skall
A___Joch (and) |konjunktion|  sven PAQ,PvQ,—-P,P=Q och P<Q
v Jeller (or) fdisjunktion | 5 matematiska utsagor.
— icke .(.not) negation Vi definierar dessa utsagor genom att ange
= |medfor [implikation | sanningsvardet for alla mojliga sanningsvarden
< |ekvivalent | ekvivalens p& P och Q:

Vi skriver 0 (eller f) for "falsk" resp. 1 (eller s) for "sann":

PIQ|PAQ PvQ|P=Q|P<Q|-P
0]o0 0 0 1 1 1
01 0 1 1 0 1
110 0 1 0 0 0
111 1 1 1 1 0

Komplicerade utsagor kan ofta férenklas med hjélp av regler (“formler™), dvs. ersattas med
ekvivalenta, enklare utsagor. Tva utsagor ar ekvivalenta om de har samma sanningstabell
(dvs. samma sanningsvarde for alla mgjliga sanningsvarden av alla ingaende utsagor):

SATS FOor matematiska utsagor P, Q, R galler:
(PeQ) e (P=Q)AQ=P)).
(—(=P))=P.
(P=Q)<=((-P)vQ).
(P=Q)=((-Q)=(=P)).
P=(Q=P).
P=Q=R)=>(P=Q)=(P=R)).
{a) (=(PvQ)) <= ((=P)A(=Q))
b) (—(P AQ)) <= ((=P)v(=Q))
{a) (PAQVR))=((PAQ)V(PAR))
b) (Pv(QAR)) = ((PvQ)A(PVR))

2L A

(de Morgan).

(distributivitet).
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1.3 EXEMPEL PA BEVIS

A. INDIREKT BEVIS

Man visar att utsagan "P = Q" arsann (P, Q matematiska utsagor) genom att visa att den
ekvivalenta utsagan "—Q = —P " &r sann.

EX1 Visaattfor meIN géller: Om m? &r delbart med 3 sa ar dven m delbart med 3.

B. MOTSAGELSEBEVIS

Man visar att P &r sann (P en matematisk utsaga) genom att visa att —P &r falsk
(dvs. —P = f, f en falsk utsaga).

EX2 Visaatt +/3 inte ar ett rationellt tal (dvs. V3¢ Q, se sid.4).

EX3 Visa att det finns oandligt manga primtal.

C. INDUKTIONSBEVIS

Man visar att P(n) &rsannforalla neIN (dvs. for alla naturliga tal n, se sid.4,
P en 6ppen matematisk utsaga) genom att visa att

I. P(1) arsann
I[l. Om P(m) é&rsannforalla m<p, p ett godtyckligt fixttal (p,meIN)
saaraven P(p+1) sann.

Ett induktionsbevis bestar av tre steg:

Steg | &r "induktionsférankring™ (anm.: man kan bérja med ett annat heltal an 1),

steg Il ar "induktionssteget” (P(p)= P(p+1)),

steg Il &r ett axiom, infort av Peano (1858-1932) ("induktionsprincipen') som sager
att da alla (oandligt manga!) utsagor P(n) &r sanna.
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2. MANGDALGEBRA
21 MANGDER

Den "naiva méangdlaran” skapades av Cantor. Han definierade (1895):

"En MANGD M é&r en sammanfattning av bestamda objekt, verkliga eller tankta, som kallas
ELEMENT I M, till en enhet." Vi lagger till:

Det maste pa ett objektivt satt kunna avgoras om ett x ar elementi M eller inte.

Denna grundldggande "elementrelation™ betecknas med <:

DEF1 Viskriver xeM om x &relementi M (x tillhér M, x liggeri M...)
resp. Xg¢M om x ejarelementi M.

Vi betraktar har endast méngder som ar definierade genom matematiska utsagor och déarmed
valdefinierade. For en 6ppen matematisk utsaga P satter vi

S, = {x:P(x) arsann} = {x: P(x)} =mangden av alla x sadanaatt P(x) &r sann.

Sy kallas "sanningsméngden till P", { och } kallas "mangdparenteser".

EX M={Xx:x=1vx=2vx=3}.
Vi skriver kort M = {1,2,3}, dvs. vi skriver helt enkelt upp mangdens elment
mellan méngdparenteserna om det ar mojligt.

DEF2 Visager M aren ANDLIG mangd, om antalet element i M &r andligt, resp.
M ar en OANDLIG méngd om antalet elementi M ej ar andligt.

Viktiga mangder ar (och kommer alltid att betecknas sa):

DEF3 @ ={XIX#X} corrrrrrrrrunn. den TOMMA méngden
IN ={1,2,34, -} cecvrrirren. de NATURLIGA TALEN (obs: vi tar ej med 0)
Z ={01-12,-2,3-3,---} ... HELTALEN
Q ={2:m,nheltal,n =0} .. de RATIONELLA TALEN

R e, de REELLA TALEN

For a,be IR, a<b infér vi INTERVALL-beteckningarna

[a,b]={xe IR :a<x<b}, Ja,b[={xeR:a<x<b},
[a,b[={xeR:a<x<b}, ]a,b]={xeR:a<x<hb},
[a,00[={xe IR :a<x}, ]Ja,o[={xeR:a<x},
]-o0,b]={xe IR :x<h}, ]-o,b[={xe IR :x<b}.

Dessa méangder kallas slutet intervall resp. Oppet intervall resp. halvoppet
intervall.

OBS o och —oo drinte elementi IR (inte reella tal)!
Det galler ]-o,0[=IR och [a,a]={a}, ]a,a[=0, [a,] &r odefinierat!
(aelR).
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2.2 MANGDOPERATORER

Vi Oversatter nu operatorerna v,A,=,<>,— mellan utsagor till operatorer mellan méangder.
Vi tanker oss att alla x ligger i en grundméngd U (“universum™), tex. U = IR.

DEF1 FOrmangder A, B definieras  (A=S;,B=3S,, P,Q matematiska utsagor)

1. U (union): AUB={x:xeAvXxeB} (Spvo =SpUSy)

2. M (snitt): AnB={x:xe AaxeB} (Spo =Sp N Sy)

3. < (delméngd): (AcB)<= ((xe A)= (xeB)) (P(x)=Q(x), xeU)
4. = (likhet): (A=B)<= ((xe A)< (xeB)) (P(x) & Q(x), xeU)
5. ¢ (komplement): A® ={x:x ¢ A} (S_p =(Sp)°).

Vidare skrivervi A=B for —(A=B)
resp. AgB (4kta delméngd) for (A< B)A (A= B).

EX1: a) {1,2,3}=1{2,31}=1{1,2,21,331,2} osv.
(det spelar ingen roll hur vi skriver upp elementen i en mangd).
b) Z=IN u{-n:neIN}uU{0}.
c) (]-,0])=]0,0c[ (U=IR).
d OcNcZc Q cIR (sistainklusionen: ex.2 sid.3).
z £ £ - F

Det underlattar mycket att askadliggéra mangder som punktméangder i planet
(Venndiagram efter den brittiske logikern John Venn, 1834-1923), se forelasningen.

Vi definierar nu ytterligare nagra operatorer som vi kommer att ha nytta av:

DEF2 For tva mangder A, B definierar vi

a) MANGDDIFFERENSEN \:
A\B ={x:xe AAaxgB} (alla xsom liggeri A menintei B)

b) den SYMMETRISKA MANGDDIFFERENSEN A :
AAB = (A\B)U( B\ A).

For méngder géller motsvarande regler som for utsagor:

SATS  For méangder A,B,C galler
(A=B) = ((AcB)A(Bc A).
B =U\B, A\B=AnNB".
AAB = BAA.

AAB =(AUB)\ (AnB).
a) (AUB) =A°"NB°
{b) (ANnB) = A°UB"®
a) An(BuC)=(AnB)U(ANC)
{b) Au(BNnC)=(AuB)n(AuUC)

> wnh e

o

(de Morgan).

(distributivitet).
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Regel 4 visar att den operator for utsagor som motsvarar A, &r XOR (exclusive or):
(PXORQ)<= ((PvQ)A(=(PAQ))) < (P A(=Q))v(Q A(—P))), alltsa

"antingen P eller Q men ej bagge" (P och Q tva matematiska utsagor).
Till sist konstruerar vi tva nya, viktiga mangder:

DEF3 Lat M,N vara tva mangder.
1. Méangden P(M)={A: Ac M} = mangden av alla delmangder till M kallas
POTENSMANGDEN AV M.
2. Méngden M xN ={(m,n):meM AneN} =mangden av alla "ordnade par"

(m,n) med meM och neN kallas
CARTESISKA MANGDPRODUKTEN AV M och N.

EX2 a) Alltid galler @eP(M) och M € P(M) (M en mangd).
b) RxIR={(x,y):xelR AayelR} &r"planet", betecknas IR

Da kan vi definiera "relation" och, som speciell relation, "funktion":

DEF4 Lat M, N vara tva mangder.

1. Endelmangd Rc M xN kallas RELATION FRAN M TILL N,
enrelation R=M xM kallas (BINAR) RELATION PA M,
D, ={xeM :detfinnsy e Nsdatt(x,y)e R} kallas DEFINITIONSMANGD,

Vi, ={y e N :detfinnsxe M sdatt(x,y)e R} kallas VARDEMANGD till R;
vi skriver dven xRy for (x,y)eR ("ystarirelation R till x").

2. Enrelation f <M xN kallas AVBILDNING (eller FUNKTION) FRAN M
TILL N om f &r "hoger- entydig", dvs.om for xeM,y, eN,y, e N galler

((xfy, ) A(xfy,)) = (y, =y, ). | sa fall finns det till varje x i f:s definitionsméngd
precis ett y i f:s vardemangd som star i relation f till x, dvs. vi kan se f som en
tillordning f : x>y som ordnar till varje xe D, ett entydigt bestamt y eV, ;
for att framhava detta skriver vi y = f(x) ("y aren funktion av x") i stallet for xfy

och (vi anvander nagot missbrukligt samma symbol f):
Mo N las: " f &r en avbildning fran M till N som ordnar till
“x F(x) ettelement xe D, elementet y= f(x)eV,"

Observera att vi anvander pilen — for avbildningen (“fran M till N") och
pilen +— for den elementvisa tillordningen ("f ordnar till x bildpunkten f(x)").

Sjélva relationen kallas dd GRAFEN TILL f och betecknas G; :

G; ={(x,y)e M xN:xeD,; Ay=f(x)}. Enavbildning f:M —M med
D, =M Kkallas &ven UNITAR OPERATOR PA M och en avbildning
f:MxM—>M med D, =MxM Kkallas BINAR OPERATOR PA M.
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EX3 a) Ordningsrelationen < pa IR é&r halvplanet
< = {(x, y)e R*:y—x ar positivt}g IRxIR (rital).

b) Funktionen "kvadrera" skriver vi upp sa har:
f:IR—IR;hardr D, =R, V, =[0,0[, G, ={(x,x*): x e R} (rita).

X = X
c) Additionen + &ravbildningen +: IRx JR — IR (en bindr operator pa IR).
(X,y) B X+y

Biné&ra relationer spelar en viktig roll i t.ex. switchnatteorin; vi nd&mner en speciell
relation som gor det mojligt att dela upp en méngd i "klasser" av element som anses
vara likvardiga i nagon mening:

DEF5 Enrelation ~<cMxM pa M kallas

a) REFLEXIVom x~x foralla xeM.
b) SYMMETRISKom x~y=y~x foralla xeM,yeM.

c) TRANSITIVom ((x~y)a(y~z))=(x~z) foralla xeM,yeM,zeM.
d) EKVIVALENSRELATION PA M om ~ &r reflexiv, symmetrisk och transitiv.

EX4 a) < aren ekvivalensrelation pA mangden av alla matematiska utsagor.
b) = &ren ekvivalensrelationpd P(M) (M en mangd).

¢) "Modulo-rakning" ger en ekvivalensrelationpd Z: lat pe N, meZ, neZ;
man sager "m &r kongruent n modulo p*, bet. m=n(mod p),
om m-n=kp fornagot k €Z. "kongruent modulo p" &r en ekvivalensrelation

pa Z, tal som ger samma rest vid division med p &r ekvivalenta. Ett exempel ar
klockan: vi rdknar modulo 12.

Satslogik och mangdlara ar tva viktiga, sjalvstandiga matematiska discipliner. Men de
"funkar" pa samma satt som (ar specialfall av, exempel pa, modeller fér) en mera generell
matematisk struktur (= méngd av vissa objekt med operationer som lyder vissa regler),
namligen en "Boolesk algebra". Man skriver operationerna da "algebraiskt" (+, -).

George Boole (1815-11-02 — 1864-12-08): The Mathematical Analysis of Logic (1847)
An Investigation of the Laws of Thought (1854)
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OVNINGAR

1.a) Visa (((x<y)v(y<x)<=(x=y) (xelR,yelR).
b) Bestam sanningsmangderna S,,S, och Sg till
P(x): (x2>x)v(=(x>1)), R(X): (x*>x)a(~(x>1)) och
Q(X): (—(x=2))v(Bx-x*=2) (xeR).

2. a) Bestam
b) Bestdm
c) Bestdm
d) Bestam
e) Bestdm

AUB, AnB, A\B,B\A och AAB for A={1234}, B={345}.
AUB, AnB, A\B,B\A och AAB for A=[-89], B=]-50].
P(M) for M ={123}.

AxB och BxA for A={12}, B={234}.

AxB och BxA for A=[01], B=[-10[ (rital).

f) Forenkla foljande uttryck foér méngder A, B:
f1) A\(B\A), f2) A\(A\B), f3) AU (A\B), f4) An (A\B),
f5) AU (B\A), f6) An (B\A), f7) (A\B)U(ANB)uU (B\A), 8) (A°B°) .

SVAR

1b) S, =Sy =R, Sg =]-»,0]
2a) {1,2,3,4,5}, {34}, {1,2}, {5}, {1,2,5}

b) [-8,[, ]-

59], [-8,-5], ]9,©[, [-8,-5]u]9,o[

c) {0.{1}, {2}, {3}, {L.2}, {L3}, {23}, {123} }

d) AxB={(12),(1,3),(L4),(2,2),(2,3),(2,4)} = Bx A={(2,1),(2,2),(31),(3,2),(4,1),(4,2)}
e) AxB={(x,y):0<x<L y>-1}#BxA={Xxy):x>-1,0<y<1}

f) f1) A, f2) AnB, f3)A, f4)A\B, f5) AUB, f6)®, f7) AUB, 8) AUB
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