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Losningar till  Ovningsskrivningen 2000-11-18

Greger Cronquist

1. Los differentialekvationen

y(@)(a® —4)y'(x) =y*(x) + 1, om y(0) =1.

Lésning Vi gor omskrivningen
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och ser att vi har med en separabel diffekvation att gora. Integration ger nu att
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dar

eftersom 2y ar derivatan av y? + 1 och 42 +1 > 1 > 0, och
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Sammanfattningsvis, efter multiplikation med 2, har vi alltsa fatt att
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dédr D = 2C. Vi kan nu berdkna D genom att sdtta y = 1 och z = 0:
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(Definitionsméngden fas ur de badda kvadratrotternas definitionsméangder.)
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2. Bestam (t.ex. med hjilp av Maclaurinutveckling) ett approximativt virde pa integralen

_ [t 3
I—/O — [1 = cos(z?)] da

med ett fel mindre dn 1073.

Losning  Pa formelbladet avldser vi Maclaurinutvecklingen av cos t:

2ttt b
cost:1—§+ﬂ—%cos(0t), 0<6<1

6 12 18
= 1—cos(x3):%—x2—4+%ocos(9x3), 0<6<1.

Ett approximativt virde av den sokta integralen far vi dd om vi bara tar med de tva forsta
termerna:
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Felet i denna berdkning blir
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Slutsatsen blir att| I ~ 1390 ~ 0.0962 med ett fel som dr mindre &an 10™* < 1077 |.

. Undersok om gransvdrdet lim  f(z,y) existerar da
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L6sning
a) Vihar t.ex. att
z? — 2y + y? z?
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och, om vi tittar langs linjen z = vy,
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sd | gransvardet existerar inte ‘




b) Till att borja med ser vi att
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0.

Vi ser ocksa att vi kan skriva om funktionen genom att kvadratkomplettera ndimnaren
till

l‘3+y3

f(%?/)zm,

sa funktionen &r obegransad langs linjen x + 2y = 0. Eftersom varje liten omgivning
av (0,0) innehaller punkter pd denna linje, kan inte gransvardet finnas. Eventuellt
kan vi ocksd forsékra oss om detta med ytterligare en berdkning. L&t z +2y = h?, y =
h = x = h?—2h. Vifar da

fa )_(h2—2h)+h3_h6—6h5+12h4—7h3 7
¥ = hA - HA h—0 h h—o

‘ Gréansvardet existerar alltsa inte ‘

4. Antagatt A dr en konstant, och att y(z) och z(x) ar kontinuerliga funktioner med z(x) > 0
for x > 0. Visa att om

va) <A+ [ (o
0
sa dr
y(z) < Aelo #®dt g5 0> 0,
Losning  Det vi skall visa kallas ofta Gronvalls lemma och anvdnds mycket inom forsk-

ningen p4 teorin for ordinéra differentialekvationer. Sitt w(z) = A+ [ y(t)z(t) dt. Da &r
w(x) deriverbar, och enligt analysens huvudsats géller att

w'(z) = y(2)z(z) < w(z)z(2),

dér olikheten foljer av forutsittningen att y(x) < w(x) (enligt definitionen av w(x)). Detta
kan vi skriva om med hjilp av den integrerande faktorn exp(— [ z(t) dt) som

w'(x) — 2(z)w(z) <0

= e fDI Z(t) dtw,(l') —e fOI Z(t) dt2($)w(ﬂf) S O
PN % (ef Jo =® dtw(x)) <0.

Tydligen éar alltsa e~ Jo #® dty () en avtagande funktion om z > 0. Den har alltsa sitt
maximum dé z = 0, dvs.

e I5 2Oty < o= Jo 2ty 0y = A,



eftersom w(0) = A + foo y(t)z(t) dt = A. Vi kan nu multiplicera upp exponentialfunktio-
nen och far

w(z) < Aelo #®)dt
Nu hade vi ju att y(z) < w(z) enligt forutsdttningarna, sa vi ar klara. O

. Formulera och bevisa entydighetssatsen for Maclaurinutvecklingar.

Losning  Se sats 3 pa sidorna 381-382 i Persson-Boiers.



