Lésning till tentamen i Reell matematisk analys F, del A den 13/12 2003

1. Karakteristiska ekvationen dr 7% + 2r + 1 = 0 med 18sning r1,» = —1. Dérfér dr homogenlosningen

g = = (Cy + Can)(—1)™. Eftersom 1 inte &r en karakteristisk rot, ansétts en partikuldrlosning yP =

an® + bn + c. Insittning ger

yfﬂQ +2y£’21 +yP) =an+22+b(n+2)+c+2Jan+1)2+bn+1)+c +an’+bn+c

= dan® + (8a + 4b)n + 6a + 4b + 4c = n®.

Alltsa skall vi ha 4a = 1,8a+4b =0, 6a+4b+4c =0, dvs. a = 1, b= —3, ¢ = 3. Allméinna lsningen
ar gy =y + 4P =(C1 + Con)(=1)" + in? — In+ L.
2. a)
In(1 4 2?) —sin’z _ z? — 3zt + 0(2%) — [z — §2° + O(aP)]? _ a? — 1zt — 2% + $2* + O(2f)
1 — cos(x?) 1—[1- 1%+ O(28)] 1zt + O(z?)
—sz' + O(a°) B -+ 0(z%) 1

= —+|—7z|dax = 0.
12t 4+ O(a?®) 14+0(z) 3|9*°

b) Om f(z,y) = oy ) (definierad for z # 0), dr f(x,0) = 0 for alla z # 0, medan f(z,z) = sin(z’)

zy2+a3 223
som gér mot 3 da z — 0. Alltsé saknas grinsviirde da (z,y) — (0,0).

3. 1. Karakteristiska ekvationen ar 73 + r2 +4r +4 = r2(r + 1) + 4(r + 1) = (r + 1)(r> + 4) = 0 med
16sningar r1 = —1, ry 3 = £2¢. Homogenldsningen ar y, = C1e™* + C3 cos 2z 4+ C3 sin 2.

2. Hogerledet dr z+cos? z = m+%+% cos 2x. Sok forst en partikularlosning till v’ +y" +4y’ +4y = a;-{—%.
Ansdtt y,1 = ax + b. Insdttning ger

1
4a+4(ax+b):4ax+4a+4b:$+§,

varav4a=1,4a+4b=%,dvs. a=3,b=—%, 0ch yp1 = % —
S6k sedan en partikuldrlosning y, o till "' + y" + 4y’ + 4y = 5 cos2z. Om w, ar en partikulérlosning

till u”’ 4+ u” + 4u’ + 4u = 1€, &r y,» = Rewu,. Skriv u = ze**® och anviind forskjutningsregeln:

u" +u" 4+ 4u' +du = (D +1)(D? + 4)[2e¥®] = (D + 2i + 1)((D + 2i)? + 4) [2]

= e?®(D 4 2i + 1)(D?* + 4iD)[2] = €*®(D? + (6i + 1)D? 4 (=8 + 4i)D)[2] = ~e***.
Alltsa dr z 1osning till 2" + (6i + 1)2" + (=8 + 4i)2’ = %, och vi ansitter 2z, = cz. Inséittning ger
(=8 +4di)e = 3, ¢ = gy = w5 = —w0(2+ 1), sdatt up = —35(2+0)e*, yp2 = Reu, =

— 16 Re[(2 +4)(cos 2z + i sin 27)] = —5(2 cos 2z — sin 2).
3. Allménna l6sningen till den givna ekvationen &r

1
y=C1e"" 4+ Cyco82z + Cssin 2z + r_Z_

178710 (2 cos 2z — sin 2x)

(@) = 2o (- ) F ey (2)7.
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Se pa koefficienten for (2)%+2. For k =0 ir den 2% + £ — 4 = 0. For k > 1 fas

(2k +2)(2k + 1) 2%k + 2 ) 4 A
(= )’“w + (—1)km +(=1)F e e (_1)km
_ (_l)k(2k+2)(2k+1)+2k+2—4k(k+2) -4 _o.

k(K + 2)!

Alltsd satisfierar f(x) differentialekvationen x%y" + zy' + (22 — 4)y = 0.

2
n
: oo 1 n — oo n
. Studera potensserien )~ (cos ;) T =Y 0 anz”.
1y\n* nZIncos 1 n?In[1- 15 40(4)] n?[— L 4+0(4)] —110(4))
an=(COS—) =e n=e 2n2 nt/l =€ 2n2 nt/l = 2 nZ/,
_1 1 .
Van| = e 279G 51 dan - .

Alltsé &r konvergensradien 1. For ¢ = +1 fas serien > .- (—1)"a,, och enligt ovan gir allménna

termens absolutbelopp inte mot 0 d& n — oo (utan mot e_%); serien divergerar. Den givna serien dr
alltsa konvergent precis da —1 < x < 1.

Cf(@) =0 @+ n)2e @) a) For 0 < o < 1 ér (z 4 n)2e” @+ < (n+1)%e ™ < & for nagon
konstant C (eftersom n*(n+1)%e ™ — 0 dan — oo). Eftersom Yo7 | & &r konvergent, ger Weierstrass’
majorantsats att Yoo (z +n)2e” #*+™ &r likformigt konvergent pa [0, 1.

b) P& grund av den likformiga konvergensen géller att

1 o o1 ©  rntl
/ f(z)dz = Z/ (x+n)e @t dr =z +n=1t]= Z/ et dt
0 n=0"0 n=0""

=/ t?e~tdt = [—tze—t]g°+/ 2te "t dt = [—2te_t]8°—|—/ 2e~tdt
0 0 0

=[-2¢7 =[2]




