Losning till tentamen i Reell matematisk analys F, del A den 17/4 2004

1. a ) Skriv ekvationen som y' + — +1y = 7 +1x Den &r linjir med en 1ntegrerande faktor ef #4197 =
2@+ = (g +1)2. Multiplicera alltsa ekvationen med (z + 1)2. Da fas L ((z + 1)%y) = (z + 1)2y’ +
2z + 1)y =2*(x+1), (z+1)%y = [(2® +2?)de = 12" + :2° + C. Villkoret y(0) =1 ger 1 =C, och

— izt
Y= wrnz

b) Ekvationen (z + 1)y’ = y? ar separabel Om y # 0 och x # —1 kan ekvationen skrivas —g = +1’ och

16sningen ges av f—y fw+1, —5 =In|z + 1| + C. Villkoret y(0) =1 ger C = -1, och y = m.

2.a) Y, ';(n_z—l_); Allméanna termen alternerar i tecken. Dess absolutbelopp &r

mot 0 d& n — oo (for att visa avtagandet, studera funktionen

5.2—7, Som gér avtagande

35— vars derivata, —(22;227:1)2 ir negativ).
Enligt Leibniz’ kriterium &r serien konvergent. Men > ° 5—#— #r divergent (jAmfor med >°7° 1). Alltsa
ar serien betingat konvergent.

b)Y, \/_ln(l-i- ). Allménna termen ir a, = ﬁ In(1+1) = ﬁ[%+0(#)] Jamfor med b, = —75.

Daér g =1+ 0(5) = 1 > 0dian — oo. Eftersom ) 72, by, ir konvergent, s& &r ocksd > 7, a,
(absolut jkonvergent.

C) Zoo 1 CForn > 2 &r 1n(1+n2) < 1]’1(2”2) In2 4 2lnn 2lnn < 3 och > 1_1 Eftersom

n=1 nIn(1+n?) = Inn = "lnn ~— Inn Inn nln(1+n2) Z 3nlnn"
der =

oo, —— &r divergent (vilkint; om inte, anviind integralkriteriet och det faktum att [,

n=2 nlnn mlnz

[Inlnz]5° = 00), varfér den givna serien dr divergent.

3. 1. Karakteristiska ekvationen #r r2 + 2r — 3 = 0 med rétter r; = 1, 7, = —3. Allminna 16sningen till
homogena ekvationen ir y, = Cie® + Cre ™37,

2. D& 1 &r en enkelrot till karakteristiska ekvationen, ansétts en partikuldrlosning y, = z(ax + b)e® =

(ax® + bx)e®. Da &r

Yp + 2y, — 3yp = 2ae” + 2(2ax + b)e® + (az® + bx)e® + 2((2az + b)e” + (az® + bx)e®) — 3(az® + bx)e®
=2(4ax +a+2b)e” = (z +1)e”

Alltsa 8r 8a = 1 och 2(a + 2b) = 1, vilket ger a = 3, b = 2.

3. Allménna Idsningen till den givna ekvationen ér y = C1e® + Coe™3% + (%x2 + f—ﬁx)ex.

4. 1 aln(1+2z) ztanz —a(e® —1)In(1 + 2x)
e —1  ztanz (e* — D)z tanz

_z(z+0(2*) —a(z + 52° + 0(2*)) (22 — 342 + O(a?))
B (z + O(x2))z(x + O(x3))

_ 22+ 0(z*) — a(22? — 22° + 2° 4+ O(a?))

23 + O(z*)
(1-2a)z? + az® + O(z*)
B z3 4+ O(z*) '

For att gransvirde da x — 0 skall kunna existera maste a = % I sa fall blir uttrycket

18 +0(z")  $+0(z) .

.
B+0@E)  1+0(x) 2 daz=0.

5. Metod 1. Visa att talféljden &r vixande och uppat begrinsad. Om sa &r fallet, finns ett gransvirde
a, som maste satisfiera a = § +vVa+1, § = Va+1, a?—4a—-4=0,a=2++/8 Men a >0, si
a = 2 + 24/2. Fér kommande bruk noterar vi att 22 — 4z — 4 = (z — @)(z — 2 + 2V/2).



Det géller att zo = 1 < a. Om 0 < 2, < a for ndgot n, foljer att 2,11 = Z+vz, + 1 < §+Va+ 1=«
och dven x,41 > 0. Alltsd dr 0 < z,, < « f6r alla n. Vidare &r

2
Ty :cn-i-l—%f 122 -4z, —4
x — T, = —— + VT —|—1=7:——n7
nH T " T o+l A% f o+ 1

__l(xn—a)(:vn—2+2\/§) S0
4 Vo, +1 ’

ty 0 < z, < a. Alltsd ar foljden vixande och uppéat begrinsad, och enligt ovan vet vi da att
limp 00 Tn = 2 + 2V/2.

Metod 2. Anvind satsen om fixpunktsiteration. Vi har z,41 = f(z,), dér f(z) = § + 2 + 1. Lat
I vara intervallet [1,8]. zo € I. Om z € I sa foljer f(z) > § + V2 > 1, och f(z ) <4+9 <8,
dvs. f(z) € I. Vidare &r f'(z) = § + ﬁ, och for z € I ar 0 < f'(z) <1+ -1 < 1. Enligt en
sats konvergerar d& x,, mot den entydigt bestamda roten « till ekvationen z = f(z

a =2+ 2v/2.

2
) i I Som ovan fas

. Ansiitt en 1osning y = >0 a,z". Om konvergensradien R r positiv, géller for |z| < R

o0

oo o0
y = Z napz™ "t = Z(n + Dap1z™, 3" = Z n(n+ Dap12™ 1,
n=0

2zy" —y = z 2n(n + Day12" Z anx" Z[2n(n + 1ant1 — ag]z™ = 0.
n=0 n=0

Alltsa ar 2n(n + 1)ap41 — an, for alla n. n =0 ger ag = 0, och {6r n > 0 dr ap41 = 2n(71L7+1)an' Vi far
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1 1
2.3.4% 7 3(1.2.3)1"

as = a4 =

fotl — L~ 5 0dan— oo, ir R = oco. Alltsa ger

Allmant fas a,, = m‘“ Eftersom 2n(n+1)

> 1
y:alz -1 T
2T —1)Pn

en 16sning till differentialekvationen for alla x.




