ATEMATISK
NALYS MED
ILLAMPNINGAR

-1 > S

av FOLKE ERIKSSON
ERIC LARSSON
GOSTA WAHDE

DEL 3

Andra upplagan 1996

Grafisk formgivning LENNART JORELID
FREDRIK DAVIDSON






INNEHALL

16 TAYLORS FORMEL MED TILLAMPNINGAR 1
16.1 Taylors och Maclaurins formler . . . . . . ... ... ... ... ....... 1
16.2 Maclaurins formel f6r €®, sinz, och cosz . .. ... ... ......... 5
16.3 MaclaurinutvecklingavIn(l+z) . . . . ... ... .. ... ... ... ... 9
16.4 Entydighetssatsen for taylor- och maclaurinutvecklingar . . . . . .. .. . . 11
16.5 Maclaurinutveckling av arctanz . . . . . . . ... ... ... ... .. ... 13
16.6 Maclaurinutveckling av (1+z)? och arcsinz . . . ... ... ........ 15
16.7 Sammanstéllning av ndgra maclaurinutvecklingar . . .. ... ... .. .. 17
16.8 Ytterligare exempel p4 maclaurinutvecklingar. Stort ordo . . . . . . . . . . 18
16.9 Berdkning av gransvéirden med hjilp av Taylors formel . . ... ... ... 23
16.10 PHospitals regel . . . . . . . . . . . ... ... ... 24
16.11 Kort historik . . . . . . ... ... . 29

17 TALFOLJDER OCH LINJARA DIFFERENSEKVATIONER 30
17.1 Talfoljder . . . . . . . ... 31
17.2 Differensekvationer: terminologi och inledande exempel . . . . ... .. .. 35
17.3 Linjara differensekvationer av férsta ordningen . . . . . ... . ... .. .. 38
17.4 Allménna linjéra differensekvationer . . . . . . . . ... ... ... ..... 42
17.5 Linjara homogena differensekvationer . . . . . . ... ... ... ... ... 43
17.6 Linjara inhomogena differensekvationer . . . . . . .. ... ... ... ... 48
17.7 Kort historik . . . . .. . ... L 52

18 NUMERISKA SERIER 54
18.1 Definition och enkla exempel . . . . . . .. ... ... ... ... ... ... 54
18.2 Nagra egenskaper hos talféljder . . . ... ... . ... ... .. ...... 61
18.3 Positiva serier: huvudsatsen och integralkriteriet . . . . .. ... ... ... 66
18.4 Ytterligare ndgra konvergenskriterier for positiva serier . . . . . .. .. .. 70
18.5 Serier med godtyckliga termer . . . . . ... .. ... ... ... ... ... 76
18.6 Omordning av serier . . . . . . . . . ... ... 80
18.7 Kort historik . . . . ... ... 82

19 POTENSSERIER 84
19.1 Taylorserier och maclaurinserier . . . . .. ... ... ... ... ...... 84
19.2 Potensserier och deras konvergens . . . .. ... .. ... ... ....... 86
19.3 Derivation och integration av potensserier . . . . . . . ... ... ...... 92
19.4 Losning av differentialekvationer med potensserier . . . . . .. ... .. .. 96
19.5 Allmént om funktionsserier och funktionsfoljder . . .. ... .. ... ... 99
19.6 Kort historik . . . . . . ... 102

Appendix . . ...

A. Likformig konvergens for funktionsserier och funktionsféljder . . . . . . 104



II

INNEHALL

B. Grénsovergang under integraltecknet . . . . . . .. .. ... ... ..
C. Termvis integration och derivation av funktionsserier . . . . . . . . .
D. Tillampning pd potensserier . . . . . . . . . . . .. .. ... .....
E. Exponentialfunktionen e* och dess samband med sinus och cosinus . . .

20 FOURIERSERIER

20.1
20.2
20.3
20.4
20.5
20.6
20.7
20.8

Trigonometriska serier och polynom . . . . . ... ... ... ......
Fourierserier till funktioner med perioden 27 . . . . ... .. ... ...
Fourierseriers konvergens och summa . . . . .. ... ... ... ....
Approximation med trigonometriska polynom. Parsevals formel . . . .
Fourierserien till en funktion med godtycklig period . . . ... .. ...
Cosinusserier och sinusserier . . . . . ... ... ... .. ... .....
Ett svingningsproblem. Fouriers metod . . . . . . ... ... ... ...
Kort historik . . . . . .. .. ...

21 LAPLACETRANSFORMER

22

21.1
21.2
21.3
214
21.5
21.6
21.7
21.8
21.9

Inledning och definition . . . . . ... ... ... ... ... ... ...
Existens av och enkla egenskaper hos laplacetransformer . . ... ...
Laplacetransform till derivator och integraler. Rakneregler . . . . . . .
Invers laplacetransform . . . . . ... ... ... ... ... ... ....
Losning av begynnelsevéirdesproblem for linjara differentialekvationer . . .
Stegfunktioner . . . . . .. ... L
Faltning . . . . . . . .. . ...
Impulsfunktioner . . . . . . . ... ... ...
Dynamiska system . . . . . . ... ... ...
21.10 Kort historik

Z-TRANSFORMER

22.1
22.2
22.3

Definition av z-transformen och inledande exempel . . . . . . . . . ...
Translationsformler och tilldmpning pa differensekvationer . . . . . . .
Faltning och digitala filter . . . ... ... ... ... .. ........

BLANDADE UPPGIFTER

REPETITIONSFRAGOR

LEDNINGAR

SVAR TILL UPPGIFTER

Svar till blandade uppgifter . . . .. ... ... ... ... ... ...

IDEGIVARNA

SAKREGISTER

209

215

219
232

235

237



16 TAYLORS FORMEL MED TILLAMPNINGAR

Man tvingas i ménga fall till approximationer. Vi kommer hér att presentera ett limpligt
satt att approximera deriverbara funktioner med polynom. Sddana polynomapproxima-
tioner anvénds bl.a. vid grénsvirdesundersdkningar och numeriska berikningar. De
vérden pd t.ex. de elementira funktionerna, som ges av datorer och tabeller, bestims
just med denna metod.

16.1 Taylors och Maclaurins formler

Kapitlets forsta och grundliggande sats &r en enkel konsekvens av satsen om par-
tiell integration.

SATS 16.1 (OM TAYLORS! FORMEL)
Antag att funktionen f har kontinuerlig (n + 1):a derivata pa ett intervall I,
som innehaller punkten a. For varje z i I ar d&
_ f'(a) f"(a) 2
1) 1@ = f@) + 52 @ -a) + 52 @ -0+
(n)
to4d n,(a) (z —a)" + Rpy1(z)
n_ ¢(k)
d.v.s.? flz) = Z f '(a) (z — a)f + Rpy1(z)
i K
T (g — )"
dér Rpy1(z) = / ("”—nl)- FetD () dt.
a .

(1) kallas Taylors formel och dess hogra led sigs vara taylorutvecklingen av
f(z) kring punkten a med resttermen R, 1(z) av ordningen n + 1.

Po(z) =X %= —ﬁkkﬂ!ﬂ(av—a)’c ar ett polynom med grad < n. Det kallas funktionens
taylorpolynom av ordningen n i punkten a. Vi observerar att

Py(a) = f(a), Pi(a) = f'(a),..., P (a) = f®(a),..., P (a) = F™)(a).

EXEMPEL 1. D4 f(z) = Inz, ar f'(z) =27}, f'(z) = —z72, fO(z) =
= 2273 och f*)(z) = —62~* p4 intervallet ]0, co[. Speciellt har vi att
f(2) =In2, f'(2) =1/2, f"(2) = —1/4 och f®)(2) =1/4.

I fallet f(z) =Inz, I =]0,00[, a =2 och n = 3 &r alltsd Taylors formel
%(m -2)2 4 21—4(.1: —a)® + Ry(z)

!Brook Taylor, engelsk matematiker 1685-1731.

?I detta och liknande fall, dr vi anvénder summatecken, tolkar vi (% (a) som f(a)
och (z —a)° som 1 (dven di = = a).

lnx:ln2+%(m—2)—
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dér Ra(z) = / ’ (‘"”—;t)i FO @) dt = — / "o — 0Pt ar.
2 2

Bevis for sats 16.1: For godtyckligt fixt = i I ar
£(#) = f(a) + (f(@) = f(a) = f(a) + [ £'t) at

vilket ar Taylors formel da n = 0. Om n > 1, kan vi partialintegrera och skriva

f@) = f@)+ [ 170 de = f@) + e+ Of OF - [0+ di=

x

=@+ (@ +9f (@)~ (a+0)f' () = [ (t+)5"(0) ds

a
dar c ar en godtycklig konstant. For att f'(z) inte skall forekomma i det sista ledet
valjer vi ¢ = —z och far
T

f@) = f(@)+ @ -af @+ [ @-0"0) d

Detta ar den angivna formeln dd n = 1. Om n > 2, kan vi fortsitta att integrera

partiellt, vilket ger
! (z — t)2 "
£@) = 1(@) + (&~ a)f'(a) + [———2-!—f (t

+ [ 00 a-

T —a)? T — o (m—t)3
= f(a)+(@-a)f @+ 2L a4 [—(3—!”3#3)@)] +[T 22l 0 a=

f"(a) f®(a)

= f(a) + ~JH1(—|a)(x —a)+ T(x —a)?+ —§|—(:v — a)® 4+ Ry(z)

0.5.v. sd linge integranden ar kontinuerlig, d.v.s. &tminstone till dess den sista
termen blir

[T ) = R (o)

Detta bevisar Taylors formel. |||

Resttermen Rp1(z) kan ocksa skrivas pa foljande, mera anvindbara
form. Den kallas da Lagranges restterm:.
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SATS 16.2 (OM LAGRANGES RESTTERM)

Antag att forutsittningarna i sats 16.1 ar uppfyllda. For varje z # a i I ar

d& resttermen

f(n+1)( )

(n+1)!

dar c ar ett lampligt valt tal mellan a och z, d.v.s. a < c < zresp. z < ¢ < a.

Talet ¢, som beror pd z, kan skrivas ¢ = ¢(z) = a+60-(z—a), dir 0 < 0 < 1.
F ) (e(x)) F"t(a)

Hn+1($) = W ar kontinuerlig pé, I, med Hn+1(a) = (n n 1)| .

n+1

Rn+1( ) (.’L‘ - a)

OBS. 1. Talen c och 0 beror pa f, z, a och n.

EXEMPEL 2. Enligt sats 16.2 kan resttermen R4(z) i exempel 1 skrivas
Ry(z) = H(z —2)*- (246 - (z — 2))~*. Detta ger att |Ry(z)| < Tl —2
da z > 1. Speciellt &r |R4(1)] < 1.

Bevis for sats 15.2: Funktionerna f("*1)(t) och g(t) = (z —t)™ 4r kontinuerliga
pa I och g(t) byter inte tecken pa nigot av intervallen [a,z] och [z,a]. Enligt
medelvardessatsen for integralen av en produkt (sats 10.10 i del 2) finns d& till
varje tal z i I ett tal c sidant att

Rni1(2) =/ FotD @)L (z ) dt = f(n+)(¢) / (z-—t)" dt

iy [ (- t>n+l _ O
7 e) [ o | = @ o,
dar c ar ett tal mellan a och z, d.v.s. a < ¢ < z resp. z < ¢ < a. I figur har vi

Cc C
t } t resp. t + }
a X X a

c=a+60-(r—a) dir 0 < 6 < 1. Vidare ar Hn+1(a:) = {1 (a40-(z—a))

. I bada fallen kan vi skriva
1
(n+1)!

f(n+1)( ) = Hpy1(a) och

kontinuerlig pa I, eftersom lim Hn+1(a;y) et 1)

(k) (q '
Hppi(z) = 1 ( Z f ( -a k) ar kontinuerlig, d& z # a. |||

(z — a)nt!

Anm. 1. Vi ser att Taylors formel med Lagranges restterm av ordning 1 kan skrivas
f(z) — f(a) = Ri(z) = (z — a)f'(c)

vilket &r formeln i Lagranges medelvardessats (sats 9.3 i del 2).
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Taylors formel brukar mest anvéndas i specialfallet o = 0 och kallas d4 Maclaurins
formel. Vi presenterar den med Lagranges restterm.

SATS 16.3 (OM MACLAURINS? FORMEL )

Antag att funktionen f har kontinuerlig (n + 1):a derivata pa ett intervall I,
som innehéller 0. For varje z i I ar da
_ 1) . £0) » fO0) g, fO0)
f(z) = f(0) + T z + o & 4o+ ¢ D) x
_ - f(k)(o) k f("H)(@w) 1

d.v.s. f(a:)—;) o0 T + T 1) )

k
Funktionen Hy11(z) = f™+Y(0z)/(n + 1)! &r kontinuerlig pa I.

dair0 <0 <1.

Om f'(a) = 0 och f"(a) # 0, s avgor som bekant tecknet fér f”(a) om a &r en
maximi- eller minimipunkt till f; se sats 9.8. Denna observation kan generaliseras.
Vi har ndmligen foljande sats.

SATS 16.4 (OM EXTREMVARDESUNDERSOKNING )

Antag att f har kontinuerlig n:te derivata pa en omgivning till punkten a
och att f'(a) = f"(a) = ... = f» " (a) = 0 medan diremot f(™(a) # 0. D&
har vi att

1°: n jaimnt och f(™(a) < 0 = f har stringt maximum i a;

2°: n jamnt och f(™(a) > 0 = f har strangt minimum i a;

3°: n udda = f har inte extremvirde i a.

Beviset ldmnas som 6vningsuppgift; se uppg. 1604.

EXEMPEL 3. Undersok om f(z) = z3Inz + €*~! — 2*/2 har extremvirde i
punkten 1.

Losning: Vi har att

f'(z) = 3z%Inz + 22 + 71 — 223 = f/(1)
f"(z) = 6zlnz + 5z + ® 1 — 622 = f"(1)
@) =6lnz+11+e*1 122 = f&(1) =0

FO(z) =6/ +e* 1 —12 = fW(1) = —5. Sats 16.4 ger dirmed
Svar: f har ett stringt maximum i punkten 1.

0
0

3Colin Maclaurin, skotsk matematiker, 1698-1746.
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UPPGIFTER

1601. Taylorutveckla z~2 kring punkten 3 med restterm av ordningen 4.

1602. Utveckla funktionen tanz i potenser av  — 7/4 med restterm av ordningen 2.
Anvind sedan resultatet till att uppskatta tan44° .

1603. Taylorutveckla sinz kring punkten 7/4 med restterm av ordningen 4. Uppskatta,
det fel som maximalt uppstér, om man for 0 < z < 7/2 férsummar denna restterm.

1604. Antag att funktionen f har kontinuerlig n:te derivata pa en omgivning till punkten

a och att f'(a) = f"(a) = ... = f"V(a) = 0, medan diremot f(™ (a) # 0.
a) Bevisa att pa denna omgivning &r
f(z) = f(a) = (x_—a)n(f(")(a) +e(z)), dire(zr) >0dadz— a.

n!

b) Bevisa att om n &r jimnt, si har f stringt maximum i punkten a om f(™(a) < 0
och stringt minimum om £ (a) > 0.
c) Bevisa att om n 4r udda, s& har f ej extremvirde i punkten a.

1605. Unders6k om punkten 1 4r extrempunkt till
a) f(z) = sinz? — 2sinz b) f(z) = coslnz — cos(z — 1)

¢) flx) =2 —e" ! —zlnz d) f(z) =2’ Inz + "1 —22%/3

e) f() :6\/5/ e /2 dt + 6zlnz + 2° — 32 — 9a.
0

16.2 Maclaurins formel for e®, sinx och cos x.

A. D4 f(z) = e, ir f*)(z) = e och dirmed f*)(0) = e® = 1 for alla naturliga
tal k=0, 1, 2, 3, ... Maclaurins formel ger darfor i detta fall:

For varje reellt tal = och varje naturligt tal n ar
2 3 n n+1
x z° z T x
P A A AN
e TR TR T B s DT
dar 0 ar ett tal sddant att 0 < 0 < 1.
mn-{-l mn+1
For resttermen Rn+1($) = meﬂz galler att 0 < Rn+1(:c) < mez da
n+1
z > 0, och att |Rp41(z)| < %—1)—' dd z < 0. Detta gor det mdjligt att ange

exempelvis talet e med s& ménga decimaler som man 6nskar.
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EXEMPEL 4. Beriakna narmevardet till e med sex korrekta decimaler.

Losning: D3 z = 1 ger formeln ovan att

e=ltmtodoy g L o
St tata ettt G
. 1 . . . o
dar resttermen R,.;(1) = el < Vi méste ta hansyn till bide

T (n+1) (n+ 1)
resttermsfelet och avrundningsfelen i termerna 1/k!. Vi behover forst en ovre
begransning for e. Av

1 1 1 5 1, 5 1

=14+ -+ —ef =4 = 4z
e +1!+2!+3!e 2+66 <2+6e

- 5 5 .. . 3 e e
foljer att 5¢ <3 d.v.s. e < 3. Darmed ar R,1;(1) < CESE Vi valjer det
minsta heltal n for vilket 3/(n + 1)! < 10~7. Det ar n = 10. i
s po 10 1 1
Vi far da €:1+—1—"+§++1—0'+R11(1) 05
A . . . 0.1666667
I utrédkningen till hoger ar talen avrundade och avrund- 0.0416667
ningsfelet i summan darmed hogst 8-0.5-1077 = 4-1077. 0.0083333
Vidare dr 0 < Rj1(1) < 3/11! < 1077, vilket ger att 0.0013889
2.7182815 < e < 2.7182824. Alltsa ar 2.718282 det 8%33;
sokta narmevardet med sex korrekta decimaler. 0:0000028
Svar: 2.718282. +0.0000003
2.7182819

B. D4 f(z) =sinz, ar f'(z) = cosz, f"(z) = —sinz, f®(z) = —cosz, fW(z) =
=sinz och allmint f(?%)(z) = (=1)*sinz och fZ*+D)(z) = (=1)* cos z, varfor

F®*)(0) = 0 och f#*+1)(0) = (—1)*. Enligt Maclaurins formel med restterm av
ordningen 2n + 1 har vi alltsa:

For varje reellt tal z och varje naturligt tal n ar
3 2% 27 p Tt
el I,2n—1 n $2n+1
)" —+(-1)"——— cosfz, di 0 <1.
+(-1) (2n—1)!+( ) (2n+1)!cos z, dair 0 < 0 <
x2n+1

Resttermen R, y1(z) = (—1)"
| |2+
(2n+ 1)

m cos Oz uppfyller tydligen att

|Ron+1(z)| <
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EXEMPEL 5. Berikna lim S2VZ ~ V@

z—0 1,'\/_
. . t? t5 . 1.
Losning: Eftersom sint =¢ — 5—' =7 cosbt, far vi att 7 sinvz — ) =
3
=L \/E—M@——-{-(\/—) cosG\/— N cosH\/_—>——~daz—>0
/T 3! 5
Svar: —1/6.

C. Da f(z) = cosz, har vi analogt med resultaten i B att f(Zk)( ) = (—=1)* cos =
och f*+1)(z) = (~1)**!sinz och speciellt f(2%)(0) = (—=1)* och F(k+1)(0) = 0.
Detta medfor:

For varje reellt tal  och varje naturligt tal n ar

x2 $4 $2k $2n

=1-gr+—- —1)k e+ (D)7
cosS T + 1 +(-1) (25)! oo+ (1) (Qn)!+

il x2n+2 .

+(-1) mcos Oz, dar 0 < 0 < 1.
o o | |2+
. — (_1\n e
Resttermen ar Rop42(z) = (—1) 2n + 2)! cos 0z och |Ropta(z)| < (2n + 2)!

1
EXEMPEL 6. Berdkna / f(z) dz med fem korrekta decimaler,

da f(z) = (cosz — 1)/=z. °

Losning: Enligt rutan ovan ar

1 11 n
/0 f(z) dz=/0 ;(cosz—l dw_/ (g (2k 7+ Ronya(z) — 1) dz =

-/
———( 1)"*! cosfz med 0 < 0 < 1. Detta medfor att
(2n +2)!
R i </ 2n+1 s — 1 2n+2 1_ 1 1
/0 glnee@ do|s | prmssdr= |5 2n+2)!], (@n+2) @n+2)
7

N o 1 .
som ar %-% < 4-107% dd n = 3. Eftersom ;Rg(fl)) = %cosem >0da0<z <1,
ar .

diL‘ —l—/ R2n+2(x) dx

2n+1
dar _R2n+2( ) =
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1
féﬂm)dx:f;( Arg o) derr=[4 geb a5 s

= 4 + 96 4320 +7dir 0 <r < 4-1075 Med virdena avrundade till sju
decimaler far vi fo z) dz ~ —0.2500000 + 0.0104167 — 0.0002315 + r =

= —0.2398148 + r =~ —0. 23981 dar vi vid den sista avkortningen tagit hansyn till
avrundningsfelen.

Svar: —0.23981.
EXEMPEL 7. Det finns en obegrinsat manga ganger deriverbar funktion
y(z), som satisfierar differentialekvationen y' = cos2z — siny och y(0) = 0.
Maclaurinutveckla y(z) med restterm R4(z) av ordningen 4 och ge en upp-
skattning uppat av |R4(z)|.
Losning: Vi har att ‘
y =cos2z —siny = 1y’ =—2sin2z— y' cosy =
=y = —4cos2z — y" cosy + (y')2 siny =
y® = 8sin2z — y® cosy + 3y'y" siny + ()3 cos y.
Eftersom y(0) =0, &r darmed y'(0)=1, 4”(0)=—1 och y(®)(0)=-3. Vidare &r
[/ (2)] < |cos2z] + [siny| < 2, |y"(z)| < 2|sin2z| + |y/|| cosy| < 4

och analogt

ly®) ()| < 12 och [y® (z)] < 52 for alla .
Detta ger att

II 2 3
y(z) =y(0) + (O)x+ 2(0) a2+ Y 3|(0) z® + Ry(z) = x—%—%+R4(z),
dar vi for nzigot tal 0 mellan 0 och 1 kan skriva
0z) Ox 52 13
Ruo)] = L0 gy = PO e B2pe 3
z? 8
Svar: y(z) =z — 5 -5t Ry(z), dar |Ry(z)| < 3|z|*.

UPPGIFTER

1606. Maclaurinutveckla sinh z och cosh z.

1607. For sma z kan man anvinda approximationerna
sint ~z och cosz=1-1x%/2.

Ange med hjélp av Maclaurins formel felen i dessa approximationer. Gér en
uppskattning av felens maximala absolutbelopp, d& 0 < = < 7/36 (vilket motsvarar 5° ).
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1608. Berdkna ett korrekt avrundat ndrmevirde med tva resp. tre decimaler till
integralerna

1. 1
a) / T gy b) / e~ 12 dg.
o Z 0
1609. Berdkna ett korrekt avrundat narmevirde med tre decimaler till
a) sin1° b) sin 9°.

(3.142 &r ett korrekt avrundat nirmevérde till 7.)

1610. Berékna ett korrekt avrundat ndrmevirde med tre decimaler till cos 63°.
Undersdk hérvid vilken av taylorutvecklingarna av cos z kring punkterna 0, w/3 resp. /2
som ar effektivast. (Korrekt avrundade nérmevérden till  och /3 ar 3.142 resp. 1.732.)

1611. Bestam korrekt avrundade ndrmevérden med tre decimaler till de positiva
16sningarna, till foljande ekvationer. (Anvénd forst maclaurinutveckling for att
approximera resp. ekvation med en algebraisk ekvation, som kan 16sas. JAmfor sedan
med hjilp av réknedosa den givna ekvationens bagge led for lampligt valda z-virden.)

a) cosz = 2z° b) sinz = z* c) sinz = 2° d) sinz = z%.
1612. Los begynnelsevirdesproblemet
a)y' =z +9% y(1) =2 b) y' = sinz + arctany, y(7/6) =1

approximativt genom taylorutveckling. Tag med termer av grad < 3.

1613. a) Bevisa att |z™/n!| for varje = kan géras godtyckligt litet, om n viljes tillrackligt
stort. Ledning: Anvénd t.ex. att for n > N > |z| géller |z"/n!| < (|z|N /N!)|z|/n.

b) Bevisa med hjélp av a) att funktionerna e®, sinz och cosz for varje = kan beriknas
godtyckligt noggrant med Maclaurins formel.

n
1 1
1614.* Bevisa att av likheten e = kz_;) 7 + eom, dir 0 < 0 < 1, foljer att

O<nle—a, < , dir a, &r ett naturligt tal. Visa sedan att detta medfor att e ar

e
n+1
irrationellt.

(Antag att e dr ett rationellt tal p/q. Om vi viljer n = q i olikheten, far vi d& en

orimlighet.)

16.3 Maclaurinutveckling av In(1 + x)

Vi kan latt maclaurinutveckla In(1 + z) genom att berédkna derivatorna och sedan
satta in dem i Maclaurins formel. Resttermen far dock en lampligare form, om vi
gar en annan vag. Att det erhallna resultatet 4r maclaurinutvecklingen av

In(1 + z) foljer av entydighetssatsen i nista avsnitt.
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Enligt formeln for geometriska summor ar

4 1—(=t)
L—t4+82 4. (=)=
Tt () 1+t
och darmed
—=1-t+ +(—t)"‘1+(~t)n dat # —1
1+t 1+¢’ '
Detta medfor att
ln(l-i-a:)—/m dt —/x[1 o+ ( t)"—1+(“t)n] dt =
o 1+t Jo 1+¢]
$2 $3 " T 4n
=p—— 4 — .+ (=-1)"1= —1“/ A -1
z 2+3 +(-1) n—i—( ) | 1_Htclt,nar:c>

Av andra medelvéirdessatsen for integraler (sats 11.10 i del 2) foljer att

2 1 . e, gt
—— " dt = " dt = di 0<1.
/0 1+¢ 1+9m/0 (n+ (1 +0z) 9 0<O<
Vi far darfor:

For varje reellt tal £ > —1 och varje naturligt tal n ar
22 3 Lz 1

2) In(1 =r - — 4 (=) (o)

@) Wm(l+2)=z-5+3 DT S R F DA o)
dar 0 <0 < 1.
$n+1
Vi tt restt R kan skri -1)" h dirmed att

i ser att resttermen R, ;(z) kan skrivas (—1) nt ({1 1 02) och dirmed a

|Rn+1(z)] = o0 for fixt £ > 1 da n — oo ;se sats 6.9

|Rnt1(z)| < |z|"*1/(n + 1) ddz>0

|Rnt1(z)| < |z|"™/[(n+1)(1+2)] om —1<z<0.

Anm. 2. Eftersom |R,41(z)| — oo f6r fixt £ > 1 dd n — oo, anvéinder man inte formel
(2) for att berdkna In(1 + ) d& z > 1. Formeln ir inte heller 1implig for berikning av
t.ex. In2. Man beh6ver ndmligen vélja n stort, om man dnskar ett noggrant virde pa
In 2. Exempelvis méste man ta n > 999 for att vara siker pa att |Rn41(1)| < 1073. Det
finns emellertid effektivare berékningsformler; en sddan kan hirledas pa foljande sitt.
Tag n = 2k. (2) ger da att

1.2 $3 :L.Zk—l m?k .'13'2k+1
l4z)=o-2+2 42T T ara>-1l
@) mlto)=c-F+g - T m @D M
Ersdtts £ med —z i (3), sa foljer att
zZ .T3 $2k—1 x2k l'2k+1
4 ml-o)=-z-2_%_ O 3z <1
@) l-2)=-o-5-3 ok—1 2k @k+D(i-gz T<b

dér 0 < ¢’ < 1. Ledvis subtraktion av (3) och (4) medfér nu formeln
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1+z 153 :L.2k—-1 $2k+1 1 1
In—— =2 —+... 8 — .
(5) In 3= ($+3+ +2k—1)+2k+1(1+6x+1—6’z) dd-l<z<l
Med hjélp av (5) kan man berdkna Iny for varje y > 0. Eftersom f(z) = 1+ ar

1 —

kontinuerlig p& [-1,1[, f(~1) =0 och f(z) - co d& z — 17, s antar nimligen f(z) pa

] = 1,1[ varje positivt virde. Speciellt fir man fér z = 1/3 att

6) m2=mit 3 _g(g1pligs, Ly
S 1-1/3 3 5 U 2k—-1

. 3—(2k+1)

. 3_(%‘1)) + Ropt1,

dar 0 < R2k+1 <

N | Ot

2k+1

UPPGIFTER

1615. Anvind Maclaurins formel med restterm av ordningen n + 1 p& funktionen
In(1 + z) och jamfor resultatet med (2).

1616. Berdkna ett korrekt avrundat nirmevirde med sex decimaler till In1.1.

1617. Vilken uppskattning av In2 far vi ur (6) fér k = 4?

1618. a) Visa att In2 =1n1.024 — 31n0.8. Anvénd detta for att berdikna ett korrekt
avrundat ndrmevérde med 3 decimaler till In 2, via berékningar av In 1.024 och In0.8
med lamplig noggrannhet.

b) Uppskatta In10 = 3In2 — In0.8.

16.4 Entydighetssatsen for taylor- och maclaurinutvecklingar

Frdgan &r nu, om (2) i forra avsnittet 16.3 ar maclaurinutvecklingen av In(1 + z).
Svaret ges av foljande sats.

SATS 16.5 (ENTYDIGHETSSATSEN FOR MACLAURINUTVECK-
LINGAR)

Antag att funktionen f har kontinuerlig (n + 1):a derivata pa ett inter-
vall I, som innehdller talet 0. Antag vidare att det finns konstanter
ag, G1, A2, -..,0n_1, Gp S& att
(7) f(@)=a0+ a1z + a2’ + ... + an_ 12" + anz"™ + Spi1(z)
dar Sp41(z)/z™ — 0da z — 0. D3 ar

ar = f®(0)/k! fork=0,1,2,..., n,

d.v.s. (7) ar maclaurinutvecklingen av f(z) med restterm av ordningen n+1.
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Motsvarande sats galler for taylorutvecklingar. Vi fir den av sats 16.5 med hjalp
av variabelsubstitutionen z — a = t.

EXEMPEL 8. I formel (2) i avsnitt 16.3 ar
n xn—l—l
Sn+1(z) = (-1) )1+ 02)’

Eftersom S,;1(z)/z" = (_1)nm

entydighetssatsen att (2) &r en maclaurinutveckling av In(1 + z).

dir0< 6 < 1.

—0da z — 0, ger

Bevis: Enligt Maclaurins formel ar
(8) flx) =co+c1z+coz?® + ...+ cpz™ + Ryt1(z),

dir ¢ = f*)(0)/k! och dir Ryy1(z)/z" = zf™+D(6z)/(n+ 1)! — 0 d& z — 0.
Ledvis subtraktion av (7) och (8) ger

(GO —CO) + (al —Cl).’lt-*— 4 (an -—-Cn)SL'n + (Sn+1(w) _ Rn+1($)) " =0

mn xn
dd z € I och z # 0. Later vi z — 0, far vi ag — ¢y = 0. Efter division med z har
vi darmed att

(a1 —c1) + ...+ (an —cp)z" 1 + (

Sn+1(z) . Rn+1($)> .
mn wn

da z € I och = # 0. Grans6vergangen z — 0 ger har att a; — ¢; = 0, vilket i sin

tur medfor att

(0,2 - C2) +...+ (a’n - Cn)$n~2 + (Sn+1 (l‘) - Rn+1($)) $n—2 =0.

n n
Fortsatter vi pa detta satt far vi successivt 22 —cy = O,J:ag —c3=0,...,ap—cp =
=0. ]|

UPPGIFTER

1619. Maclaurinutveckla

a) e’ b) cos vz c) sin :1:_22

d) In (1— %2> e) /% 4 cosx — 2.

L&t i samtliga fall resttermens ordning vara 7.

1620. Berikna for f(z) = *”

a) f®(0) b) £0(0)
c) f™(0) for godtyckligt positivt heltal n.
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1621.* Funktionen f definieras pa foljande sitt: f(z) = e~1/2" for ¢ #0, f(0)=0.

a) Bevisa att for = # 0 & f(™(z) = PTnS(:—)e”l/mz, dér P, ar ett polynom.
(Anvénd induktion.)
b) Bevisa att fér allan (n =0, 1, 2,...) &r lirg+ £ (z) = 0, och motsvarande for
T
vénstergransvardet. (Satt z = 1/y.)
¢) Bevisa att for alla n ar f(™(0) = 0.

(n)
(Anvind induktion och observera att f(™+1)(0) = 111% () m(w) )
z—

Funktionen f har alltsd for varje z derivator av alla ordningar. Funktionens intressanta
egenskap &r att f((0) = 0 for alla n trots att f(z) inte ir = 0 pa nagot intervall som
innehaller punkten 0.

1622.* Antag att funktionen g har derivator av alla ordningar pa ett intervall
innehdllande punkten 0 och att f &r den i uppgift 1621 beskrivna funktionen. Vad kan
sdgas om maclaurinutvecklingarna av funktionerna g och g + f? (Enligt
entydighetssatsen kan en funktion inte ha mer &n en utveckling i potenser av z. Daremot
kan tydligen tvé olika funktioner ha samma taylorpolynom P, for varje n.)

16.5 Maclaurinutveckling av arctan =

Vi kan i princip bestimma maclaurinutvecklingen for arctan z genom att berikna
derivatorna och satta in i Maclaurins formel. Men det ar mycket littare att i
stallet anvinda samma metod som i avsnitt 16.3.
Formeln for geometriska summor ger oss att
1— (_t2)n 1 (_1)nt2n
L4+ (=) + (=t)2 4+ ...+ (=)L = = -
O+ () 4 (1) - () 1+8 148

varfor ! =1- tz + t4 -+ (_1)n—1t2n—2 + (_l)nth
1+ 14 ¢2
Dérmed ar
arctan z = L dtz/m <1 — P+t — ()2 4 —(_1)nt2n> dt=
o 1+12 0 1+ ¢2
_ z3 z° nei r2n—1 n [* 20 gt
_:c——3~+€—...+(—1) —2n*1+(._1) o

Enligt medelvardessatsen for integralen av en produkt (sats 10.10 i del 2) ar
1 p2ntl

T xr
/0 1+¢2 dt 1+ (6z)2 Jo d 14+ (0z)? 2n+1
dar 0 < @ < 1. Vi far alltsa:
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For varje reellt tal z och varje naturligt tal n ar
3 5 2n—1 2n+1
> T T 1
9) arct =g——+——...+ (-1 -1" .
(9) arctanz=x + +(-1) +(-1) 1 17 (02)2

3 5 2n —1
dair0 <0< 1.

Entydighetssatsen medfor att detta dr maclaurinutvecklingen av arctan z med
2n+1
x 1

2n+1 1+ (6z)
{ |Ron+1(z)| = 00 dd n — oo om |z| > 1

resttermen Rop41(z) = (—1)" 5- Vi ser att

2n+1
|Ran+1(z)| < S

Anm. 3. Daz =1 far vi
T 1 1 1 1 1
R T T (1 . Sy (0 | . S—
1 sttt VT VAT
dir 0 < 8 < 1. Denna formel &r dock inte ldmplig for berdkning av 7, eftersom det krévs
manga termer for att fa ett noggrant varde; jfr 16.3. Det &r battre att anvanda (9) pa
termerna i hgerledet av Machins formel I = 4arctan § — arctan 535; se ex. 9, avsnitt 6.7

i del 1. Exempelvis finner man da ldtt att 7 ~ 3.14159 med fem korrekta decimaler.

UPPGIFTER

1623. Berdkna arctan0.1 med 6 korrekta decimaler.

1624. Harled maclaurinutvecklingen av arctanz® — arctan £ med restterm av ordningen
11.

1625. Bevisa att for —1 <z <1 ar

1 1 1 5 9 13
Earctan:c—!-zlnli‘i:z+_z.5..+%.+?1_3_+3177

och bevisa att hogra ledet dr en maclaurinutveckling av véanstra ledet.

1626. Berdkna m med 5 korrekta decimaler med hjélp av Machins formel (se anm. 3)
och (9).
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16.6 Maclaurinutveckling av (1 + z)? och arcsinz

A. Lét f(x) = (1 + )P, dar p ar en godtycklig reell konstant. D4 &r f(z
definierad nar z > —1. Vidare ar f'(z) = p(1+z)P~1, f"'(z) = p(p — 1)(1 + z)P~2
och allméint f*)(z) =p(p—1)-...-(p—k+1)(1+2z)P*ddk=1, 2, 3, ...
Speciellt har vi alltsa att

k) ey
f(0)=10chf(k|(0):p(p D) “,;,(p E+D dak=1 2 3, ...

For att fa en kortare beteckning gor vi foljande definition:

DEFINITION (AV ( Z ))

For godtyckliga reella tal p och naturliga tal k& definierar vi

P _ p\_plp-1-...-(p—k+1) .,
(o)“loc}‘(k)— o dé k=1,23,....

1/2) _1/2-(=1/2)-(=3/2) 1
EXEMPELQ.( 3 >_ o =

Anm. 4. For naturliga tal p har vi redan i avsnitt 1.10 i del 1 definierat ( z ) som

p! plp—-1)-...-(p—k+1)
talet T — o)1 Kl

Enligt Maclaurins formel (sats 16.3) har vi darmed:

, vilket ju ar =

For varje reellt tal £ > —1 och varje naturligt tal n ar

1)  Q4p=Y ( ; ) o + ( n1 ) (1 +6z)P~"~ g+

k=0
dair0< 0 <1.

Om p &r ett positivt heltal och n = p, s& ar f™+1)(z) = 0 och vi far da av (10)
samma utveckling av (1 + z)? som binomialsatsen ger; se kap. 1. (1) ar allts en
generalisering av denna sats.
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EXEMPEL 10. Maclaurinutveckla

=(1+2z)"Y2
14 ( @)

8

Losning: Har 4r p = —1/2 och
( -1/2 ) =33 -0 (-1 -k +1) (g L3 @)
k k! 2k . k!
For korthets skull skriver vi
2k(2k —2)-...-4-2=(2k)!! och (2k+1)(2k—1)-...-3-1=(2k + 1)!

som utlases “2k-semifakultet” resp. “(2k + 1)-semifakultet”; se ocksa exempel
12 i avsnitt 10.3 i del 2. Vi har da att

-1/2'\ _ (2k — 1)!!
( k )‘(_l)k @K

Nar z > —1, ger ddrmed (10) och sats 16.3 att svaret ar

(1) (1 +2)2 =14 Y (cpe 2R
k=1

o o + Hypo(z)2™

dar H,qq(z) = ( ;i_/f ) (1+6z)™""%2 med 0 < 6 < 1 ar kontinuerlig.
B. Om vi i exemplet ovan sitter z = —t2, far vi att
1

(12) 1+ i (2—](‘62—;)%)—!11&2’“ + Hyy1 (—t2)(—t2)" 1
= I

Vi-e
nir —t2 > —1, d.v.s. nir —1 <t < 1.

. 1. L g®0)  (2k—1)! - ,
Da g(t) = NiprL ar alltsa k) = AL och g(Z**+1)(0) = 0 enligt
entydighetssatsen. Om vi skriver h(t) = arcsint, ar h'(t) = g(t) och darmed

RCED(0) (26 —-1)1 1
= . t (2k+2) = 0.
@+l @R Zkhg1 samt R0 =0
Alltsa ger sats 16.3:

For varje reellt tal z 1] -1, 1[ och varje naturligt tal n ar
arcsinz = z + z’ + 32° T (2n — DIt g2ntl
ST 6 40 T @en)! 2n+1

dar Honq3(z) r kontinuerlig pd | — 1,1[.

+ Hopys(z)z* 3,
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UPPGIFTER

1627. a) Utveckla funktionen /1 + z i potenser av z med restterm av ordningen 3.

b) Berdkna med hjalp av denna utveckling ett korrekt avrundat nirmevirde med tre
decimaler till ¥/9 = 2+v/1.125.

1628. a) Bestdm maclaurinutvecklingen med restterm av ordningen n till funktionen
1/1-2), z < 1.
b) Det tal c, som forekommer i resttermen, ar en funktion av z. Ange denna funktion.

1629. Utveckla funktionen /z i potenser av z — 16 med restterm av ordningen 3 och
uppskatta sedan v/17.

1630. Berdkna genom att utveckla funktionen +/1 + z i potenser av z ett korrekt
avrundat narmevérde med fem decimaler till v/33. (Uppskatta 3:e ordningens restterm
uppat och nedat.)

1631. Visa att for 0 <z < 1/4 &r
1

2
\/1+:c=1+z—?-+m39(:c), dir — <g(z)

778 30 <16

1632. Utveckla foljande funktioner i potenser av z med restterm av ordningen n;
resttermen beho6ver ej ndrmare anges:

a)Vl—-z,n=5 b) V1+z, n=4
c) In(z + 1+ 22), n = 7. (Funktionens derivata &r 1//1 + 22.)

1633. Berdkna ett korrekt avrundat nérmevirde med fyra decimaler till integralen

1/2
/ /8 — 22 dx.
0

16.7 Sammanstillning av nigra maclaurinutvecklingar

Vi sammanfattar de harledda maclaurinutvecklingarna och skriver d resttermen
Rpt1(z) = Hpg1(z)z" . Enligt sats 16.3 &r H, () kontinuerlig pa resp.
intervall och ddrmed begrinsad pa en omgivning av punkten 0.
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SATS 16.6 (NAGRA MACLAURINUTVECKLINGAR)
2 3 n
x

z¢ .
ez:1+:c—i—5+i+...+m+Hn+1(ac)xn+l for alla =
sinz =z — .'13_3 + 25— +...+ (—1)”_1—:821——1— + Hopp1(z)z®™ 1 for alla z

31 5! (2n —1)!
z?2 gt zn "
cosx =1— o + VTR + (—1)"(2—nﬁ + Hoppo(x)z?+2 for alla z
2 78 1z" 1 .
ln(1+m):x—?+?+...+(~1)"_ ~n—+Hn+1(a:):c"+ daz>-1
i L g2l -
arctanz =  — 3T et (=)™~ 51 T Hopy1(z)z*™ for alla

l+2)P =1+pz+ p 2+ ...+ p "+ Hyoq(z)z™ ™t daz>—1
2 n +

arcsinz =z + z +...+ (2n — 3)tiaP)
B 6 7 (2n—2)!(2n —1)

dar var och en av de olika funktionerna Hy(z) ar kontinuerlig pa resp. in-

tervall (och dérmed begransad p4 varje slutet och begrinsat delintervall).

+ Hopy1(z)z?1 da |z|<1

16.8 Ytterligare exempel pd maclaurinutvecklingar. Stort ordo

Vi skall har med ndgra exempel visa hur man kan (maclaurin)utveckla funktioner
som ar sammansatta av funktioner med redan kidnda maclaurinutvecklingar. Vi
observerar att om det finns en omgivning till 0, pa vilken

n
f() = apa® + Hpi1(2)a™, Hpyi(x) ar begrinsad och ™+ ar
k=0
kontinuerlig, s 4r detta en maclaurinutveckling av f enligt entydighetssatsen.

EXEMPEL 11. Maclaurinutveckla e” cos z med restterm av ordningen 4.

Losning: Enligt sats 16.6 ovan ar
2 z* z?2
?+F+w Hy(zx) och cosa:=1—~~2—+w Ky(z),
dar Hy(z) och K4(x) ar begransade pd nigon omgivning I till 0.0m man

multiplicerar ihop de bada likheterna ledvis, far man
3 .4 5
ecosz=1+z— %— - %— - % + 2 Hy(z) cos z + z* K4 (x)[e® — ' Hy(z)] =

ef=1+z+
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1173
=l+z-— 3 + 2t Ly(z),
dar Ly(z) ar begrdnsad pa L. Detta visar enligt ovan att det sista ledet ar

maclaurinutvecklingen av funktionen e® cos  med restterm av ordningen 4.

Ordosymbolen. For att slippa infora och skriva ut beteckningar for olika
resttermer, d& man endast behover kinna till deras ordning, brukar man
anvanda den s.k. ordosymbolen O(z"), som definieras pa foljande sitt.

DEFINITION (AV O(z™))

Lat n vara ett naturligt tal. O(z™) betecknar da en funktion h(z) for vilken
det finns ett positivt tal M och en omgivning I till 0 si att |h(z)| < M|z"|
da z € I. O(z™) utléses "stort ordo z"” eller "stort O z™”.

EXEMPEL 12. a) Om h(z) = z° + 22, s3 ir exempelvis h(z) = O(z?), ty
|h(2)| = |22(2® + 1)| < |2%|(]2°| + 1) < 2/2?| d& —1 < 7 < 1. Déremot &r h(z) inte
O(z?), eftersom
‘h(z)
3

1
x2+;l—+oodéx—>0.
b) sinz = O(x), ty |sinz| < |z| for alla . Daremot ar sinz inte O(z?),
sinx o
eftersom —z |7 da z — 0.

c) Resttermen R,;(z) i en maclaurinutveckling kan enligt sats 16.3 skrivas
Rpt1(z) = Hpq1(z)z™ !, dér Hyy1(z) ar begrinsad pa en omgivning till 0.
Alltsd ar Rp11(z) = O(z™*)).

OBS. 2. O(z") far pa olika stillen i samma kalkyl beteckna olika funktioner.
exempelvis ar (14 sinz)(2 +In(1 +z)) = (1 + O(z))(2 + O(z)) = 2 + O(=z).

Vi uppméarksammar nagra rakneregler.

SATS 16.7 (RAKNEREGLER FOR O(z"))

1°: Om h(z) = O(z™), s ar aven h(z) = O(z™) d& m < n.
2°: O(z™) £ O(z™) = O(z")

3°: Om m < n, sa ar O(z™) + O(z") = O(z™)

4°: O(2P)O(z™) = O(zP*™); speciellt ar zPO(z™) = O(zP™™)
5°: Om y = O(z") dar n > 0, s& ar O(y?) = O(z"P).
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OBS. 3. O(z") — O(z™) = 0 endast i specialfall, t.ex. ar 3z" — 2z™ # 0.

Bevis: 1°: Vi antar att h(z) = O(z"), d.v.s. att det finns en konstant M och en
omgivning I till 0 sd att |h(z)| < M|z"| d& z € I. Om m < n, ar darmed
|h(z)| < M|z"| = M|z™™||z™| < M|z™| di z € I och |e| < 1,
varfor h(z) = O(z™).
2° : Antag att hi(z) = O(z") for k = 1, 2. DA finns konstanter M}, och
omgivningar I, till 0 sa att
|1 (2) £ ha(2)] < |ha(2)] + [h2(2)] < Mi|a™| + Ma|a™| = (M + Ma)|z"|

did z € I och z € I, d.v.s. da z tillhor omgivningen I; N I, till 0. Alltsa ar
hi(z) £ ho(z) = O(z™).
3° . ar en konsekvens av a) och b).
4° : hqi(z) = O(zP) och ha(z) = O(z") medfor att for lampligt valda konstanter
Mj, och omgivningar Ij till 0 ar

|h1(z) - ha(z)| = |hi(z)] - |he(z)| < Mi|zP|Ma|z™| = My Ms|zPt™| dd z € [; N I,
varfor hi(z) - ho(z) = O(zP™™).
5° : Vi antar att h(y) = O(y?) och att y(z) = O(z"). Det finns d3 konstanter M;,
och omgivningar Iy till 0, sa att |h(y)| < M1|y?| dd y € I; och |y(z)| < Mz|z"| d&
z € I. Darmed ar |h(y(z))| < Mily(z)|P < My (Ma|z"|)P = My (M3)|z"?| d&
y(z) € I och = € I,. Detta ar uppfyllt dd z tillhor en tillrickligt liten omgivning

I3 till 0. Vi har namligen att y(z) — 0 da z — 0, eftersom y(z) = O(z"), dar
n > 0. Alltsd ar h(y(z)) = O(z™P). |||

Anm. 5. Ibland anvénder man i stillet symbolen o(z™), som utlases ”litet o z™” eller
"litet ordo z™”. Man séger att h(z) = o(z™) om h(0) = 0 och h(z)/z™ — 0dd z — 0.
Om h(z) = O(z™) dad z — 0, sa ir ocksd h(z) = o(z™!). Bevisa detta! Om

h(z) = o(z™!) d& = — 0, s& &r diremot inte sikert h(z) = O(z™). Visa detta med ett
exempel! For en restterm R,;(z) i en maclaurinutveckling galler enligt ovan att den
kan skrivas bade Rp41(z) = O(z"*!) och Rpy1(x) = o(z™) d& = — 0.

Maclaurinutvecklingar av en godtycklig produkt f(z)g(z) kan som i

exempel 11 bestimmas med hjilp av motsvarande utvecklingar av faktorerna
f(z) och g(z). Om

f(@) = ao + a1z + a27® + ... + apz™ + O(z" 1)
och
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g(z) = by + bz + bz + ...+ byz" + O(z"*1),
s& ger namligen multiplikation
f(:z:)g(.’z:) = agbg + (aob1 + albo)m +...+ (a()bk +arbg_1+...+ akbo)mk-l-

+ ...+ (aghn + a1bp—1 + ... + anbo)z™ + O(z"*1).
Vidare har vi att maclaurinutvecklingarna av en sammansatt funktion
flg(z)], dar g(0) = 0, kan beréknas med hjalp av motsvarande utvecklingar av
f(y) och g(z). Om f(y) = >F_ axy”® + O(y™**) och
9(z) = 37— bjz? + O(z"™*1), kan vi nimligen berikna f [(g(z)] med restterm
O(z™*1). Vi illustrerar med ett exempel.

EXEMPEL 13. Utveckla funktionen Incos z i potenser av z med restterm
R(z) = O(z?).
Losning: Funktionen kan skrivas In(1 + y), dir y = cosz — 1. D4 y > —1 ar

enligt avsnitt 16.3
2,3

(13) In(l+y)=y— % + % +O0®h).
Om |z| < /2, & y > —1 och avsnitt 16.2 ger att
22zt 2f 8
y:cosx—1=~7+ﬁ——72—0+0(:c ).
4 .6
Detta medfér att y? = % - ;—4 +0(2®) och y* = = + O(®). Eftersom
y = O(z?) ar vidare O(y*) = O(2®) enligt 5° i sats 15.7. Inséittning i (13) ger
nu svaret.
Svar: 1 ——ﬁ—ﬁ—£+0( 8 da |z| < m/2
tlncosz=-= -5 - & T a .

Jamna och udda funktioner. En funktion f(z), vars definitionsméngd Dy &r
symmetrisk kring 0, kallas som bekant*

jdmn om f(—z) = f(z) for alla = i Dy;

udda om f(—z) = —f(z) for alla = i Dy.

2k=1 och sinz ar udda funktioner.

Exempelvis ar 22* och cos z jimna, medan z
Vi observerar
1°: Om g(z) &r udda och g(0) &r definierad, sa ar g(0) = —g(—0) = —g(0).
Alltsa ar 2¢(0) = 0 d.v.s. g(0) = 0.

2°: Om g(z) ar udda och deriverbar, ar enligt kedjeregeln
d d d
! = — = —(—qg(— = — I— —_—— = I —
g (@) = 7-9() = -=(=9(~2)) = —¢'(=z) —(=2) = ¢'(-2),
varfor ¢'(z) &r jdmn. Analogt ar h/(z) udda om h(z) &r jimn och de-
riverbar.

4se avsnitt 7.7 i del 1
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1° och 2° medfor att en udda funktions derivator av jamn ordning &r udda och
darmed 0O i punkten 0. Maclaurinutvecklingen av en udda funktion innehller
darfor endast potenser med udda exponenter.—Analogt inses att
maclaurinutvecklingen av en jimn funktion bara innehéller potenser med jimna
exponenter. Se t.ex. utvecklingarna av sinz och cos z.

EXEMPEL 14. Utveckla funktionen tanz i potenser av z med restterm av
ordningen 7.

Losning: Funktionen ar udda. Enligt ovan finns darfor konstanter ¢;, c3 och
c5 sa att

sin x
tanz = —— =1z + c32° + c5z® + o(z").
cosT

Eftersom sinz = cos z - tan z, ger maclaurinutvecklingarna av sinz och cos z
(sid. 18) att

—z—3+£+0(x7)— 1—ﬁ+$—4+0( %)) (c1z + c32® + ¢53° + O(27)) =
7% T 120 - PIRPY R A S -
— _a) s _& . a) s 7
=ciz+ (63 2):6 + (C5 5 + 24):1: +0(z").
Enligt entydighetssatsen for maclaurinutvecklingar (sid. 11) ar darfor
c1=1, 3 =501 =—¢, G5 — 3¢3+ 201 = 155
d.vs. ¢1 =1, ¢3 =1/3, ¢5 = 2/15. Saledes ar
3 22 .
tanz =z + —3—+ﬁ+0(a: ) for |z| < /2.
(Observera, att eftersom D Incosz = — tan z, kan utvecklingen av Incos z

erhdllas ur utvecklingen av tanz genom integration fran 0 till z; jamfor med
resultatet i exempel 13, sid. 21.)

Metoden i exempel 14 kan ocksd anvindas for att allmant bestimma
maclaurinutvecklingar av en kvot f(z)/g(z), dar g(0) # 0, d& man kinner
motsvarande utvecklingar av f(z) och g(z).

UPPGIFTER

1634. Visa att for —n/4 <z <= /4 ar
2
Incosz = -—% —z*g(z), dir 1/12<g(z) <2/3.

1635. Utveckla foljande funktioner i potenser av  med restterm av angiven ordning n,
skriven pa formen O(z") :
5 — 2z

———————————— = —T g = z2 =
a)ﬁ_5m+$2’" 3 b) e"*sinz, n =4 c) e* cosz, n=28
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d)\/l_x,n:5 e) €, n=6 (=e-e’,dir y = cosz — 1)
1+z

f) /cosz, n =6 g) L n=6

1 sinz’
h) 1+2)/°, n=3 (=e-e¥,déiry = ;In(1+x) -1).

16.9 Berakning av gransvirden med hjilp av Taylors formel.

: . 1
EXEMPEL 15. Berikna lim (cot’z — —).
z—0 T

. . 9 1 cos’z 1
Losning: cot’z — — = —— — — =
2?2 sin’z  z?

2?3(1 —2?/2+ O(z*))? — (z — 2°/6 + O(z°))?
z2(z + O(?))?
_ 2?1 -2*+0(")) — (2 —2*/3+ O(2°)) _ —22*/3+ O(af)
N z2(z2 4+ O(z*)) 241+ O(x2))
_ —2/3+0(a?)
= T1ro0@)
dér vi har anvant att O(z%) = 220(z*) och O(z*) = 220(2?); se sats 16.7.

Observera att funktionen f(z) = cot? z — 1/22 ér differensen mellan tva
termer, som bada gir mot oo da z — 0. Efter den forsta omskrivningen ovan
framstalls i stallet f(z) som en kvot, i vilken bade téljaren och nimnaren gir
mot 0 d& z — 0. Man séger i dessa fall kortare, att den betraktade
funktionen fr formen co — co resp. 0/0, d&  — 0. Vi kommer hir
ocksé att visa hur man berdknar gransvirden for funktioner, som p3
motsvarande sitt far formen oo - 0, co/oo, 0%, oo® eller 1°, da z gar
mot nagot tal a. En sidan funktion f(z) kan ha ett gransvarde da = — a,
men detta kan inte sikert berdknas direkt med vara griansvirdesregler (se
avsnitt 3.4 i del 1; jfr aven uppg. 323c i avsnitt 3.5). Det kan daremot i
manga fall bestimmas med hjélp av Taylors formel, sedan f(z) eller In f(z)
skrivits om till en funktion, som har formen 0/0 da z — a.

z2cos?x —sin’z
z2sin’ x

—>—-§dz’im—>0.

EXEMPEL 16. Berikna lim ¢ln 271,
T—00 z—1
Losning: Funktionen zln i i_ 1 far formen oo - 0 d& z — co. Substitutionen
x = 1/y och formel (5) pa sid 11 ger att
z+1 1 14y 1 3\ 5
aclnm”1 = ylnl—y = y(2y+0(y )) =2+ 0(y%).

D& z — oo gar y mot 0 och gransvérdet ar alltsa 2.
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EXEMPEL 17. Berékna lim gtan(rz/2)
z—

Losning: D& z — 1 far funktionen formen 1%°. Sitt £ = 1 — y. Man finner

tan(mz/2) _ ™ X — sin(7rz/2) — Sin(ﬂ'/2 — 7Ty/2) _ —
Inz tan 5% Inz ——cos(mc/2) nzw *-——COS(ﬂ'/Q —r0/2) In(1—y)
_cos(my/2), . Inl-y) 7  —y+0@*) w
 sin(my/2) In(l —y) = sin(ry/2) <> 2Y T my/2+0(@y) 2V T
_ =14+0(y)

—_——w/2+0(y) Wy%WCOSO-—% d& z — 1 och darmed y — 0.

Alltsd har funktionens logaritm gransvardet —2/m d& = — 1. Det sokta
griansvirdet ar darfor e2/7, eftersom e ir kontinuerlig i punkten —2/.

UPPGIFTER

1636. Berdkna grinsvirdena till foljande funktioner d& = — 0.
1-e*"/2cosg z? —sin’ z 1 ( 1)
- - P = - c) — | cothz — =

2) x4 b) 72 —tan’z ) z T

f) (cosw)l/’”2.

1 1 z 1 sin(sin ) — arctan z
d = [ — -2 _ =
) z3 (sinm 6 w) ) x5

1637. Berdkna foljande grinsvirden:

.zt - " _
a 91;1_1)% oy (sétt zlnz =y) 1
b) lim e*(In(1+¢€*) —z ; 22—z /2 2y—2®
)z_mo (In( ) — ) c)wli)rgloe (1+:z:) .
e’ —1-—
1638. For vilka tal a och b existerar hm —ﬁ ? Berdkna gransvirdet.
Def —1—

1639. Bestidm talen a och b s, att lirrb z73(cot z + % + bz) existerar och berikna
T—
gransvardet.

1640. Berdkna foljande gransvirden:

1 T 3
a) lim 73 </ sin z¢ dt — z) b) lim z~ (/ e dt— 3+ a:_) .
z—0 0 t z—0 0 3

1641. Funktionen f &r definierad pa foljande sitt: f(x) = (1 + z)!/® for
z #0, f(0) = e. Bevisa att f &r deriverbar fér z = 0 och berikna f'(0).

16.10 D’Hospitals regel

Beréakningen av det eventuella gransvirdet av en kvot f(z)/g(z), som fir formen
0/0 eller co/oo d& z — o, underléttas ibland av foljande sats.
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SATS 16.8 (PHOSPITALS REGELS)
!/
(14) TYEA G Y )

w20 g(z) o150 (o)

galler om

1°: a) f(z) > 0 och g(z) - 0da = — zo
eller
b) g(z) — oo eller —oo da = — z;

2°: f' och ¢ existerar pa tva intervall |z, zo[ och
|zo, z2[ och ¢’ har konstant tecken pa vartdera intervallet;

()

lim

A3 o () existerar.

OBS. 4. Regeln galler dven

a) dd z — zo~ eller z — 2o, om intervallen i 2° ersitts med ett intervall
1z1, o[ resp. ]zo, z2l;

B) da z — oo eller £ — —oco, om intervallen i 2° byts ut mot ett
intervall |z, co[ resp. | — 0o, zo] .

EXEMPEL 18. Berakna foljande gransvirden, om de existerar:

. Inz . T
a) lim p b) Jim z'(E — arctan )
T
¢) lim 2”Ilnz med konstant p > 0 d) lim xe"’zz/ et” dt
z—0+ T—00 0

* ks dt
e) lim Lo dt
z—oo arctanz
Losning: a) Lat f(z) = Inz och g(z) = 2 — 1. D4 ir forutsittningarna i

flle) _ a7t 1

I’Hospitals regel uppfyllda med il_ﬂ 7(2) = n'111_’1111 - T3 Alltsa ar
lim Iz _ lim @) _ L

zo1 22 —1 —z—->1 g(z) - 2

b) Vi skriver z(% — arctanz) = % for z # 0. Vi kan d& anvinda

I'Hospitals regel enligt OBS 43 med f(z) = 5 — arctanz och g(z) = L och far

”1520 g(z) - mlggc’ g'(z) woo0  —1/12 " zmco 1422 soooz2+1 -

@) _ oy F@ YOk L

= lim = lim 1.

5Jamfor ’Hospitals svaga regel i uppgift 410 i avsnitt 4.3 i del 1.
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c) ’'Hospitals regel enligt OBS 4« ger oss att

| 1 P
lim z’lnz = lim —— = lim ¢: lim —x—=0,
z—0+ e—0+ TP g0+ —pr~P~l o0+ p
vilket har bevisats pa annat satt i del 1.
z 2

d) Satt f(z) = / et® dt och g(t) = %—. Forutsattningarna i ’'Hospitals regel
0
enligt OBS 44 ar uppfyllda, déar g(z) — oo da £ — co. Vi far

o f@) L f'(e) e L 11
mlgrolo g(z) mlglgo g'(z) a:lgrc}o 2e%® — e2® /g2 zlgl;lo 2—1/z2 2’
e) Lat f(z) = / H{—t? dt och g(z) = arctanz. D4 kan vi inte anvinda
1

I'Hospitals regel. Villkoret 1° i regeln &r namligen inte uppfyllt, ty
g(z) = /2 d& £ — oo. Vi finner att
lim f(z) — lim [arctan t]f ~ lim arctanz — arctan1 _ /2 —7m/4 _ 1,
g—o00 g(x) z—oo arctanz = z—oo arctan z /2 2
S €O VO o F )

Svar: a) 1 b) 1 c)0 d) 1 e) %

OBS. 5. Om f'(z)/g¢'(z) i sats 16.8 fir exempelvis formen 0/0 eller
g'(z) = oo da z — =, kan man forsoka anvinda 1’'Hospitals regel pa.
f'(z)/g'(z). S& t.ex. ar

. eT+e -2 . et —e® . e 4e"
(15) i Tl =l =1
I'Hospitals regel tillimpas da pa foljande satt: eftersom det tredje gransvirdet
i (15) existerar och &r lika med 1, si existerar det andra grinsvirdet och &r

ocksa lika med 1 och da existerar dven det forsta gransvirdet och ar 1.

OBS. 6. Observera att om kvoten i hogra ledet av (14) i sats 16.8 saknar
gransvarde, sd kan man inte dirav dra slutsatsen, att aven kvoten i vinstra
ledet saknar gransviarde. Exempelvis har vi

tim 1®) _ p 2S0W) 2 g g2,
=0 g(r) =-0 sinz z—0 sin z
trots att kvoten
f'(z) _ 2zsin(1/z) — cos(1/z)
g'(z) cos T
inte har nigot gransviarde da z — 0.
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I vart bevis for 'Hospitals regel kommer vi att anvinda foljande sats, som &r en
generalisering av Lagranges medelvardessats.

SATS 16.9 (CAUCHYS MEDELVARDESSATS)

Antag att
1°: f och g ar kontinuerliga pa [a, b];
2°: f och g ar deriverbara pa ]a, b[;
3°: ¢'(z) # 0 pa ]a, b[.
D4 finns det i |a, b[ minst ett tal c sddant att
_ f®) = fla) _ f'(e)
ar 90) —9(@) ~ 7@

Bevis: Lt ¢(z) = (f(b) — f(a))g(z) — (9(b) — g(a)) f(z). DA &r ¢(z) kontinuerlig
pa [a, b], deriverbar pa ]a, b och ¢(a) = f(b)g(a) — f(a)g(b) = ¢(b). Enligt Rolles
sats (sats 9.2) finns darfér minst en punkt c i ]a, b sddan att ¢'(c) = 0, d.v.s.
(18) (£(b) = f(a))g'(c) — (9(b) — g(a))f'(c) = 0.
3° ger att g'(c) # 0. Dessutom &ar g(b) — g(a) # 0, ty om g(b) = g(a), s& medfor
Rolles sats att g’(c;) = 0 for nagot c; i ]a, b, vilket strider mot 3° . Vi kan darfor
dividera (18) med ¢'(c)(g(b) — g(a)). Detta ger att
9(6) —g(a)  g'(c)’

Bevis for sats 16.8 och OBS. 4. Vi genomfor beviset dd z — ¢ och
z — 0o. De andra fallen bevisas analogt.
a) Antag att f(z)—0 och g(z) =0 d& z = zo*. Vi definierar da
f(z0) =g(x0) =0, om detta inte redan géller. Diarmed blir f(z) och g(z)
kontinuerliga (till hoger) i zo. Enligt forutsattningarna kan vi nu anvinda
Cauchys medelvérdessats pa [zg,z], dd z — o ar tillrackligt litet. Vi far att

@) _ @)~ f(@) _ £

g9(z)  g(z) —g(zo) g'(c)
for nagon punkt c(z) i Jzo,z[. D4 z — 2ot maste ¢ — z{ och dirmed ar

lim M: lim M: li fl(m)
smut 9(z)  amsot G(C(@) o 91()

dar det sistnamnda gransvardet existerar enligt forutsattning 3° .
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b) Antag att g(z) — oo eller g(z) - —oco d& z — zo*. Enligt forutsittningarna
1° och 2° finns det ett intervall |z, zo[ pa vilket bade g(z) # 0 och ¢'(z) # 0. Lat
z och a vara punkter sddana att zo < z < a < 3. Enligt Cauchys
medelvérdessats ar ’; = :5 s) = % for nagot c i ]z, a[. Multiplikation med

j_LSQ_)g "”g(_zg 2 ger

f@)=f@) (. gl@) f'©
m>‘@gmhm
och darmed

flz) _ ') g@) f'(o) L @
g(z) g'(c) g(z) ¢(c) g(z)
f'(x)

Eftersom A = lim

z—zot g’ (IE)
7o), sa att den forsta termen i hogerledet antar ett virde godtyckligt nira A. For
varje sddant fixt a 4r de tva Gvriga termerna godtycklligt smé for alla
tillréckligt nara zo, eftersom g(z) — oo eller g(z) = —oo d& z — z¢*. Detta ger
att f(z)/g(z) > Add z — zoT.

c¢) Antag att £ — co. Med z = % far vi av a) resp. b) att
. _ 2, ¢t / /
0 D (011 W VI3 1 ¢ V1) N ¢V N O
e300 g(z) o0t g(1/1) im0t =1/ g'(1/t)  enot g'(1/t)  smo0 g'(a)
om det sistndmnda gransvirdet existerar. |||

existerar enligt 3° , kan vi vilja a (tillrackligt nira

UPPGIFTER
1642. Berdkna foljande gransviarden:
At — b i tanx — 1
a) al:ll)l}) . (a och b > 0) b) z_lﬁl/‘; sindz
- 1 1
c) lim w d) lim -—.
z—0 £ —sinz z=»1\z—1 Inz
1643. Berdkna foljande gransvirden:
Incosaz Insin az
. . h
a) il-% In cos bz (b#0) b) zl_1+1(r)1+ Insin bz (a och b>0)
¢) lim z arccot
T—>00
d) lim z'/(=-1)
z—1 ( b )
. a\?® . In(a + be®

1644. Berikna foljande gransvirden:

1 T dt e 3
a) lim — [ 2 b) lim = / VIt 2 dt — f—).
5 Int 0 3

T—00 I T—00 I



16.11 Kort historik 29

16.11 Kort historik

Genom en formell gransovergang i Newton-Gregorys interpolationsformel (se historiken
i avsnitt 17.7) utvecklade Brook Taylor (1712) en given funktion i en oandlig serie:
f(z) = f(a) + f'(a)(z — a) + 2f"(a)(z — a)? + .... Denna utveckling kallas nu Tay-
lorserien till f; se avsnitt 19.1. Serieutvecklingen var dock kand av Gregory redan 1670
och upptacktes nagot senare aven av Lieibniz, men ingen av dessa publicerade resultatet.
Newton namnde denna utveckling i ett manuskript 1692 och Johann Bernoulli publice-
rade nastan samma seriefra.mst%illning 1694. Utvecklingen i specialfallet a = 0 hirleddes
med en annan metod an Taylors av Colin Maclaurin (1742) i hans Treatise of functions.
Aven detta resultat var dock kint nagot tidigare av James Stirling. Se vidare om serie-
utvecklingar i historiken i avsnitt 19.8,

“Taylors formel” med restterm borde egentligen heta “Lagranges formel”, eftersom Lag-
range var den som forst harledde denna (i slutet av 1700- talet, men pubhcerat forst 1813).
Resttermen kallas ju fortfarande “Lagranges restterm”.

“I’Hospitals regel” borde réitteligen heta “Bernoullis regel”, ty den uppticktes av Johann
Bernoulli i borjan av 1690-talet. Hans elev, markisen Guillaume de 1’Hospital fick
emellertid tillatelse att ta med den i sin larobok i differential- och integralkalkyl (1696),
som var den forsta i detta dmne.
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17 TALFOLJDER OCH LINJARA DIFFERENS-
EKVATIONER

I manga av matematikens tillampningar forekommer funktioner, som inte ar definierade
pa ett helt intervall utan endast i t.ex. heltalspunkter. Sadana funktioner far man ex-
empelvis da man mater tidsberoende storheter med jamna mellanrum. T. ex. registreras
prisutvecklingen i Sverige varje ar eller varje manad, folkmangden i Sveriges kommuner
och rantan pa en persons bankkapital anges varje ar och borsens aktieindex varje bankdag.
Vidare antar sddana funktioner ofta inte godtyckliga reella varden utan t.ex. endast hel-
talsvarden eller varden med ett fixt antal decimaler. Grafen till en funktion av detta slag
ar inte en sammanhangande kurva utan en mangd av isolerade punkter; se figur 17.1 och
17.2. For att gora figuren tydligare brukar man dock ofta binda samman dessa punkter
med rata linjestycken, d.v.s. man gor en linjar interpolation; se avsnitt 9.8. Detta ger i
regel inte korrekta funktionsvarden, om nu funktionen éver huvud taget ar definierad mel-
lan heltalspunkterna. Ibland ar det, som i exemplet i figur 17.2, battre att askadliggora
funktionen med en strackvis konstant graf.

Kurs i ke, o
kronor 300007 —
13 -
12 250001 -
11 1 —
0 20000 Ay,
9 150001 e
8 —
7 100004 ="
6
5000 1
5
. I S
Januarl Oktober 1975 1980 1985 1990 &
Fig. 17.1 Kursutveckling: Diagrammet visar . Prisutvecklingen i Sverige
kursutvecklingen for en aktie fran Fig. 17.2 1975-1992 miitt med rets
januari till oktober ett visst ar s.k. basbelopp.

Funktionsvardena y(n) till sadana funktioner betecknas ofta och enklare med y,,. De bildar
en s..k. talfoljd. Om definitionsmangden ar t.ex. N, sa har vi (den oéndliga) talfcljden
Y0, Y1, Y2, ... Tillvaxttakten hos en talfoljd mats med hjalp av differensen Ay, =

= Yn+1—Yn. For tillvaxtproblem far man darfor s.k. differensekvationer,som motsvarar
differentialekvationer for funktioner definierade pa ett intervall (ett sk. kontinuum).
Vidare leder summationsproblem for talfljder till s.k. (o&ndliga) serier, som motsvarar
integraler for funktioner definierade pa ett intervall.

En mangd, som bestar av isolerade punkter, kallas en diskret mangd. Den del av
matematiken, som behandlar bl.a. matematisk logik, diskreta mangder och funktioner pa
saddana méangder brukar kallas diskret matematik. Denna har fatt allt storre betydelse i
samband med den 6kande anviandningen av datorer. Vi studerar i detta kapitel talfoljder
och differensekvationer och fortsdtter sedan med serier i nasta kapitel.
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17.1 Talfoljder

DEFINITION (AV TALF6LJD)

Med en (oindlig) talfoljd' menas en funktion f, vars definitionsméngd Dy
ar mangden av alla heltal > p, dir p ar ett givet heltal; vi viljer oftast
p=1eller p=0. Mot varje n € Dy svarar alltsa ett reellt (eller komplext)
tal f(n) = an. Vi har dirmed en oéandlig foljd av tal: ap, apt1, Gpi2,.- .
Talf6ljden betecknas {a,};2, eller {f(n)}5Z,.

Ibland har man anledning att betrakta funktioner som &r definierade endast i
indligt manga konsekutiva? heltalspunkter. For sddana funktioner bildar funk-
tionsvardena en andlig talfoljd a,, api1, Gps2,-..; Gpin.

En talfoljd, t.ex. {f(n)}52,, kan askadliggéras som grafen till funktionen f, d.v.s.
som punkterna (n, f(n)), dar n = 1, 2, 3,...; se figur 17.3. Alternativt kan man
ange punkterna a, = f(n) pa tallinjen som i figur 17.4.

y 1 X
X

X

X
(1, 1) X (5, 1(5))

x (2, 1(2)) 0 aar aasa a
—— — g

®Y

Fig. 17.3 Fig. 17.4

EXEMPEL 1. Nar vi skriver 1, 1/2, 1/3, 1/4,... menar vi i regel talfoljden
{1/n}22, men skulle ocksd kunna avse t.ex. talféljden {a,}5,, dir a, = 1/4
for alla n > 4. Vi preciserar darfér med beteckningen {1/n}52 .

EXEMPEL 2. De sex forsta talen i talféljden {(—1)"n%}%, 4r 0, —1, 4, —9,
16, —25.

EXEMPEL 3. {ak"}3%,, dir ¢ och k ar givna konstanter, ar talfoljden
a, ak, ak? ak®, aki,.... En sidan talf5ljd kallas en geometrisk talfoljd
med kvoten k.

Leller sekvens eller svit
2d.v.s. pa varandra foljande



32 TALFOLJDER OCH LINJARA DIFFERENSEKVATIONER

Definitionen av aclgrg(} f(z) i avsnitt 3.3C ger for talféljder:

DEFINITION (AV GRANSVARDE KONVERGENS OCH
DIVERGENS FOR EN TALFOLJD)

Talfoljden {a,}32, siges ha gransvardet a om till varje tal € > 0 finns ett
tal N, sadant att

n> N, = |a, —a| < e.

Man skriver da

lim a, =a eller a,—a da n—
n—00

och sdger att talféljden ar konvergent (eller konvergerar). En talf6ljd
som inte ar konvergent siges vara divergent (eller divergera).

. 3 . -
EXEMPEL 4. nlim T =0, ty l\/_ l 7 <e forallan >9/e* = N,.
Alla gransvardesreglerna i avsnitt 3.4 géller naturligtvis for talféljder.
: 3
EXEMPEL 5. lim =52 _ 1 vj har nimligen att

n—oo 2n 4 (=1)" 2
n+sinn® 1+ (sinnd)/n 140 1 o
= == d —
m+(—)" 2+ (-1°/n 3240 3 @7

enligt raknereglerna for gransvarden.

2
ar divergent. Det finns ju inget tal a, som ligger godtyckligt ndra bade 0 och
1.

EXEMPEL 7. Om f() ar definierad f6r bl.a. alla tal « storre dn en konstant
och li}m f(z) = a, sa ar naturligtvis 1i_{n f(n) = a. Detta ger t.ex. att

EXEMPEL 6. Talféljden {li—(—‘i)-} L dvs. 0,1,0,1,0,1,0,...

n=1

lim (1 + %)n = e; se sats 6.6. Vidare finner vi med hjilp av sats 6.6. genom

n—00

att satta n = —m att

. n\" . ™ . 1 1
lm (1—-=) = lim (14— = lim ————— = —.,
n—00 n m——o00 m m——o0 (1 + l/m)m e

Vi kommer ocksa att behdva f6ljande speciella typ av divergenta talfoljder:
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DEFINITION (AV ATT EN TALFOLJD DIVERGERAR MOT 00)

En talf6ljd {a,}5>; sdges divergera mot oo om det till varje positivt tal
M finns ett tal Nps saddant att

n> Ny = a, > M;

jamfor med avsnitt 3.5. Detta betecknas: a, — oo da n — oo.

P3 analogt sdtt definieras vad som menas med att en talféljd divergerar mot
—oo; formuleringen av detta Gverlates at lasaren.

EXEMPEL 8. Betrakta talféljden {a,}32,, dar

. — { /7 om n ar en jamn kvadrat
n = 2

n* for ovriga n ’

dvs. 1, 4,9, 2, 25, 36, 49, 64, 3, 100, 121,.... Denna talf6ljd divergerar
mot oo, ty a, > +/n > M for alla n > M? = Ny,.

I samband med l6sningar till linjara differensekvationer senare i detta kapitel
behover vi kdnna till gransvardena i féljande sats. Nagra andra viktiga gransvarden
behandlar vi i avsnitt 18.2, dar vi ocksa studerar monotona talféljder.

SATS 17.1 (OM NAGRA GRANSVARDEN)
1°: For konstant k& har vi att
. 0 da |k|<1
no_
Am K “{ 1 di k=1 °
medan

(ke divergerar mot co om k > 1
n=1 1 divergerar om k < —1, dock varken mot oo eller —co.

2°: For varje polynom P(n) och varje konstant k med |k| < 1 &r

Jim P(n)k™ = 0.
D3

k| > 1 och P(n) inte dr = 0 géller att |P(n)k™| — oo d& n — oo

Bevis: 1° :

Pastaendet ar trivialt da k = 0 och d& k¥ = £+1. Da k # 0 ar
|k"| = |k|* = en! Ikl vilket medf6r att
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16" = 0 da n—o0 om 0#|k|<1, tydadr Inlkl<0

oo di m—oo om |k|>1, tydaidr Inl|k|>0
Detta ger pastaendet, eftersom k™ = |k™| d& k > 0 och k™ = (—1)"|k"| d& k < 0.
2°: Om P(n) = apnp—}—ap__lnp“l +...+ag, dir p &r ett heltal > 0 och a, # 0, sa ar

|P(n)k"| = n”|k["|ap +

Har giller da n — oo att den sista faktorn gar mot |a,| > 0 och att

0 om k<1
Pl .|T
IR = { oo om |k| > 1.

Pastaendet for |k| < 1 foljer av 2 © i sats 6.9 1 avsnitt 6.5 och pastaendet for |k| > 1
foljer av 1 © ovan. Detta medfor sedan 2 ° . |||

UPPGIFTER

1701. I en talfoljd {a,}3%, ar talet a, lika med

) n?+n+4 ) (n? +1)? 9 nd+n?+1
(14 n)(2—3n) (n+1)(n+2)(n+3) (n+1)% °

Undersok om talfoljden ar konvergent eller divergent och bestam i det forra fallet dess
gransvarde.

1702. k ar ett naturligt tal. Berakna lim (( 2n ) /( . )) :
Ppre k k

1703. Verifiera med hjalp av definitionen av gransvarde till en talfoljd {a,}5>; att om

lim a, = a, sa galler ocksa:
71— 00

a) Om p ar ett godtyckligt heltal, sd ar lim Unip = a.

b) Om {al, 1 ar en talfoljd, som man far av {an}32, da ett andligt antal av talen
an andras pa godtyckligt satt, sa ar hm a, = a.

1704. 1 en talfoljd {a,}32, ar talet a, lika med

n

1
) 2 Ay Z oy Z «W
Undersok om talfoljden ar konvergent eller divergent och bestarn i det forra fallet dess
gransvarde.

1705. a) Visa att om |k| < 1 och p ar ett godtyckligt positivt tal, sa ar lim k"n? = 0.

n— 00
(Jamfor sats 6.9 1 avsnitt 6.5). Bestam sedan gransvardena

2 1000
b) lim 0.99"™ - n*° n n
n—o0 ¢) Jim 5 d) lim 5ot
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17.2 Differensekvationer: terminologi och inledande exempel

Lat y vara en reellvird funktion som &r definierad pa en méangd av konsekutiva
(d.v.s. pa varandra f6ljande) naturliga tal. Funktionsvirdet y(n) betecknas som
sagts enklare med y, och vi har dirmed en andlig eller oandlig talfoljd, t.ex.
{yn}mq resp. {yn}2,. Exempelvis kan y,, vara en persons bruttoinkomst under
ar n (med ett givet ar som ar 1). Talet

(1) AYn = Ynt1 = Un
kallas differensen (av forsta ordningen) till funktionen y, i punkten n. Denna
anger andringstakten hos y,, mellan punkterna n och n+1 (= n+ Az), eftersom
@) ZZyn _yr+ D) -y _ Ynt1 —Yn _ Ay

T (n+1)—n 1
se figur 17.2, sid. 30. Ay, kan ocksa kallas tillvaxttakten, om “tillvixten”
raknas med tecken. Differensen Ay, till funktionen y,, som har en diskret defini-
tionsmangd, motsvarar derivatan

/ . Y@+ Az) —y(2)

y(e) = A]::IEO (z+ Az) —z

till en funktion y(z), vars definitionsmangd ar ett intervall.

EXEMPEL 9. En person sitter vid borjan av varje ar in k kronor pa ett
bankkonto med r % arlig ranta. P& den upplupna rantan dras vid arets slut
30 % skatt. Vilket kapital har han efter den n:te insattningen?

Losning: Lat y, beteckna kapitalet efter den n:te insattningen. D& ar y; = k
och fér » > 1 4r yp4+1 summan av y,, den under aret upplupna rantan 106 " Yn

minus erlagd skatt och den (n + 1):a insdttningen, d.v.s.
r

T
= .y =03 —. k.
Yn+1 =Unt 755 ¥ — 0 3 T
Om vi sdtter 155 = s, sa kan detta skrivas
(3) Yn+1 = (14 0.78)y, + k, n=1,2 3,....

En likhet av detta slag kallas, som tidigare ndmnts, en rekursionsformel. Den
kallas ocksa en rekurrensekvation. Eftersom vi vet att y; = k, far vi succes-
sivt med hjélp av (3) att

y2 = (14+0.7s)y1 + k= (1 + 0.7s)k + k,
ys = (1+0.7s)ys + k = (1 +0.75)%k + (1 + 0.7s)k + k
0.s.v. Vi inser att

Yo = (L4 0.78)" 1+ (14 0.76)" 2 ...+ (14 0.75) + 1)k.

Detta ar en geometrisk summa med kvoten 1+ 0.7s och alltsa ar enligt 8° i
avsnitt 1.9
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(407" =1,k .
Yn = 07 =1 F T os( 0T ).
Exempelvis ger k = 1000 och » = 10, d.v.s. s = 0.1, att y, = 1%?.?0(1.07" -1).

Avrundat till heltal ar t.ex. y10 = 13816, yz5 = 63 249 och ys0 = 406 528.
Svar: 5% ((1+ 0.7s)" — 1) kronor.

Ekvationen (3) &r ett specialfall av ekvationen
(4) yn+1+a’y'n=dn7 n:(), 1, 2,...,
dér a # 0 ar en given konstant och {d,}°2, ar en given talféljd; vi startar denna
gang med yo i stéllet for med y;. Av (1) far vi

Ynt+1 = Yn + AYn,
vilket insatt i (4) ger
(5) Ay +(1+a)yn=dn, n=0,1,2,....
Denna ekvation, som &ar ekvivalent med rekurrensekvationen (4), kallas en diffe-
rensekvation, eftersom den innehaller en differens till en (okénd) funktion. Vi
anvéander i regel formen (4) och inte formen (5) men féredrar &nda bendmningen
differensekvation. (4) kallas ndrmare bestamt en linjar differensekvation av

forsta ordningen med konstanta koefficienter. Sadana ekvationer behandlas
utforligt 1 ndsta avsnitt.

En ekvation av formen

(6) Ynt2 + @Ypt1 + by =d,, n=0,1, 2,...,

dar a och b ar givna konstanter med b # 0 och {d, }°2, 4r en given talf6ljd, kallas
analogt en linjar differensekvation av andra ordningen med konstanta
koefficienter. Den kan nimligen skrivas med hjilp av differenserna Ay, och
A%y, av forsta resp. andra ordningen till funktionen y, dir som ovan Ay, =
Yn41 — Yn OCh

Azyn = A(Ayn) = A(Ynt1 _yn) = (Yn+2 = Yn+1) = (Yn+1 _yn) = Yn+2 — 2Yn+1+Yn-
Talf6ljden {y,}32, bestdms tydligen av rekursionsformeln (6) om yo och y; &r
givna. Vi kommer att studera sddana ekvationer i avsnitten 17.4-17.6.

EXEMPEL 10. Lat yo = 0 och y; = 1 och antag att {y,}o2, satisfierar den
linjara differensekvationen av andra ordningen

Ynt2 = Ynt1 — Yn =0, d.vs.  Yugo = Yn + Yny1.
Den sa bestimda talfoljden, dir varje tal alltsd ar summan av de bada narmast
foregdende, kallas Fibonaccis® talfoljd. Man finner att Fibonacciféljden ar

3Fibonacci eller Leonardo av Pisa, ca 1170-1250, erholl denna talfsljd i samband med
studiet av tillvixten av en kaninpopulation.
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0,1, 1, 2, 3, 5, 8 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, 610, 987,.... Denna
har intressanta egenskaper (se t.ex. uppgift 1714) och manga olika tillamp-
ningar. Vi kommer i avsnitt 17.5 att hirleda en formel for det n:te talet i
denna talféljd; se exempel 19.

EXEMPEL 11. Produktionsplanering.

Ett foretag amnar tillverka, lagerhalla och silja en viss produkt. Man planerar
att under det forsta aret tillverka P; enheter for forsiljning och I enheter for
att bygga upp ett lager. Vidare planerar man att varje ar

1°: tillverka I exemplar for utdelning som reklam;

2° : kunna silja en konstant brakdel b av den totala produktionen under aret,
dar0<b< 1.

Slutligen planerar man att under varje ar n > 2

3° : for forséljning tillverka lika manga enheter som man séalde foregaende ar;
4° : genom att oka eller minska tillverkningen med I,, enheter justera 6verskott
eller underskott fran foregaende ar.

Lat P, vara antalet enheter, som tillverkas for férsiljning under ar n. D& &r
det totala antalet enheter, som tillverkas under ar n, enligt 1° och 4°

(7) Yo=FP,+I+1,, n>1

Om S, ar antalet enheter, som siljs under ar n, sa ar enligt 3°
(8) P,=5,1 dan>2.

Vidare ger 2° att

9) S, =0bY, forn>1.

Slutligen boér man enligt 4° vilja

(10) I,=S,-1—PF,y dan>2.

Ekvationerna (7)-(10) ger en modell for foretagets produktionsniva. (8) och
(9) medfor att

(11) Pn = an_1 dé, n Z 2
och insédttning av (9) och (11) i (10) ger
(12) In = bY, -1 = an_g dan 2 3.

Till sist ger insdttning av (11) och (12) i (7) att
Y,=bY, 1 +14+bY,—y —bY,, din>3,
d.v.s. vi far den linjira differensekvationen av andra ordningen
(13) Y, —-2bY,-14+bY,2=1, n>3,
fér bestdmning av den limpligaste produktionsnivan. Om Y;, Y; och I ar

givna, kan man berdkna Y,, for n > 3 med hjilp av denna modell. Se vidare
avsnitt 17.6 och speciellt uppgift 1719.
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17.3 Linjara differensekvationer av forsta ordningen

Med en linjar differensekvation av férsta ordningen med konstanta koefficienter
menas, som vi redan sagt, en ekvation av formen

(4) y’n+1+a'yn:dn n=0,1,2,...,

dar a # 0 ar en konstant och {d,}22, 4r en given talf6ljd. Man 16ser ekvationen
pa foljande satt:

(4) ger successivt for n =0, 1, 2,... att

Y1 = —ayo + do

Y2 = —ays + dy = (—a)’yo + (—a)do + d;

ys = —ayy + dz = (—a)yo + (—a)’do + (—a)d; + d,

Yn = —@Yn—1 + dn_1 = (—a)"yo + (—a)"1do + (—a)"_zdl +... 4+ (—a)dp_g + dp_1.

Losningen kan alltsd skrivas

(14) Yn = (=0)"yo + il (~a)" 1Ry (n 2 1).
EXEMPEL 12. Los differensekvationen y,41 — y, = n da yo = 2.
Losning: Har ar a = —1, varfor 16sningen enligt (14) ar

n-—1
Un=1"24 ) k.
k=0

Summan har ar en aritmetisk summa med differensen 1 och kan darmed latt
berdknas; se avsnitt 1.9, sarskilt exempel 24 a. Man finner att

yn=2+n(n—1)=2+(72").

2
Svar:yn=2+(g>.

Anm. 1. For att 16sningen (14) skall vara anvéndbar, maste det vara mdjligt att berdkna
summan, vilket inte alltid ar fallet. For vissa talfoljder {dn}s=o kan man i stallet bestdmma

16sningen direkt genom ansatser, som presenteras i avsnitt 17.6.

I (14) &r startvirdet yo godtyckligt. Om vi sdtter yo = C, kan (14) skrivas
n—1

(14") Un=C-(=a)"+ > (-a)" Fdy, (n>1),
k=0

dér alltsa C' ar en godtycklig konstant. (14’) kallas den allmanna l6sningen till
differensekvationen (4); jfr motsvarande begrepp for differentialekvationer, avsnitt
14.2.
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Antag nu speciellt att ekvationen (4) dr homogen, d.v.s. att d, = 0 for alla n
och darmed

(15) Yny1 +ay, =0, n=0,1,2,...
D4 ar den allminna 18sningen enligt (14')
(16) Yn = C(—a)™.

Vi observerar att —a ar roten ry till differensekvationens s.k. karakteristiska
ekvation

(17) r+a=0.
Vi sammanfattar resultaten i féljande sats.

SATS 17.2 (OM LéSNINGAl}NA TILL EN LINJAR DIFFERENS-
EKVATION AV FORSTA ORDNINGEN)

Den linjara differensekvationen vy, 1 +ay, = d,, dar a # 0, har den allménna
16sningen

n—1
Yo =C-(=a)" + Y (-a)" 1 7*dy,
k=0

dar C (= yo) ar en godtycklig konstant. Speciellt har motsvarande homogena
ekvation y,4+1 + ay, = 0 den allmédnna 16sningen

W =C (-

Om C = yo = 0, har enligt sats 17.2 den inhomogena ekvationen (4) parti-
kularlosningen

n—1
(18) V=3 (-0 Ty
k=0
Den allménna l6sningen till (4) kan alltsa skrivas
(19) U =90 + 40,

(»)

dar y, ' ar en partikuldrlosning till ekvationen och y,(Lh) ar den allminna 16sningen
(16) till motsvarande homogena ekvation. Jamfér med vad som giller for linjara
differentialekvationer, avsnitt 15.1! Vi kommer att formulera en allmén sats om
detta i ndsta avsnitt.

EXEMPEL 13. Modell for priset pa en vara.
En firma sdljer en viss vara, vars pris P, vid tiden n > 0 (manader) kan variera
i ett visst intervall [Ppin, Pnax), d&r Pmin > 0. Efterfragan D,, pa varan antas
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vara en linjar, avtagande funktion av priset vid samma tidpunkt:
(20) D, =¢; —bP,, direc; >0, b>0; sefigur 17.5.

Tillgangen S, pa varan antas vidare vara en linjir, vixande funktion av priset
P,_1 en manad tidigare:

(21) Sp=dP,_; +c¢3, dird > 0; se figur 17.6.
D A Sa A
Ci |
S |
| |
| |
| I
| |
| Pn I Pn-l
} —> } —>
Pmin Pm . Pmin Pma_x
Fig. 17.5 ,
Fig. 17.6

Vid jamvikt balanserar tillgangen efterfragan:

(22) Sp = Dy,

Insattning av (20) och (21) i (22) ger
dP,_1+c¢c; =c¢1 —bP,.

Som modell fér varans pris vid jamvikt far vi alltsa differensekvationen

(23) P,+aP,_1=¢, n=1,2 3,...,
. _d _61—62
dar a-b>0, ¢=—

Losningen till den inhomogena differensekvationen (23) ar enligt sats 17.2
n—1 n—1
Pp=(=a)"Po+ ) (-a)" ' Fe=(=a)"Po+ ) _(-a)c.
k=0 j=0

Summan hir &r en geometrisk summa vars kvot &r —a och vars forsta term ar
c. Den kan darfor 1att beraknas; se avsnitt 1.9. Man far att

(29  B=(arpore iU oty
Eftersom P; = ¢ — aPy > Ppjn, maste ¢ > aFPy + Ppin. Tre fall 4r mojliga for
utvecklingen av priset F, :

1. 0 < a < 1. Déér (—a)" = 0 for stora n enligt 1° i sats 17.1 och (24) ger
dirmed att P, = ¢/(1 + a) f6r stora n. Priset svinger kring detta virde med
allt mindre amplitud; se figur 17.7.

2. a=1.Daar P, = Py och P,,_; = ¢c— P, for alla n. Priset oscillerar mellan




17.3 Linjara differensekvationer av forsta ordningen 41

dessa bada virden; se figur 17.8.

Pn A Py =26 Pa A
n j_ 0 ‘ n 1 Py =3
1 c=26.5 1 =8
4 a=0.35 + a=1
Fig. 17.7 n Fig. 17.8 n

3. a > 1. P, svianger da i allménhet upp och ned med allt stérre utslag, till
dess priset nar viardet P, eller Ppay; se figur 17.9.

I det speciella fall d& Py = ¢/(1 + a), blir P, = ¢/(1 + a) for alla n oberoende
av a:s storlek, d.v.s. priset ar konstant.

Pn 4
Pma.a: e
Pmin B it
L) 1 1] L] 1 L} 1 T n
Fig. 17.9

UPPGIFTER
1706. Bestim y, om for n > 0
a) Ynt+1 = TYn, Yo = 2 b) Unt1 =2 +1, 90=5 ¢) 2Yng1—Un =4, yo=3

D Ynsr1+¥n =L w0=1 e uvnt+1=3—1, 9w0=2 1) 2pt1+um=3, wo=2.
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1707. Los differensekvationerna

a) Yat1 —Yn=€", n2>1, y1 =1 b) Yn+1 — Yn =sinn, n >0, yo =0
C) yn+1.'2yn:n) 'I'LZO, yo:o d) yn+1+yn:3n_2) n201 yO‘:l
e) yn+1_yn:(n+1)2a TI,ZO, y0:2

1708. En person tar ett avbetalningslan pa K kr. Lanet 16per med p % arlig ranta. Vid
slutet av ar n amorterar han A, kr. forn=1,2,3,....

a) Stall upp en differensekvation for skulden S, vid slutet av ar n.

b) Bestam S, om A, = A for alla n och bestam konstanten A sa att lanet ar avbetalat
efter N ar.

c) Bestam S, om A, = A (1 + ﬁ)n—l och bestam konstanten A sa att lanet ar
avbetalat efter IV ar.

17.4 Allmanna linjara differensekvationer

Med en linjar differensekvation av p:te ordningen med konstanta koeffi-
cienter menas en ekvation som kan skrivas

(25) Yn+p + Ap—1Yntp-1 +a/p—2yn+p—2 +..+ a1 Ynt1 +G/0yn = d’m n= Oa 1a 27 ey
dar p ar ett positivt heltal, ap_1, ap—2,..., a1 och ag dr givna konstanter och
{dn}5%, ar en given talf6ljd. Ekvationen (25) kallas homogen om d,, = 0 for alla
n, annars inhomogen.

EXEMPEL 14. a) Yny3+3Yn+2 — 2Ynt1 — 2y, = sin nr ar en linjar, inhomogen
differensekvation av 3:e ordningen med konstanta koefficienter.

b) Ynt4 + yn = 0 &r en linjar, homogen differensekvation av 4:e ordningen med
konstanta koefficienter.

Fdljande satser kan man bevisa pa samma sitt som motsvarande satser for differen-
tialekvationer; jamfér med satserna 15.3 och 15.4.

SATS 17.3 (OM LOSNINGSMANGDEN TILL EN HOMOGEN,
LINJAR DIFFERENSEKVATION)

Om talf6ljderna y,ﬁl), y%z), ceey yfzk_l) och y,(lk) ar 16sningar till en homogen,

linjar differensekvation, s& ar ocksa varje linjarkombination av dessa, dvs.

aly,(}) + a2y,(3) +...+ akygk), en 16sning till differensekvationen.
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SATS 17.4 (OM .I.‘GSNINGSMANGDEN TILL EN INHOMOGEN,
LINJAR DIFFERENSEKVATION)

Om y,(lp) ar en partikuldrlosning till den inhomogena, linjira differensekva-

tionen (25) och om y7(1h) ar den allminna l6sningen till motsvarande ho-

mogena ekvation, sa ar y, = y,(f ) + y7(Lh) den allminna I6sningen till den

inhomogena ekvationen.

For var fortsatta behandling av linjara ekvationer beh6ver vi f6ljande definition.

DEFINITION (AV KARAKTERISTISKA EKVATIONEN TILL EN
LINJAR DIFFERENSEKVATION)

Differensekvationen med konstanta koefficienter

(26)  Yntp + Gp-1Yntp-1 + Gp—2Yntp—2 + - - - + UYnt1 + GoYn = dy
sdges ha den karakteristiska ekvationen

(27) P+ ap_1rP "+ a, orP 2 4+ ...+ a7 +ap = 0.

EXEMPEL 15. a) Ekvationen i exempel 14a, har den karakteristiska ekvatio-
nen r3 4 3r2 — 2r —2 =0.
b) Ekvationen i exempel 14b har den karakteristiska ekvationen r* 4+ 1 = 0.

17.5 Linjara, homogena differensekvationer

For enkelhetens skull néjer vi oss i fortsdttningen med att behandla linjara diffe-
rensekvationer av andra ordningen. Forhallandena &r dock helt analoga for linjara
differensekvationer av godtycklig ordning p > 1.

Vi behandlar forst homogena ekvationer, d.v.s. ekvationer av formen

(28) Yn+2 + AYn+1 + byn = 03 n= 07 1’ 2a RS
dar a och b ar givna reella konstanter. Om b = 0 har vi en linjar differensekvation
av forsta ordningen for talfdljden {z,}°2 _,, ddr 2z, = y,41. Vi antar darfor att

b # 0.
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SATS 17.5 (OM LOSNINGARNA TILL ANDRA ORDNINGENS
HOMOGENA DIFFERENSEKVATION)

Betrakta den homogena differensekvationen

(28) Ynt2 + QYnt1 + by, =0, n=0,1, 2,...,

dir a och b ar reella konstanter med b # 0. Lat vy och r, vara rétterna till
den karakteristiska ekvationen 72 + ar +b = 0. D3 galler féljande:

1°: Om 7y och ry &r reella och olika, sa har (28) den allminna (reella)

16sningen
(29) Yn = Cr1r} + Corh.

2°: Om ry = ry har (28) den allménna (reella) 16sningen
(30) Yn = (C1 + Can)r?.

3°: Om r; och ry ar icke-reella, sa &r ro = 77 och vi skriver rotterna pa
polér form; se figur 17.10:

(31) pet¥i dirp>0o0ch0<w< .
Den allménna (reella) 16sningen till (28) ar da
(32) Yn = p"(C1 cos nw + Cy sin nw).

I samtliga fall betecknar C; och C; godtyckliga (reella) konstanter.

EXEMPEL 16. Ekvationen y,t+2 — 4yn+1 + 3y, = 0 har den karakteristiska
ekvationen r2—4r+3 = 0 med rotterna r; = 1, r = 3. Den allméinna 16sningen
till differensekvationen ar dirmed y, =C1-1"+Cy-3" =C1 + Cy - 3".

EXEMPEL 17. For ekvationen y,42 — 4yYn+1 + 4y, = 0 ar den karakteristiska
ekvationen 72 — 4r +4 = 0 med rotterna r; = ro = 2. Alltsd har differensekva-
tionen den allminna l6sningen y, = (Cy + Can) - 2™.

EXEMPEL 18. Den karakteristiska ekvationen till ekvationen y, 42 — 2yn4+1+
+2y, = 0 ar r2 — 2r + 2 = 0. Den har rétterna 1+ ¢ = /2 - e¥™/4, Differens-

ekvationen har alltsa den allm&nna 16sningen y, = (\/5)" (01 cos % + Cysin %) .

Bevis for sats 17.5: 1. Antag forst att ro # rq, reella eller ej. Da visar inséttning
i (28) att r} och r} ar 16sningar, eftersom 71 och ry ar rétter till den karakteristiska
ekvationen. T.ex. far vi for y, = r} att

Ynt2 + QYny1 + by, = r’f“ + arﬁ”‘1 +bry = ri‘(r% +ary+b)=r7-0=0.

Déarmed ar Cyrf 4 Cary en 16sning for godtyckliga konstanter €'y och Cy enligt

sats 17.3. Det aterstar att bevisa att varje 16sning till (28) har formen (29) resp.
(32).
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Lat {y,}52, vara en godtycklig 16sning till (28). Denna ar entydigt bestimd av
vardena yo och y;, eftersom (28) successivt ger y2, Y3, Y4,.... Om konstanterna
Cy och C; kan viljas sa att 16sningen Cyr} + Cor} till (28) Gverensstdmmer med
Yo och y1, sa kommer alltsa Cy77 +Cary = y, att gélla fér allan, n =0, 1, 2,....
Vi far for » = 0 resp. n = 1 villkoren
Ci+C2=yo o C1+Cr=1yo

r1C1+r2Ce =y (r1—r2)C1=y1 —rayo
Systemet har, som vi ser, en entydig 16sning Cy, Cs, vilket visar att varje l6sning
till (28) har formen (29).
Om r; och ro &r reella, blir tydligen 16sningen (29) reellvird om och endast om
Ci och Cy viljes reella. Ar r; och ry inte reella, sd maste r, = 7y, eftersom
koefficienterna a och b i den karakteristiska ekvationen ar reella; se sats 13.10. Da
kan rétterna ry och ry skrivas (se figur 17.10)

pet¥l = p(cosw =+ isinw),

dar p = |r1] = |r2| > 0 och 0 < w < 7. Vi kan darmed y
for godtyckliga komplexa konstanter By och Bs skriva
Yn = B1r? + Borh = Byp"e™' + Bypte "™ =

= p™(Bi(cos nw + isin nw) 4+ Ba(cos nw — isin nw)) =
= p™((B1 + Bz) cosnw + i(By — Bz) sinnw) =

= p™(C1 cos nw + Cy sin nw).

n

Har ar =h
Ci = Bi+ By, Co=i(B; — By) Fig. 17.10
och darmed
1 . 1 .
B; = 5(01 - lCz), By = E(Cl +'LC2)'

Man kan alltsa fa godtyckliga reella varden pa C; och C genom att valja lampliga
komplexa véarden pa By och By. Varje talfoljd {y,}52,, dér y, har formen (32)
med reella C; och Cy, ar alltsd en 16sning till (28) och omvént ar varje reellvard
16sning till (28) i detta fall av formen (32).

I1. Antag nu att ro = ry, som da maste vara reellt, da ju a och b ar reella. Eftersom
ry ar dubbelrot till karakteristiska ekvationen, dr som ovan r} en I6sning till (28).
Vidare ar y, = nr} en losning, ty

Ynt2 + @Wnt1 + by = (n+ 2172 + a(n+ 1)rPt! + bor} =
= r?(n(r% +ar; +b) + 27’% +ary) = r7(04+r1(2r + @) = r;H'l (2r1+a) =0,

da ju r6tternas summa i karakteristiska ekvationen ar 2r; = —a. Darmed ar ocksa
C1r}+Canr} en 16sning for godtyckliga konstanter Cy och C enligt sats 17.3. Att



46 TALFOLJDER OCH LINJARA DIFFERENSEKVATIONER

varje 16sning till (28) har formen (30) visas pa samma sétt som i fall I. Eftersom
16sningen ar entydigt bestdmd av yg och y;, racker det att visa att man kan vilja
Cy och C; sa att (Cy + Can)r} overensstimmer med yo resp. y; for n = 0 resp.
n =1, d.v.s. sa att

Cy = Yo
(C1+Cy)ri =
Detta system har den entydiga l6sningen Cy = yo, Cy = y1/r1 — Yo, dd jury #0
eftersom b # 0. (30) &r alltsa den allminna losningen i detta fall och den ar
reellvard om och endast om Cy och C; viljes reella. |||
EXEMPEL 19. Betrakta Fibonaccis talféljd {F,}52,, som &r bestamd av
att o = 0, F; = 1 och Foyo = Fyy1 + F, for n > 0; jamfor exempel 10.
Differensekvationen F,, 12 — Fj,41 — F, = 0 har den karakteristiska ekvationen
r? —r — 1 =0 med rotterna (1 £ +/5). Allts3 &r

Fnzcl-(lﬂ/g) +CZ'(1_\/5) , n=0,1,2,....

2 2
Begynnelsevillkoren ger for n = 0 resp. n =1
Ci + Cy = 0
{ WEe 4+ 1580, = 1
d.v.s.
C = 1/\/5 och Cy = —1/\/5.
Darmed ar
1 (1+6\ 1 {1-v5\"
= ey (459) -5 (57)

Hogerledet i denna formel ar tydligen alltid ett heltal, eftersom F,, ar ett heltal
for varje n > 0. T.ex. ar

(14 VB~ (1 - VB)?

F3 = = 2.
3 23\/5
o (1=vB\" ] .
Eftersom (1 — /5)/2 ~ —0.618, ar 5 ~ 0 for stora varden pa n (se
sats 17.1) och dirmed F, ~ % (1 +2\/5> , dar (14+4/5)/2~1.618 . T.ex. ar
10
% (1 +2\/5) ~ 55.004 en god approximation till Fjo = 55.

Anm. 2. Man finner med hjalp av (33) att (kontrollera dettal!)
lim Fn1/F, =2/(V5+1) = (V5 —1)/2 ~ 0.6180339887.
n—+00
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Detta tal, det s.k. gyllene snittet, vars varde ar ~ 5/8 = 0.625, har alltsedan antiken betraktats
som det estetiskt mest "harmoniska” delningsférhallandet. Bade det gyllene snittet och Fibonaccis
talfoljd forekommer i naturen. T.ex. sitter bladen pa ett vaxtskott ofta sa ordnade att deras lagen
i férhallande till en fix punkt ar en brakdel Fy,_,/F, av ett helt varv, d.v.s. 1/2, 2/3, 3/5, 5/8,
8/13,.... En sadan vaxt far spiralstruktur.

Fibonaccitalen ”dyker upp” i samband med matematisk behandling av vissa problem. T.ex. ar
sannolikheten s, = Fy_1/2" for att det behdvs exakt n kast med ett mynt for att “krona” (resp.
“klave”) skall erhallas 2 ganger i foljd (s1 =0, s2 = 1/4, 33 =1/8, s4 = 1/8, s5 = 3/32 0.s.v.).

UPPGIFTER

1709. Los differensekvationerna (dar n > 0)

a') Yn42 + Yng1 — 6yn =0 b) Yn+2 — 7yn+1 + 10yn =0 C) Yn42 — 4yn—}-l + 4yn =0
d) OYn42 +6Yns1+Un =0 €) Yny2 +2y, =0 f) Ynt+2 +4Yns+1 + 8y =0
g) Yn43 — 6yn+2 + llyn+1 — 6y, =0 h) Yn43 — 3yn+2 + 3yn+1 —yn =0.

1710. Bestam den losning till differensekvationen 4y, 42 — 2v/3yn41 + ¥n = 0 (n > 0) for
vilken yo = 0, y; = 1. Ange speciellt yyo;.

1711. 1 en viss talfoljd {y,}52, &r fran och med det tredje talet i foljden varje tal

medelvardet av de bada narmast foregaende. Undersok om lim y, existerar och ange i
n—o00

sa fall detta tal.

1712. Vid en studie av spridningen av smittsamma sjukdomar observerades antalet fall
av massling i en skola. Man bedomde att sannolikheten p, (dar 0 < p, < 1) for minst
ett nytt fall av massling i skolan under den n:te veckan efter epidemins utbrott uppfyllde
ekvationen p, = pp_1 — pn-2/5 med pg = 0 och p; = 1.

a) Bestam ps, ps och ps samt p, f6r allmant n.
b) Epidemin bedémdes vara 6ver da p, < 0.1. Nar intraffar detta?

1713. Tva spelare, A och B, spelar mot varandra (t.ex. genom att singla slant). I varje
omgang vinner A med sannolikhet p och B med sannolikheten ¢ = 1 — p. Vinnaren far en
krona av forloraren. Antag att A och B tillsammans har a kr. Spelet pagar tills nagon
av spelarna blir ruinerad. Om A har n kr, 0 < n < a, vad ar sannolikheten p, att A blir
ruinerad?

Ledning: Visa att p, = ppny1 +qpn-1 for 1<n<a-1, po=1, p, =0.

1714. Bevisa med induktion att for Fibonaccitalen F, galler:

n—2
a)Fn><%> for n > 3 b) F < 2" forn >0
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n n
) Y Fi=Fnpy—1forn>0 d) Y (-1)¥Fe = (=1)"Fn_y — 1 forn > 1
k=0 k=0
n n
€)Y FZ=FpFpy forn>0 £) Y Fap_y = Fyn forn > 1
k=0 k=1
n
8) > Far=Fanp1—1forn>0 h) F2 4 F2,, = Fappy forn >0
k=0
i) F2y — F2=FpysFy_1forn>1 j) Fon = Fy_1Fp+ FyFpyy forn> 1.

17.6 Linjara, inhomogena differensekvationer

Vi studerar nu inhomogena differensekvationer

(34) Ynt2 T QYn1 + byn =dn, n=0,1,2,...

dir a och b antas reella och b # 0. Precis som for linjira differentialekvationer
racker det enligt sats 17.4 att finna en partikuldrlosning till (34), om vi redan

har 16sningarna till motsvarande homogena ekvation. Vi ndjer oss med att ange
lamplig 16sningsansats for nagra speciella typer av hogerled d,,.

A: Antag forst att d,, ar ett polynom i n av grad ¢, d.v.s.

dp = bgn? +by_yn?™ + ...+ byn + bo.
(»)

Da ansatter man en partikularlosning y, ' enligt foljande; jamfor linjara
differentialekvationer:

L P = agn? + ag_1n? 1+ ...+ an+ap om r; # 1 och rp # 1.

I1. yﬁbp) = n(agn? + aq_lnq_l + ...+ a1n + ap) om exakt en av rotterna rq
och o ar = 1.

I11. yflp) =n2(agn? + a0 1+ ...+ an+ap) omry =1y = 1.

De fran borjan okidnda koefficienterna ag, aq—1,...,a; och ao bestimmer man
genom att sdtta in i vinsterledet av (34) och identifiera koefficienterna for varje
potens av n i de bada leden. Observera att i fall II &r y,ﬁh) = C med godtyckligt
C en 16sning till motsvarande homogena ekvation, vilket forklarar varfor yﬁp) inte
innehaller nagon konstant term. I fall III &r y&h) = C1+Csn; detta forklarar varfor
y&p) inte innehaller termer av grad < 1.

EXEMPEL 20. Bestim en partikularldsning till 4,49 — 4¥p41+ 3y, = 302 +5.

Losning: Den karakteristiska ekvationen r%2 — 47 + 3 = 0 har enligt exempel
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16 rotterna 7y = 1 och r = 3 och hégerledet dr ett polynom av andra graden.
Vi gor da (se fall II) ansatsen

y®?) = n(An? + Bn + C) = An® + Bn? + Chn.
Darmed ar
vy — 4l + 3y = A(n+2)°+ B(n +2)* + C(n+2)-
~4(A(n+1)°+Bn+1) 4+ C(n+1))+3(An®* 4+ Bn? +Cn) =
= —6An% — 4Bn + (44 - 2C).
Detta blir = 3n? + 5 om och endast om

—6A = 3 A = _%
—4B = 0 ,dvs. B = 0
44 -2C = 5 C = -1
Alltsa ar yP) = —1n® — In en partikuldrlésning.
Svar: —%n3 - %n

B: Antag sedan att
dp = (bgn? +bg_1n™" 4. ..+ bin+ bo) - k",

dir k ar en (reell eller komplex) konstant. Man ansitter da en parti-
kularlosning

y®) = pm . (agn? + ag-1n" ' + ...+ a1 + ag)k™,

dar m ar det antal rotter till den karakteristiska ekvationen som ar = k.

Observera att vii A har behandlat specialfallet k¥ = 1. Konstanterna aq, a4—1, ...
a; och ap bestimmer man som tidigare genom att sdtta in och identifiera.

EXEMPEL 21. Bestam den l6sning till ekvationen y,4+2 —4yn+1+ 3y, = n-37,
for vilken yg = 2 och y; = 5.

Losning: Enligt exempel 16 har den karakteristiska ekvationen rétternary = 1
och 7o = 3, varfor vi enligt B ansétter

y®) = n(An+ B) - 3" = (An? + Bn) - 3".
Da ar
vl = 4l + 3P = (A(n+2)° + B(n+2) - 8"
—4(A(n+1)2+ B(n+1)) - 3" £ 3(An? + Bn) - 3" =
= (124n + (24A + 6B)) - 3".

Detta ar = n - 3™ om och endast om
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124 =1 A=1/12
244 + 6B = 0 B=-1/3

och dirmed
y®) = (n%/12 — n/3) - 3".
Enligt exempel 16 har motsvarande homogena ekvation den allminna lésningen
yM = Cr+Cy- 3™
Den inhomogena ekvationen har alltsa den allm@nna 16sningen
Yo = C1 + (Cy — n/3 4+ n%/12) - 3",
Begynnelsevillkoren ger fér n = 0 resp. n =1 att

Ci+Cy = 2
Cl+3(02—-1/4) = 5’

dvs. C) = 1/8, C, = 15/8 Alltsa ar
Yn = 1/8+ (15/8 — n/3 4+ n%/12) - 3™,
Svar: y, = 1/8 + (15/8 — n/3 + n?/12) - 3™.

C: Antag nu att

(35) dn = (bgn? + bg—1n?™1 + ...+ byn + bo)k™ cos nw

eller

(36) dn = (bgn? 4+ by_1n?™ ! + ...+ byn + bo) k™ sin nw,

dar bo, ..., by, k och w ér reella. Vi betraktar i detta fall hjalpekvationen

(37) Ynt2 + Qi1 + 0Yn = (bgn? + ... + byn + bo) (kev)™,

i vilken hogerledets realdel resp. imaginardel ar hogerledet i (35) resp. (36).
Vi bestammer f6rst en partikulirlésning y,(f) till (37) enligt B. Funktionen
Re y7(f ) resp. Im yff’ ) blir di en partikularlosning till (34) med hogerledet
(35) resp. (36).

Detta foljer dd man betraktar real- resp. imagindrdelen av de bada leden i (37),
dar vi forutsatt att a och b ar reella; jamfor linjara differentialekvationer.
EXEMPEL 22. Bestim en 16sning till y,42 — 4yp+1 + 3y, = 27 sin(nw/2).
Losning: Till hjilpekvationen Yy, 49 —4n11 +3y, = (2¢™/?)™ ansitter vi enligt
B 16sningen
y’gp) — A(Qem'/2)n,
eftersom 2e™/2 inte ir en rot till karakteristiska ekvationen; se exempel 16. Vi
satter in i hjdlpekvationen och far da
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A(zeﬂ'z’/2)n(4ewi _ 867ri/2 + 3) — (2671-1'/2)71’
vilket ar ekvivalent med
A= (—1+48i)/65.

Den givna ekvationen har dirmed partikulirlésningen

—-1+48;¢ nw o, . nw 2" nT . nmw
(?) — fyp | 22T on nn __) -2 M sin 2T
Im y/ Im { 65 2 (cos 2 +isin ) ] o5 (8 cos —- —sin — )

27L
Svar: 6_5 (8 cosn—; — sin %) .

D: Vi avslutar med f6ljande sats, som vi behover da hogerledet i (34) &r en summa
av termer, som var och en kan behandlas enligt A, B eller C ovan.

SATS 17.6 (OM EN PARTIKULARLOSNING DA HOGERLEDET
AR EN SUMMA)

Om z, och w, ar partikularlosningar till (34) med hogerleden e, resp. f,, sa

ar ylP) = 2n 4w, en partikularldsning till (34) med hogerledet d,, = e, + f,.
Y p g g

Bevis: yq(ﬁz + ayff.’ﬁl + byr(ap) = (2n42 + Wny2) + a(Zng1 + Wng1) + b(2n + wy) =

= (Zn+2 + AzZp+1 + bzn) + (wn+2 + AWn41 + bwn) =e,+ fn = dn ”l
EXEMPEL 23. Betrakta ekvationen y,1+2 —4yn41+3y, = 3n2+5+n-3". Med

hjalp av sats 17.6 och resultaten i exempel 20 och 21 inser vi att ekvationen
har partikuldrldsningen y, = —n3/2 — 7Tn/2 + (n%/12 — n/3) - 3™.

UPPGIFTER

1715. Los differensekvationerna (dar n > 0)

a) Ynt+2 — 4Ynt1 + 3Yn = —4 b) Ynt2 = 2Un41 + Y = —4

¢) Yn+2 — 3Yn+1 — 10y, = 36n — 21 d) Yn42 + 2Uns1 + 2y = n®

€) Yny2 — FYn+1 +Y=3+n, =1, y1 =-1

f) Ynt2 + Ynt1 — 2yn = 2+ 2Tn+ 100, yo=y1 =5

g) Un+2 — 4Ynt1+8yn =26n, yo =0, y1 =1 h) yop1 — 2yn = n, yo = 0 (jfr 1707c)
D) Ung1+Un=3n—2, yo =1 (jfr 1707d)  j) Y41 — ¥n = (n+ 1)%, yo = 2 (jfr 1707e¢).

1716. Los differensekvationerna (dar n > 0)

a) Yn+2 + Ynt1 — 2Yn = 3" b) Ynt2 = Unt1 — 2y =n - 2"

) Ynt2 —4Yn41 +3Yn =n-3"  d) Yny2 +6Ynt1 +5yn =n - (=1)", vo =0, y1 = -2
©) Yn+z = Wnt1 =20 = (V3+ 1", go =1, y1 = V3
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f) Ynt2 = 2Unt1 +4Yn =n/2", Yo =y1 =0 &) Yn41 — Yu = €", yo = 0 (jfr 1707a)
1717. Los differensekvationerna (dar n > 0)

a) Ynt+2 — 4Yns1 + 4y, = 3n 42"

b) Ynt2 — 2Ynt1 +4yn =n 2"+ 4", yo =1/3, y1 = 7/3

¢) Ynt2 — 4Yn = —6n? 4+ 8n + 17 4 27+!

) Wntz =4+ (n+3)(8+37"), o =1, y1 =2

. nm . T
€e) Yn+2 — 2Yn+1 + 4yn = 2" sin N f) Ynt2 + yn = nsin 5>

o

g) Yn+1 — Yn =sinn, yo = 0 (jfr 1707b).
1718. En talfoljd {yn}5%, bestdms av yo = 0, y3 = 1 och yp42 — 6yny1 + 8yn = n - 27

for n > 0. Harled en explicit formel for y, och berakna med hjalp harav y;,.

1719. a) Bestam Y, for n > 3 i exempel 11, da Y7, Y3 och I ar givna samt b = 0.9.
b) Samma uppgift d& I =0 och b = 1.

1720. Los differensekvationerna (dar n > 0)

a) Yn43 — 6Ynt2 + g1 — 6yn = 2" 4o =6, y1 =8, yo = 12
b) YUn43 = 3Yn42+3Uns1 — U= (-1)", o =1 =12 =0
C) Yn43 —Yn42 —Unt+1+Un =4 vo=4 y1 =1, 2 =4.

al0...000
lal...000
0la...000

1721. Bestam for n > 1 den n-radiga determinanten D,, = , da
000 ...1al
000...01a

a) a=+/5 b)a=2 c)a=+3 d)a=1 e) a=0.

1722. Los systemet av differensekvationer (dar n > 0)

Yn4+1 = Yn — 2n, Yo =1
Zn+1 = Zn + Ynt1, 20 =0

17.7 Kort historik

De grundlaggande operationerna i den s.k. differenskalkylen ar differensbild-
ning och summation, betecknade med A och ¥. Dessa motsvarar derivation och
integration i infinitesimalkalkylen. Differenssymbolen A anvandes 1706 av Johann
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Bernoulli och summationssymbolen ¥ ar 1755 av Euler.

Differenskalkylen borjade utvecklas pa 1600-talet i samband med interpolations-
problem (se avsnitt 9.8), som hade praktisk betydelse for navigation, astronomi och
geografi. Gregory (1670) och Newton (1676) héarledde oberoende av varandra en
interpolationsformel, som inneholl differenserna A f, A2f, ... av forsta, andra o.s.v.
ordningen till en funktion f. Leibniz behandlade differenser for talfoljder 1666
och for funktioner 1673. Genom Taylors verk Methodus incrementorum directa et
inversa (1715) etablerades differenskalkylen som en separat gren av matematiken.

En viktig differensekvation ar f(z + 1) — 2 f(z) = 0. Den satisfieras av gamma-
funktionen I'(z), for vilken I'(n) = (n — 1)! da n &r ett positivt heltal (se uppgift
1045 i avsnitt 10.7). Linjdra differensekvationer med konstanta koefficienter un-
dersoktes ingdende av Lagrange (1759,1775,1792). Laplace behandlade i flera
arbeten fran 1766 och framat linjara differensekvationer, aven med variabla koeffi-
cienter, i samband med problem i sannolikhetskalkylen. En allmén teori for linjara
differensekvationer gavs 1885 av Henri Poincaré .

I borjan av 1900-talet fick differensekvationer 6kad betydelse, nar man bl. a. genom
kvantteorin upptackte att manga fenomen i omvarlden inte kan beskrivas korrekt
med kontinuerliga funktioner definierade pa intervall. Betydelsefulla insatser har
gjorts av bl. a. George Birkhoff, R.D. Carmichael, Salvatore Pincherle, Oskar
Perron och Niels Erik Norlund.

En differentialekvation av férsta ordningen kan approximeras med en differens-

ekvation av forsta ordningen genom att man approximerar derivatan f—il% med en

differenskvot —g—%. Detta kallas en diskretisering och ir ingenting annat 4n Eu-
lers metod for approximativ 16sning av differentialekvationer; se avsnitt 14.7. Ef-
tersom differensekvationer ar speciellt lampade fér datorberdakningar, ger detta en
mdojlighet att snabbt 16sa differentialekvationer numeriskt, sirskilt sedan Eulers
metod vasentligt forbattrats.
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18 NUMERISKA SERIER

Vi kan i princip addera andligt manga tal, oavsett hur manga de ar. T.ex. ar

10
1 1 1 1 2341
—=1l4+-4+-+...+—=2—~2.92
;k NP TRar 7T kil
och med hjalp av en programmerbar miniraknare eller en dator finner vi att exempelvis
1000 100000
— = 7.48547 och — =~ 12.09015.

I vissa fall kan man harleda en formel for ZZ=1 ax, med vars hjalp man sedan snabbt kan
berakna summan for godtyckligt stort n. Exempelvis ar

- n(n+1) = 1 1
= —— =1-
,;"’ 3 ok ;k(k+1) ni 1

vilket omedelbart ger att t.ex. Ziolo k = 2001000 resp. Ziiﬂg EUc'1+_15 = 0.9999. Vi ser

ocksé med hjalp av summaformlerna att dd n — co gar Y »_, k mot co medan 5, Hk—lm

gar mot 1. For 3 _; + (liksom for de flesta andra liknande summor) finns ingen exakt
sadan formel; se dock uppg. 1825 c.

En summa ) ;_, ax av andligt manga tal beraknar vi genom att till a; successivt addera
as, as,...,a,. Kan vi ocksa addera odndligt manga tal? Den nyss namnda metoden med
successiv addition ger oss tydligen inte summan av alla talen i en talfljd {ax}32,. Hur
skall vi da definiera summan av alla dessa tal ax och vad ger den valda definitionen nar
t.ex. ax = +7 Vi skall studera dessa problem har. Det visar sig att det i manga fall, men
inte alltid, ar majligt att tilldela talen i en given talfljd {ax}32; en summa.

18.1 Definition och enkla exempel

Lat {ar}32, vara en given (reell eller komplex) talfoljd; jamfor avsnitt 17.1. Den
formella summationen a; + a3 + a3 + ..., som ocksa skrives ) 72 ak, kallas (den
oandliga) serien med termerna a. Vi vill nu om méjligt definiera summan
av talen ag, tagna i nummerordning. Vi borjar da med att betrakta talfljden

{sn}52,, dar
n
Sp = Z af,
k=1

d.vs. s = a1, s3 = a1 + ay, S3 = a1 + az + az o.s.v. Med hjalp av denna nya
talfoljd gor vi foljande definition:
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DEFINITION (AV EN SERIES DELSUMMOR, KONVERGENS,
DIVERGENS OCH SUMMA)

o0 n
Om E aj ar en given serie, sa kallas s, = Z ay, seriens n:te delsumma.
k=1 k=1
oo
Serien Z ay siges vara konvergent (eller konvergera) och ha summan'!
k=1

s, om ll_)m S, = s. Man skriver da Zak = s. Serien Zak sages vara
n—oo
k=1 k=1
divergent (eller divergera) och sakna summa om ll)m s, inte existerar.
n—ro0
Om speciellt s, — oo eller s, - —oco da n — o0, sa siger vi att serien
divergerar mot oco resp. —oo.

OBS. 1. Observera att beteckningen ) 3>; ax anvinds dels for att ange vilken

serie det ar fraga om, vare sig denna &r konvergent eller divergent, dels som be-

teckning for seriens summa, om serien konvergerar. Jimfér med beteckningen
[e.¢]

/ f(z) dz for en generaliserad integral; se avsnitt 10.6.

EXEMPEL 1 Betrakta serien
Z + T NI S
kk+1 6 12 20 30 " n(n+1)
Har ar n.te delsumman

1 1 1

T2 estsat tamen "

N N

varfor lim s, = 1. Serien ir alltsa konvergent och har summan 1.
n—00

Sp =

EXEMPEL 2. Serien

2( DFE=D/2 =1 41— 1—14141-1-1+..
k=0

har delsummorna 1, 2, 1, 0, 1, 2, 1, 0,.... Denna foljd saknar gransvérde.
Serien ar alltsa divergent.

!Egentligen borde man siga att seriens termer har summan s.
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EXEMPEL 3. Fiir serien
[e]
ST
ar n:te delsumman
1

= e \/_
vl \f \/- \/_ \/_
Darmed giller att s, — 0o da n — 00, varfor serien divergerar mot co.
EXEMPEL 4. Serien
[oe]

SI

%.l -
Sl
Sl

Zaqk :a+aq+aq2+...+aqk+...

k=0
kallas en geometrisk serie med kvoten gq.
Antag forst att a = 0. D& ar s, = 0 for varje ¢ och darmed li}m sn = 0. Serien
0+0+0+...4dr alltsa konvergent med summan 0.
Antag sedan att a # 0. Om da ¢ = 1, ar s, = n - @, som gar mot oo eller —oo
da n — oo, varfor serien ar divergent. Om ¢ # 1 ar
1—-q"

sp=a+ag+ag®+...+ag" ' =a- =g

se 8° i avsnitt 1.9. For |g| < 1 géller att ¢" — 0 d& n — oo (se sats 17.1) och

foljaktligen att s, — a/(1 — q). Serien ar alltsd konvergent f6r dessa ¢ och har
summan a/(1 — ¢), d.v.s.

1
Om |g| > 1 gar |¢|™ mot oo d& » — oo och om ¢ = —1 antar ¢" omvéxlande
vardena +1. Talfljden {s,}32, har alltsa inget gransvarde och serien dr darmed
divergent for dessa q.

a .
a+aq+aq2+...+aq"+...:Tq for |q| < 1.

EXEMPEL 5. En person A tanker anstélla en person B for att under hogst
1000 arbetstimmar tillverka ett stort antal likadana maskindelar. B raknar
med att det tar 1 timma att tillverka den férsta maskindelen och att sedan varje
ny del skall ta 0.1% kortare tid 4n den foregdende. Han begér betalning med 100
kr for den férsta maskindelen, 100/ ¥/2 ~ 93 kr for den andra, 100/ ¥/3 ~ 90
kr for den tredje och allmént 100/ ¥/n for den n:te. Bor A anta anbudet?

Losning: For att tillverka n maskindelar atgar tiden
tn =1+0.999+ 0.999% + ...+ 0.999""! =

1-0,999"
= ]_ . —’ = _ . n 1 .
T 0.999 1000(1 — 0.999™) timmar;
se exempel 4. Arvodet for dessa skulle bli
100+1—00+@+...+l(—)9— > nio = 100n°° kronor;
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jfr exempel 3. Eftersom t, < 1000 for alla n, hinner B tillverka hur manga
delar som helst inom den angivna tiden, varvid arvodet vixer obegransat med
n. A bor alltsd inte anta anbudet! F6rk1aringen till resultatet ar att serien
ZO 999* 4r konvergent, medan serien Z -
ot f
Svar: Nej.

ar divergent.

OBS. 2. Gransvardesreglerna ger oss direkt foljande:
°: Om Y32, ax och Y22, by, konvergerar, sa konvergerar ocksa Y 5o, (ax +b)
och Y 72 cag, dar ¢ ar en godtycklig konstant. Vidare ar da

oo oo oo [o.0) O
Z(ak+bk) = Zak—{—Zbk och ank = cZak.
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

2° : Om Y 72, ar divergerar, sa divergerar ocksa ) je, cag, d& konstanten

c#0.
°: Y %2, ak ar konvergent om och endast om ) %=, ar ar konvergent, dar m
ar ett godtyckligt valt positivt heltal. Da serierna ar konvergenta &r

0 m—1 oo
zk:l A = Zk:l ag + Zk:m af
4° ; Om den ena av serierna y jpey ax och > 72, by konvergerar och den andra
divergerar, sa divergerar serien Y o, (ax + bg).

Vi lamnar de enkla bevisen som &vningsuppgifter; se uppg. 1810 och 1811.

SATS 18.1 (ETT NODVANDIGT VILLKOR FOR EN SERIES

KONVERGENS)
o0

Om serien Z ay konvergerar, sa ar hm ar = 0.
k=1 k—y00

Om klim ar = a # 0 eller om klim a, inte finns, dr serien )z, ay alltsa divergent.
—00 —o0

Bevis: Med beteckningen s, = 259:1 a; far vi att

k k-1
Sk — Skp—1 = Zaj - Zaj = ag.

j=1 j=1
Om nu serien konvergerar, sa ar

lim a; = hm (sk—sk 1) = hm Sp — hm Sk-1=s—s=0. |||
k—o0



58 NUMERISKA SERIER

EXEMPEL 6. Z(—l)k ar divergent, ty (—1)* har inget grinsvirde d& k — oo.
k=1

EXEMPEL 7. stin% fir divergent, ty lim ksin% = lim Sllll/lk/ k120
k=1

OBS. 3. Observera att sats 18.1 siger:

Om Z ar konvergerar, sa medfor detta att  lim ax = 0.

P k—oc0
Diaremot giller inte omvandningen, d.v.s. hm ar = 0 medfor inte att
k—00
1
701 ar konvergerar. Exempelvis 4r lim — = 0, medan serien E — di-
Zk_l k g p Eyo0 k \/—

vergerar; se exempel 3.

Anm. 1. Begreppet serie kan konkretiseras pa foljande satt: Om {ax}ze; ar en given talfcljd,
sd definieras serien 2:;1 ax med termerna ag, som foljden av talpar {(an, sn)}ne1, dar

Spn = ZZ=1 ay for varje n € Z.

UPPGIFTER
1801. Berakna
)1+1+ +—+i+ b2+2+1+2+
2 4 8 16 32 ) 39 81
1 1 1 1
14+09+0.8140.729+0.6561+ ... S W
c) 14+0.9+ + + + d) 5" ats 16T

e) 9—6+4——§-+...
1802. Bevisa att foljande galler for |g| < 1 :

1

—=1— 2B (=g
a)1+q i+ -+ + (=) +
1
b)%Z:1+2q+2q2+...+2qk+....

1803. a) Antag att klirn ax = 0. Bevisa att ) ;o (ax — ak4+1) = a1. Anvind detta for att
—00
berakna

1 1 1 1 1
b) kg_l w1 § + 1—5 g— —6—5 .. (tag ag = 1/(4k— 2))
00
Zk_l 2 3 4 B -
=~ k 1 2 3 4

= = - - —_— e = !
d)Z(Hl)! steto Tt (tag ar = 1/k!)
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1804. Berakna for foljande serier zzoﬂ ay den n:te delsumman s, genom att dela upp
ag i tva eller flera termer. Bevisa sedan att serien konvergerar och berdkna dess summa.

)i;—_l__{._l.._{,._l__{.
Yl Gk-1)(2k+1) 1.3 73.5 5.7 "

> 1 1 1 1
b)Z—:—‘-i-r-f'—_—“-{—...

k k

+3 5 13 35 k 12 3

) =s+—+=+... h> = —— L.
¥ el T E T ) = (2k—1)2(2k+1)2 9 oot T

1805. Betrakta den harmoniska serien, d.v.s. serien

Sloilill, Ll

5= gtgtgt-tpt
k=1

a) Berdkna delsummorna s;, ss, s4 och sg till denna serie.

b) Bevisa att sgn > 1+ 5 genom att skriva

—1+1+ 1+1 +1+1-l-1-|-1 +...+ ! + +1
T3 T 5T ) T T it T T )
c) Bevisa med hjalp av resultatet i b) att den harmoniska serien ar divergent.

d) Berdkna pa programmerbar raknedosa delsummorna s19, S50, S100, S500 och S5 000
till serien.

1806. Akilles? jagar en skoldpadda, som fran borjan har ett forsprang pa 10 meter; se
figur 18.1.

10m P; P,P3

S

> &

Fig. 18.1

Akilles (A) springer 10 m/s och skéldpaddan (S) 1 m/s. Efter 1 s har A hunnit till Py,
men da har S natt P, 1 m fran P;. Efter ytterligare 0.1 s ndr A P, menda ar Si P3 0.1
m fran P; o.s.v. Alltsa hinner A aldrig ikapp S! — Detta ar en av den grekiske filosofen
Zenons (ca 450 f.Kr.) paradoxer. Visa att A i sjalva verket hinner ikapp S och berikna
hur lang tid detta tar. Hur langt har A och S d& sprungit?

? Akilles var den storste av de grekiska hjaltarna i det trojanska kriget (c:a 1200 f. Kr.)
och erkant snabbfotad.
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P2 P3 P4

10 10 10
2 3 4

wt

Po
F

A 10
Fig. 18.2

1807. En lopare A springer med den konstanta farten 10 m/s. En annan lépare B kan
halla varje fart som &r lagre d4n 10 m/s. B har fran borjan ett forsprang pa 10 m; se figur
18.2. Da A springer fran P, till P;, valjer B att halla farten % - 10 m/s och hinner till P,
nar A nar P;. Da A springer fran P; till P, haller B farten % -10 m/s mellan P, och P;
och da A springer mellan P, och Ps hinner B fran Ps till P, med farten % -10 m/s, 0.s.v.
A springer alltsa hela tiden fortare 4n B. Hinner A ikapp B?

1808. Tva pojkar som befinner sig pa avstandet 250 m fran varandra borjar springa rakt
mot varandra med samma fart: 5 m/s. Samtidigt springer en hund med farten 7.5 m/s
fram och tillbaka mellan pojkarna tills de mots. Hur langt har hunden da sprungit? Los
problemet dels med, dels utan anvandning av serier.

1809. L, L,,..., Ly ar tolv halvlinjer genom origo i ett koordinatsystem, numrerade
moturs. L; bildar vinkeln 30° med positiva z-axeln, Ly 30° med Ly o.s.v.; se figur 18.3.
Fran en punkt P; pa L; 1 langdenhet fran origo falls en normal mot Ly som skar Ly 1 Ps.
Fran P, falls en normal mot L3, som skar L3 i P53 o.s.v. Strackorna Py Py, PsPs, P3Py,...
bildar en spiralkurva som gar oandligt manga varv runt origo. Hur lang ar denna kurva?

Fig. 18.3

1810. Bevisa att ) o, ax ar konvergent om och endast om ) o ar med m > 1 &r
konvergent, och Z;:O:I ar = ZZ%____II ay + Zzozm ai. — Observera att detta medfor att om
man tar bort eller andrar andligt manga termer i en konvergent serie, sa far man en ny
konvergent serie. Bevisa ocksa motsvarande egenskap hos en divergent serie.
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1811. a) Serierna ) .. ax och Y 77 by ar konvergenta och har summorna A resp. B.

Bevisa att serierna ) o, cax och Yy~ (ax+bx) ar konvergenta och har summorna cA
resp. A+ B.

b) Bevisa att om ) -, ax ar divergent, sd ar Y ., cax divergent for varje ¢ # 0.
c) Antag att en av serierna ) o, ax och Y -, b ar konvergent och den andra divergent.

Bevisa att serien ) p.,(ax + bx) divergerar.
d) Antag att serierna Y oo, ax och Y g2, by bada ar divergenta. Visa med exempel (dar

ax # —bi) att serien Y o, (ax + bx) kan vara konvergent eller divergent.

18.2 Nagra egenskaper hos talfoljder

Vi har tidigare definierat monotona och begriansade funktioner; se avsnitten 5.1
resp. 8.1. Vi behéver nu motsvarande begrepp for talféljder. For bekvamlighets
skull formulerar vi darfor har definitionerna for detta specialfall.

DEFINITION (AV MONOTONA TALFGLJDER)

En talfoljd {a,}52, sdges vara

vaxande om @, < dp41
strangt vaxande om a,<a ..
g8 " 4 o alla n
avtagande om G, > Gpi1
strangt avtagande om a, > a,4;
monoton om den ir vixande eller avtagande;

strangt monoton  om den ir strangt vixande eller stringt avtagande.

EXEMPEL 8. Talf6ljden {2/n}52, ar tydligen stringt avtagande. Vidare
ar talféljden {Inn — 1/n}52, stringt vixande, eftersom bade Inn och —1/n
vixer di n vixer. Aven talfoljden {Inn + 1/n}%, ir stringt vixande, vilket
lattast inses av att funktionen f(z) =Inz + 1/z ar strangt vixande pa |1, 00[,
eftersom f'(z) = 1/z—1/2% = (z—1)/2* > 0 dar. Talféljden {3+ (-1)"/n}>,
ar ddremot inte monoton.

DEFINITION (AV BEGRANSADE TALFOLIDER)

En talféljd {a,}32, siges vara nedat begransad om det finns ett tal
A sadant att a, > A for alla n. Analogt siges talfoljden vara uppat
begransad om det finns ett tal B sadant att a, < B for alla n. Vidare
kallas talf6ljden begransad om den ir bade nedat och uppat begransad.
Detta ar ekvivalent med att det finns ett tal M sa att |a,| < M for alla n.
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EXEMPEL 9. Talféljderna {2/n}52,, och {(1 — 1/n)"}52, &r begrinsade,
eftersom 0 < 2/n < 2 resp. 0 < (1 —1/n)" < 1 for alla n. Talfoljden {k"}52,

ar begransad om |k| < 1, ty da &r |k"| = |k|® < 1 for alla n. Om k& > 1 ar
talfoljden nedat men inte uppat begransad och om k < —1 ar den varken uppat
eller nedat begransad.

Vi kan nu formulera f6ljande sats:

SATS 18.2 (OM KONVERGENS FOR EN MONOTON OCH
BEGRANSAD TALFOLJD)

En monoton talf6ljd dr konvergent om (och endast om) den &r begransad.

For en vixande talfoljd ar detta ett specialfall av motsvarande sats for funktioner
(sats 8.1). For en avtagande talfdljd {a,}5>, foljer pastdendet om man forst

tillampar satsen pa den vaxande talféljden {—a,}32,, eftersom li_)m ay, =
n (e.0)

= - lim (—an).

Anm. 2. Om {an}3%; ar vaxande, ar ].lm an =sup{an :n € Z+}. Ar talfoljden avtagande, sa
ar lim an, =inf{a, : n € Z4+}. Se appendjx till kapitel 8.

n—>00

EXEMPEL 10. Talf6ljden {a,}2; ar definierad av att a; = b, dar b ar en
given positiv konstant, och

(1) =T fra=1,2 3.

Undersok om talféljden konvergerar och bestidm i sa fall dess gransvarde.
Losning: Talf6ljden innehaller tydligen enbart positiva tal eftersom b > 0. Om
t.ex. b = 4, sa blir ,

AY
=2y Lo loggs
20 % 4 Yns =7
ap 1 _9, 4 118
ag._2+a2 3 9_72~1.569 ‘
0.s.v.. Vi inf6r hjilpfunktionen y = f(x)
f(:c)—£+l dirz >0
. T2z ’ ——
sa att an4+1 = f(a,). Eftersom !
/ = 1 — i = ﬁ | X
f(z)_2 227 222 7 : >
inses att funktionen har ett minsta virde f(v/2) = =P 235 a
= /2. Hérav foljer att f(z) > /2 for alla z > 0; se Fig. 18.4

figur 18.4. Alltsa ar a, = f(an—1) > V2 for n > 2.
Vidare ar darmed
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an 1 1
an — An+1 =an—7

2a,
for alla n > 2, d.v.s. talféljden {a,}52, ar avtagande. Alltsa existerar lim a, =
. n—>00

= a enligt sats 18.2. For att bestdmma gransvardet a later vi n — oo i (1). Vi

far da att a 1

a = 5 +—;, a :Siﬂ/i.
Det negativa virdet forkastas, eftersom a, > 0 for alla n medfor att a > 0.
Talfoljdens gransvarde ar alltsa v/2 oberoende av startvirdet b.
Man kan konstruera talféljden grafiskt med hjilp av kurvan y = f(z) och linjen

y = z; se figur 18.4.

(a2-2)>0

A,

d.v.s.

Svar: lim a, = v/2 for varje virde pa b > 0.
n—o0

EXEMPEL 11. Stirlings formel.® Vi vill uppskatta hur snabbt talen i
talféljden {n!}s2, vixer med n. Vi skriver

Inn!=In(1-2-3-...-n)=In1+m2+m3+...+lnn=> Ik,
k=1

d.v.s. som en summa av funktionsvarden till funktionen In z i intervallet [1, n].
Denna funktion ar kontinuerlig, icke-negativ och strangt vixande; se figur 18.5.
Mattet for mangden G, = {(z,y) : 1 < 2 < 7,0 < y < Inz}, som ar skuggad
i figuren, kan darfor uppskattas nedat och uppat med hjilp av matten for
rektangelunionerna A, = UZ;}{(z,y) k<2 <k+1,0<y<Ink} och
B, =UiZi{(z,y) : k<2 <k+1,0 <y <In(k+1)}; se figur 18.5: Eftersom
A, C G, C By, m(G, \ A,) > 0 och m(B, \ G,,) > 0, ar

m(A,) < m(G,) < m(B,) (se sats 5.10), d.v.s.

n—1 n—-1 n
D link<m(Ga) <Y 1-ln(k+1)=) 1-Ink.
k=1 k=1 k=2

n n\n
m(Gn):/l ln:cdm:[:cln:c—a:]?:nlnn—n—l—l:ln(——) +1,

Da ju

[

har vi alltsd uppskattningarna A y=lnx
in(n—1)! < (2)" +1<mnl, N
oy L) wistn \\v\%%%\
-1 - 1
Auts(garl) <(e) e NANANRNNNANS >
- n\n /1 2 3 4 5 n-1 n X
(;) e<nl<n- (;) ‘€. Fig. 18.5

8 James Stirling, skotsk 1700-talsmatematiker.
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n
Eftersom faktorn (=) for stora n &r mycket storre 4n n, visar denna uppskatt-
p y PP
k3

e
kan man bevisa foljande formel, som vi beh6ver langre fram i kursen:

ning att n! vaxer ungefar som (— . Med en battre uppskattningsmetod

SATS 18.3 (STIRLINGS FORMEL)

n!:(—g) -V2rn(l+¢€,), dire, — 0dan— oo.

50
Exempelvis ar 50! ~ 3.04141 - 10%* och <@> /1007 =~ 3.03634 - 1054, s& att

e
kvoten mellan dessa bada tal ar ~ 1.0017 och darmed €50 =~ 0.0017. Daremot ar
differensen mellan de bdda nimnda talen ~ 5 - 10%!,

Vi kommer i samband med vara unders6kningar av serier att behdva kdnna till
gransvardena for nagra speciella talféljder. Vi sammanfattar dessa i foljande sats.

SATS 18.4 (OM NAGRA GRANSVARDEN)

1°: lim {/a =1, om a ir en positiv konstant.

n—00
o, 3 n p—
2°: nh_)néo Un=1.
. a® .. .
3°: lim — = 0 for varje konstant a.

. . ] .1 .
Bevis: 1° : Vi skriver {/a = ellna)/n  Eftersom 1_1_)111 e _ 0 och funktionen e*
n—o00
ar kontinuerlig i punkten 0, 4r darmed l_i_)m Va = e =1.
n o0

Inn

2° : Vi skriver {/n = e("®)/™  Enligt avsnitt 6.5 ar li_)m = 0. Som i 1° foljer

darfor att nh_}rrgo Un = 1.

n

3° : Vilj heltalet p sa att p > |a|. D4 4r for n > p+1

_ (M.lﬂ. M)(ﬁL .ﬂ).MJﬂf.l.M
1 2 " op p+1 " n—-1) n ~ p n

(dér likheterna géller da och endast da a = 0). D& n — oo gar hogra ledet mot 0

och péstaendet foljer av instangningsregeln for gransvarden; se sats 3.1. |||

a’n

0<

! ’
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UPPGIFTER

1812. Berakna med raknedosa de 10 forsta talen samt talet aso i foljande talféljder
{an}% ;. Bestam sedan lim a, (om det existerar) med hjalp av sats 18.4 samt rakneregler
71— 00

for gransvarden.

a) a, = /3 b) a, = V/n c) an = V/n3 d) a, = /Tn* + 1000
e)an:m f)an=</§r4-77 g*)an=\"/77!.
1813. Talen by, bo,..., by ar positiva. Visa att

Jim Y% + b8 + ...+ bF = max(b, bs,..., bk).

1814. p ar ett naturligt tal och 0 < k£ < 1. Visa att talfoljden {z,}5%,, dar z, = k"n?,
ar slutligen strangt avtagande, d.v.s. det finns ett N sa att z, > 2,41 for allan > N.
Bestam det minsta mdjliga vardet pa N, da k = 0.99 och p = 2.

1815. Betrakta talfoljden vb, V1+vb, \/1+V1++b, ..., dar b> 0.

a) Berakna de fem forsta talen i f6ljden med fem decimaler da b = 1 och da b = 4.

b) Visa att talfoljden ar vaxande och begrinsad d& b = 1 resp. avtagande och
begransad da b = 4.

c) Visa att talfoljden konvergerar for godtyckligt & > 0 och bestdm gransvardet.

1816. Visa att foljande talfoljder konvergerar och bestam gransvardena:

a) V2, V2+ V2, \2+V24+V2,... b)) V3, /343, \[3+V3+3,. ...
11 1

. . 1 .
1817. Bevisa att nll}rrol<> (; + o + n—+2 +...+ %> existerar.

(Gréansvardet ar In 2; se exempel 15 i kap. 10.)

- 1 N 1 .
1818. a) I talféljden 1, 771 TIT%’ ar £1 = 1 och zp41 = 7o Visa att
talfoljden ar konvergent och berakna dess gransvarde. (Talet — ar ett exempel
1+1—;17:
pa s.k. oandliga kedjebrak.)
b) Samma uppgift for talfoljden {z,}5%, dar 21 = 2 och 41 = 2_:, .
Tn

1819. Beteckna hogerledet i Stirlings formel med a, (1 + €,). Berdkna approximativt
med raknedosa €, och n! — a, for

a)n =10 b) n =20 c) n = 30.
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1820. Berakna med Stirlings formel

n

a) lim — b) lim ~ ¥l ¢) lim ¢

n—oco n! n—0o n n—00 (271,)‘

.o mDE ..
d) lim {/-—%, dar k ar ett positivt heltal.
n—oo \| (kn)!

1821.* a) Visa att om a, — a, sa galler ocksa att z, = Gitapt...+dn —a
n
b) Antag att talfdljden {a,}3%, ar monoton. Visa att da ar ocksa talfoljden {z,}5%,

monoton.

18.3 Positiva serier: huvudsatsen och integralkriteriet

Det ar i regel svart eller t.o.m. omdjligt att berdikna (den exakta) summan av
en (konvergent) serie. I vissa sammanhang ar det tillrackligt att veta om en serie
konvergerar eller divergerar, medan ddremot seriens summa (om den finns) ar av
mindre intresse; jfr exempel 5 i avsnitt 18.1. Vi skall darfér harleda nagra satser,
s.k. konvergenskriterier, med vilkas hjdlp man i manga fall kan avgéra om
en given serie konvergerar eller divergerar. Vi behandlar f6rst, i detta och néasta
avsnitt, det enklaste fallet, d4 alla seriens termer har samma tecken.

DEFINITION (AV POSITIV SERIE)

[eo]

Z aj siges vara en positiv serie om a; > 0 for alla k.
k=1

De viktigaste konvergenskriterierna fér positiva serier bygger alla pa foljande sats.

SATS 18.5 (HUVUDSATSEN FOR POSITIVA SERIER)

En positiv serie ar konvergent om och endast om dess delsummor bildar en
(uppat) begransad talfoljd.

Bevis: For en positiv serie ar talf6ljden {s,}52; av seriens delsummor vixande.
Alltsa existerar li.)m Sn, d.v.s. serien ar konvergent, om och endast om foljden av
n—r0oo

delsummor ar begrinsad; se sats 18.2. |||
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EXEMPEL 12. Serien

1 1

ii~1+hi+i+—+ ++
2=y o o

97" 16 " 25 k2
ar konvergent. Serien &r ju positiv och vidare ar
“ 1 =1 < 1 S 1 1
sn_zﬁ_ 1+Z;§< 1+Z—k(k_1) _1+Z(——k_l _E) =
k=1 k=2 k=2 k=2
1 1 1 1 1 1 ..
= — - L ——)=2-2 > 9.
1+(1 2)+<2 3>+ +(n-—1 n) 2 n<2 for alla n > 2
Féljden {s, }22; av delsummor &r alltsa (uppat) begransad och serien ar dirmed

konvergent enligt huvudsatsen for positiva serier.—Man kan bevisa att seriens
summa ar 72/6 ~ 1.64493; se kapitel 20.

Féljande konvergenskriterium bygger pa en jamférelse mellan en positiv serie och
en generaliserad integral 6ver ett obegransat intervall. Satsen kan anvandas for att
avgora konvergens eller divergens hos serien, da man vet om motsvarande integral
konvergerar eller divergerar.

SATS 18.6 (INTEGRALKRITERIET)

Antag att funktionen f &r positiv och avtagande pa intervallet [1,00[. Da

ar serien Z f(k) konvergent om och endast om integralen / f(z) dz ar
k=1 1
konvergent.

[e.e]
1
EXEMPEL 13. Den harmoniska serien ZZ ar divergent, ty funktionen
=1

k
f(z) :é ar positiv och avtagande pa [1,o00[ och integralen / i— dz ar di-
1

vergent; se sats 10.14.

EXEMPEL 14. Serien Z ar konvergent enligt integralkriteriet, eftersom
k=1

1
VR

3/2 &r positiv och avtagande pa [1,00[ och / —3175 dz ar kon-
1 xr

funktionen 1/z

vergent; se sats 10.14.

Bevis for sats 18.6: Den positiva serien Y 42, f(k) har den n:te delsumman
Sn = Y _p=1 f(k). Geometriskt kan s,y och Y %_, f(k) = s, — f(1) tolkas som

areamatten av de trappstegsformade rektangelunionerna,
n—1

A, = U{("c,y) k<2 <k+1,0<y< f(k)} ifigur 18.6 resp.
k=1
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YA YA

y = f(x) y = f(x)

NN

NN

o

n-ln x 123 n-ln x
Fig. 18.6 Fig. 18.7

—
[\
w

n—1

B, = U{(r,y) k<z<k+1,0<y< f(k+1)} ifigur 18.7.
k=1
Den punktmangd C,,, som markerats med den tjockare konturen i figurerna ovan,
dwvs. Cp={(z,y):1 <2z <n, 0<y< f(z)}, har areamattet m(C,) =

= /1 f(z) dz. Eftersom B,, C C, C A,, ar m(B,) < m(C,) < m(A,), d.v.s.
(2) sn— f(1) < /ln f(z) dz < spmq < sy
1°: Om /100 f(z) dz ar konvergent, sa ar talféljden {s, }52, uppat begrinsad,
eftersom s, — f(1) < /1n f(z) de < /100 f(z) dz. Darmed &r serien

[ee]
Z f(k) konvergent enligt huvudsatsen for positiva serier; se sats 18.4.
k=1

2°: Om / f(z) dz divergerar, d.v.s. / f(z) dz — o0 dd n — o0, sa
1 1

foljer av den hogra olikheten i (1) att dven s, — oo da n — oo, varfor
serien E f(k) divergerar. |||
k=1

Nista sats ar en enkel tillampning av integralkriteriet.

o0
SATS 18.7 (OM SERIERNA ) " k77)
k=1
o0
Da p ar en given konstant, ar serien Z T konvergent om p > 1 men déremot
k=1
divergent om p < 1.
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Bevis: Vi betraktar férst p > 0 och anvéander integralkriteriet med f(z) = 1/z?,
oo
som &r positiv och avtagande pa [1, co[. Eftersom / i—: ar konvergent nar p > 1
1
o0
och divergent nir p < 1 (se sats 10.14), far vi att Z 1/kP 4r konvergent da p > 1

k=1
och divergent da 0 < p < 1. Om slutligen p < 0, sa ar serien divergent enligt sats

18.1; da gar namligen 1/kP inte mot noll d& k — oco. |||

1
EXEMPEL 15. Serien Z ol ar alltsa konvergent, medan serien Z— ar

k=1 k=1
divergent.—Det &r intressant att jamfora de bada seriernas delsummor: t.ex. ar
1000 1 1000 10000 1 10000

Z o1 ~ 7:253 och Z LA TA8bsamt ) ooy ~9.377 och Y~ 9.788.

k=1 k=1 k=1
Sk111naden mellan dessa resp. delsummor &r ju inte sarskilt stor, men trots

detta ar den ena serien konvergent och den andra divergent. Vi noterar att (2)
ger att

1 " de 001 100
REG §1+/1 W:1+[—0.01] =101 - 001 < 101 for alla n
och att
212/ ﬂ:lnn-—)oodin—-)oo.
k:lk 1 z

> k=1 1 véaxer dock sa langsamt med 7 att

1 " dz 2 100 43
ZZSH —=1+hn<101 di n<e'®~2688-10%
k=1 1

Anm. 3. For en dator, som gor 10° additioner per sekund, skulle fortfarande efter 8 - 10%% Ar
n

1 o - .
Z % vara < 101. Datorer hjalper oss alltsa inte har.
k=1

UPPGIFTER

1
1822. Bevisa att serien Z K(n F)? konvergerar for p > 1 men divergerar for 0 < p < 1.

1823. Bevisa att serien Z pr kz’ dar a > 0 ar en konstant, konvergerar och har en
k—
summa s sadan att 0 < s < 7/2.

1824. Antag att man pa ett horisontellt underlag staplar lika stora tegelstenar pa var-
andra, sa att kortdndan pa varje tegelsten skjuter ut utanfor kortandan pa den sten, som
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ligger narmast under. Om man har ett obegransat antal tegelstenar till sitt forfogande,
hur langt kan man med bibehallen balans hos stapeln fa den dversta stenen att skjuta ut
utanfor den understa?

1825. Hur ménga termer i den harmoniska serien ) o, + behovs for att delsumman
skall Gverstiga a) 10 b) 1007 (Svara genom att uppskatta det sdkta antalet uppat och
nedat.)

c*) Lat s, vara n:te delsumman till serien Y po, %, d.v.s. s, = Y p_; +. Bevisa att
talféljden {s, — Inn}3%, konvergerar mot ett gransvarde vy sadant att 0 < v < 1. (Re-
sultatet kan skrivas s, = Inn + vy + ¢, dar ¢, —» 0 da n — oo. Talet v kallas Eulers
konstant; dess varde* avrundat till 4 decimaler ar 0.5772.)

Ledning: Visa att talféljden ar avtagande och nedat begransad och tillampa sats 16.2.
Anvand bl.a. uppskattningen (2) i beviset for sats 18.6

d) Los uppgifterna a) och b) med hjalp av resultatet i c).

o9}
1 .
1826.* Lat f(z) = Z e for £ > 0. Bevisa att
k=1

a) xgrg+ zf(z) =1 b) lim 2%(f(z) — 1) =1/2.

T—>00

18.4 Ytterligare nagra konvergenskriterier for positiva serier

Den viktigaste metoden, da man vill underséka om en positiv serie ar konvergent,
ar jamforelse med en serie, om vilken man redan vet att den ar konvergent eller
att den ar divergent. Man anvinder da det s.k. jamforelsekriteriet, som vi
hér skall presentera i tva versioner. Senare i detta avsnitt ger vi ytterligare tva
konvergenskriterier, vilkas bevis bygger pa jamforelsekriteriet.

SATS 18.8 (JAMFORELSEKRITERIET)
Antag att 0 < ai < by, for alla k. Da galler

[ee] [ee]
1°: Z by konvergerar = Z ay, konvergerar;
k=1 k=1
o0 [e.e]
2°: Z ay divergerar = Z by divergerar.
k=1 k=1

4y = 0.57721 56649 01532 86060 65120 . . .
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Bevis: Om de n:te delsummorna till > 72, ax och "7, b; betecknas s, resp. oy,
k=1 k=1 p

sa ar
n ko3
Sy = Zak < Zbkzan.
k=1 k=1

1° : Antag att ) 32, by ar konvergent. Da ar talfoljden {o,}°2,; uppat begransad
enligt huvudsatsen for positiva serier och olikheten ovan visar darmed att dven
talféljden {s,}32; ar uppat begridnsad. Huvudsatsen ger darfor att Y 32, aj ar
konvergent.

2° : Om ) 72, ax ar divergent, sa ger huvudsatsen att s, — oo da n — oo.
Alltsa foljer av olikheten ovan att &ven o, — co da n — oo, varfér > 72, by ar
divergent. |||

1° sager att ) 7o, ar konvergerar om ) 72, by, som da kallas jamforelseserie,
konvergerar. Analogt sdager 2° att ) _j—; by divergerar om jimforelseserien Y jo, ax
divergerar.

OBS. 4. Det ar i sjilva verket tillrackligt att olikheten 0 < ar < by ar
uppfylld fér £ > m, dir m &r nagot positivt heltal, eftersom dndring av ett
andligt antal termer i en serie inte &ndrar seriens egenskap att vara konvergent
resp. divergent; se OBS. 2.

OBS. 5. Nar 0 < a < b ger jamforelsekriteriet inget besked om ) 3, b, da
Y #e @k konvergerar, eller om ) 32, ak, dd Y 5, by divergerar!

EXEMPEL 16. Konvergerar eller divergerar serien ) jo; tan(1/ k)"

Losning: Vi vet att 1/k < tan(1/k) for varje heltal > 1 och att } f=; 1/k
divergerar; se avsnitt 5.5 resp. sats 18.7. Med Y 32, 1/k som jamforelseserie
ger darfor 2° i jamforelsekriteriet att > >, tan(1/k) divergerar.

Svar: Serien divergerar.
Underssk . =Ink K .
EXEMPEL 17. Undersck om serien Z %z Konvergerar eller divergerar.

Losning: Vi erinrar oss att logaritmfunktionen vixer langsammare &dn varje
potensfunktion; se avsnitt 6.5. T.ex. giller
Ink

lim — =0,
k

. Ink .. . . . .
varfor —= < 1 (t.ex.) for alla k > m, dar m &r en viss konstant. For k& > m

géller darmed att



72 NUMERISKA SERIER

Jamforelseserien Z yEIE] ar konvergent enligt sats 18.7. JamfGrelsekriteriet och
k=1

OBS. 4 ger darmed att serien E lz—f ar konvergent.
k=1
Svar: Serien konvergerar.

Anm. 4. I exempel 17 duger varje serie ZZ":I % med 1 < p < 2 som jamforelseserie. Vi kan da

. Ink .
utnyttja att 7 —0féorg=2—-p>0.

Ibland ar det inte sa latt att jamfora termerna i tva serier med hjalp av en olikhet.
D3 kan féljande kriterium fungera battre:

SATS 18.9 (JAMFORELSEKRITERIET PA GRANSVARDESFORM)

ay
Om lim — = A > 0, sa ar de positiva serierna E ag och Z br antingen
k—o00 bk =1 e

bada konvergenta eller bada divergenta.

Bevis: Av grinsvirdesdefinitionen foljer att det finns ett tal m sadant att

—-—A' 3f6rallak>m,

by
d.v.s.
1 ar 3 R
~ — < =A
2A < b < 2 dak>m

Detta kan skrivas

1Ab;C <ap < §Abk for alla k& > m.

Vi anvander nu Z — Aby, resp. Z —Ab, som jamforelseserier till Zak, da Zbk

k=1 k=1
ar divergent resp konvergent Eftersom multiplikation av alla termerna i en serie

med en och samma konstant # 0 ej paverkar konvergens eller divergens (se OBS.
2), foljer pastaendet dirmed ur jamforelsekriteriet (sats 18.8). |||

Anm. 5. Pa liknande sitt bevisas for positiva serier:
o0 o0

A. Om Zbk konvergerar och ]111;o b_ = 0, sa konvergerar dven Zak
[ee] k=t (o]
B. Om ;bk divergerar och Z—: — 00 d& k — o0, s divergerar aven f‘—_;ak.
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EXEMPEL 18. Konvergerar eller divergerar serien ) g, sin(1/k)?

Losning: Olikheten 0 < sin(1/k) < 1/k ger inget resultat om vi anvander
jamforelsekriteriet med serien Y72, 1/k som jamforelseserie, eftersom denna se-
rie divergerar; se sats 18.7 och OBS. 5. Jamf6relsekriteriet pa gransvardesform
ger dock att dven serien ) go, sin(1/k) ar divergent, eftersom

lim SR0/K) _

k—oc0 1/k

Svar: Serien divergerar.

EXEMPEL 19. Unders6k om serien Z (% —In (1 + -};)) konvergerar.
k=1

Losning: For att fa en uppfattning om storleken av seriens allminna term
anvander vi Maclaurins formel f6r In(1 + z); se kap. 16:

1 1 1 1 1 1
“k=rln(1+z>=r(rg—kzw(ﬁ)):
1 1 1 1 1
=5:-°()=(z-0(2)) =

Med den konvergenta serien Y 32, (1/k?) som jimforelseserie ger nu jaimforelse-
kriteriet pa gransvirdesform att serien ) 3> ; a; ar konvergent, eftersom

ak .. 1 1 _l
dm T = hm (2 -0 (z)) =3

lim
Svar: Serien konvergerar.

Genom jamforelse med en geometrisk serie kan vi med hjilp av jamforelsekriteriet
harleda ytterligare tva konvergenskriterier, som vid sin anvandning inte kraver
nagon jamforelse. Tyvarr ar dessa kriterier dock anvandbara endast for serier
som ”konvergerar resp. divergerar snabbt” —ungefar som geometriska serier. Man
ar darfor i regel tvungen att anvinda de allmdnnare jamforelsekriterierna, d.v.s.
satserna 18.8 och 18.9. De bada kriterier vi nu skall behandla ar dock lampliga att
anvanda for potensserier (kapitel 19).

SATS 18.10 (ROTKRITERIET)

o0
Antag att Z ar ar en positiv serie och att lim §a; = A. Da ar serien
1 k—oc0

konvergent om A < 1 och divergent om A > 1.

OBS. 6. Rotkriteriet ger inte nagon upplysning da A = 1. Detta inses om vi
betraktar serierna y jo; 1/k och "%, 1/k?, av vilka den forstnimnda diver-
gerar och den sistnimnda konvergerar. For bada dessa serier ar A = 1.
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Bevis: Om A < 1, sé finns tal g och m sd att ¥/ar < ¢ < 1f6r £ > m. Man kan t.ex.
vilja ¢ = 42—'1'—1, Alltsd r ax < ¢* d& k > m. Serien > h=; ax ar darmed konvergent
enligt jimforelsekriteriet, eftersom "%, ¢* 4r en konvergent geometrisk serie d3
0<g<l1

Om A > 1, sd finns ett tal N sddant att ax > 1, d.v.s. ap > 1, for & > N.
Diarmed divergerar ) ;2 ak, eftersom ay inte gar mot 0 dd k — oo. |||

SATS 18.11 (KVOTKRITERIET)

= A. D3 ar serien

[ o]
. . . . a
Antag att E ap ar en positiv serie och att lim k1
et k—oo Qg

konvergent om A < 1 och divergent om A > 1.

OBS. 7. Inte heller kvotkriteriet ger nagon upplysning i fallet A = 1; studera
samma serier som namnts i OBS. 6.

N o o a
Bevis: Om A < 1, sa finns tal ¢ och m sa att ad

< g<1dak>m. Alltsa ar

Ok Gk-1 COm41
ak—-1 Q-2 am
Déarmed ger jamforelsekriteriet och OBS. 4 att Y 72, ar ar konvergent, eftersom
S22, cq® ir en konvergent geometrisk serie da |g| < 1.

o . a
Om A > 1, s3 finns ett tal N s3 att —+!
ag
Da maste ) 72, ax vara divergent, eftersom ay ej gar mot 0 da k — oo. |||

ay = o < am @™ = cg® di k > m.

> 1, och darmed ap41 > ag, ndr k£ > N.

EXEMPEL 20. Undersok for vilka virden pa den positiva konstanten a, som
serien Y ;- k%a* konvergerar resp. divergerar.
Losning: Vi anvander rotkriteriet. Eftersom
99
lim Vk%ak = (lim \"/E) a=1l-a=a,
k—oc0 k—o00

ar serien konvergent om a < 1 men divergent om a > 1. Vi kunde ocksa ha
anvant kvotkriteriet, ty

99
. (k4 1)%%gk+1 .
W e o \Ity) T
Om slutligen a = 1, s3 har vi serien 592, k%, som #r divergent, eftersom
g k=1 gent,
seriens termer ej gar mot 0.

Svar: Serien konvergerar om 0 < a < 1, divergerar om a > 1.
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OBS. 8. For att undersoka konvergensen av en negativ serie ) 7>, aj, dar
ar < 0, kan man tillimpa de ovan givna kriterierna pa Y j=,(—ax); se OBS.
2. Kriterierna kan ocksa anvidndas pa serier, vilkas termer fran och med nagot
visst index ar > 0 resp. < 0, eftersom andring av ett dndligt antal termer i en
serie ej andrar seriens egenskap att vara konvergent resp. divergent; se OBS.
2.

UPPGIFTER

Avgor vilka av foljande serier som ar konvergenta och vilka som &r divergenta (uppgift
1827-1830).

2 2% —1 2\ 1+ sin 3k 2\ 3k + k2 2,10
1827. a)ZW b)ZW C)Z 4k ¥ 1 d)Z’T

>k 2. Ink . Ink 2. (2k)!
1828. a)Z—J b)zk—k C)ZT d)z%?;—%.

k=1 k=1 Pt ~
1829. a)Z(Vk*‘;—\/E) b)Z(l—cos—};)

k=1 k1

3 ! S k412

c)ZarctanE d)z(lnk—l_k>

k=1 ke2

1830. 3 (YF=1) b lncos™ P d i —(ink)?
. a‘) Z ( - ) ) Z nCOSZ C) Z k1+(1/k) ) e '

k=1 k=3 Pt Pt
1831. Visa att var och en av foljande serier ar konvergent och berakna seriens summa:
a)éln(l"f{f) b)gm c);(\/k+1+\/k—1—2\/];).

1832. For vilka positiva tal « konvergerar

a) imﬁ b) ix“‘"?
n=1 n=1
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18.5 Serier med godtyckliga termer

Satserna i avsnitten 18.3 och 18.4 giller endast fér positiva serier. For exempelvis

serierna
o0
(—1)k-1 11 1
=l—-=4=-==+4..
12 k 2 + 3 4 +
oo
k 1
an}: =sinl+—-=sin2+ —sin3+...
k=1
och
o0 1 [e0]
> = = > e~k dar z ér ett givet komplext tal,
k=1 k=1

far vi s6ka andra metoder for att avgora fragan om konvergens eller divergens. Vi
behandlar till en bérjan serier med reella termer och néjer oss sedan med en kort
kommentar om serier med komplexa termer; se ocksa uppgift 1839. Forst bevisar
vi foljande enkla sats.

SATS 18.12 (OM ABSOLUT KONVERGENS; REELLA FALLET)

(o] [e o]
Om serien Z |ak| ar konvergent, sa ar ocksa serien Z ar konvergent.

Bevis: Vi skriver

ay, = (ar + [ax]) — |axl.
Eftersom 0 < ai + |ax| < 2|ak|, foljer av férutsittningen i satsen och jamforelse-
kriteriet att serien Y 32, (ak + |ax|) dr konvergent. a; ar alltsa differensen mellan
de k:te termerna i de bada konvergenta serierna ) go, (ax + |ak|) och -2, |ak|.
D& ar ocksa serien Y 5o ((ak + |ak|) — |ak]) = Y52, ar konvergent; se OBS. 2. |||

DEFINITION (AV ABSOLUT RESP. BETINGAT KONVERGENT

SERIE)
o0 [e o)
Om serien Z |ax| konvergerar, sa kallas (den konvergenta) serien Zak
k=1 k=1
[e.e] (o 0]
absolut konvergent. Om serien Z |ag| divergerar och Z ay konvergerar,
k=1 k=1
[ee]

sa kallas serien Z ar betingat konvergent.
k=1
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o (_l)k—l
EXEMPEL 21. Serien Z——
k=1

2 ar (absolut) konvergent, eftersom serien

Z % ar konvergent.
k=1

[ee] .
EXEMPEL 22. Serien E % ar (absolut) konvergent enligt jamforelsekriteriet,
k=1 .

ty
sin k 1 .
W S m for alla k
e 1
och serien Z m ar konvergent.
k=1

(o]
. —1)k-1
EXEMPEL 23. Serien E % ar inte absolut konvergent, eftersom se-
k=1

(oo} 1 (o] (_1)k-—1
rien ;E ar divergent. Vi skall nedan visa att serien Z————————

- anda ar
k=1

konvergent; den ar ddrmed betingat konvergent.

OBS. 9. Om Y 32, ax ar absolut konvergent, sa ar |y po, ax] < Yoo, |akl-
Enligt triangelolikheten ar namligen

Isn] = X%zt 0kl < Yheqlar] < 352 lak] = A, varfor —A < s, < A for
alla n. Eftersom nll)ngo s, = s existerar enligt sats 18.12, ger en rdkneregel for
gransvarden (se 6°1sats 3.1) att —A < s< A, d.v.s. |s| < A.

OBS. 10. Om limgye ¥/]ar| > 1 eller limg_; 0o |%] > 1, sa &r serien ) poq Gk
divergent, ty da giller ju inte att limy_,., ax = 0; jfr bevisen-for rot- och
kvotkriterierna.

DEFINITION (AV ALTERNERANDE SERIE)

En serie kallas alternerande om varannan term ar positiv och varannan

negativ. Om seriens forsta term ar positiv, har serien alltsa formen
[ee]

Z(—l)k'lak, dar ax > 0.
k=1

Vi presenterar nu ett kriterium, som for alternerande serier ger ett tillrackligt
villkor for konvergens, utan att serien behéver vara absolut konvergent.
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SATS 18.13 (LEIBNIZ’ KONVERGENSKRITERIUM) *
Om {a;}f2, ar en avtagande foljd av (positiva) tal med gransvardet 0, sa

oo
ar den alternerande serien 2:(—1)’“‘1111C konvergent.
k=1

Bevis: Forutsdttningarna i satsen innebar att

(3) a1 >ay>az>...> a > agy1 > ... och
4 li =0.
@ Jm, o

Betrakta delsummorna s3,, med jaimnt index. Eftersom
Son = (a1 — ag) + (ag — ag) + ...+ (a2n—1 — a2n) = Son—2 + (G201 — a2,),
sa medfor (2) att sg, > S2n—2 for varje n. Man kan ocksa skriva,

Son = a1 — (ag — a3) - ((14 —as)—...— (a2n—2 - azn—l) — Q2n,
och det foljer darfor av (3) att sg, < aq for alla n. Talfdljden {sq,}32, ar alltsa

vaxande och uppat begrinsad och darmed konvergent (enligt sats 18.2 om mono-
tona talfoljder). Om dess grinsvirde betecknas med s, ar séledes

(5) Jim spp = .

Betrakta nu delsummorna sg,4; med udda index. Eftersom -
Son+1 = S2n + G2n41,
sa foljer av (4) och (5) att dven
Jim spny1 = lim s34+ lim agznys =s+0=s.
Alltsa ar lim s, = s, d.v.s. serien &r konvergent. ]
n o0

)k—l

EXEMPEL 24. Serien Z (_IT ar alternerande och termernas absolutbe-

k=1
lopp bildar den avtagande talfoljden {1/k}2 ,, som har gransvérdet 0. Alltsa
ar serien (betingat) konvergent; jfr exempel 23 ovan.

(_ l)k—l
k2
k=1
och finner da att den ar konvergent. Men i detta fall kan man ocksa med hjilp
av sats 18.12 konstatera att serien ar (absolut) konvergent; se exempel 21.

® k-1
EXEMPEL 26.* Leibniz’ kriterium kan inte anvindas p3 serien Z ﬂ———
k=2 k + (-—]_)k

Serien ar visserligen alternerande och termerna gar mot 0 d4 n — oo, men

oQ
EXEMPEL 25. Man kan anvinda Leibniz’ kriterium p& serien Z



18.5 Serier med godtyckliga termer 79

termernas belopp bildar ej en avtagande talféljd. Ty om ay = 1/(k+(—1)¥), &r
am = 1/(2m+1) och agm41 = 1/(2m) och dérmed agy, < agm41. Serien ar inte
heller absolut konvergent. Visa som 6vning att serien ar betingat konvergent!
(Ledning: Studera delsummorna s3,; de kan férenklas genom att man slar ihop

termerna tva och tva. Visa att lim s,, = s existerar och sedan att ocksa
n—o0

lim s =s.
n—00 n+l )

Antag slutligen att serien Y52, a; har komplexa termer. Aven i detta fall giller
. satsen om absolut konvergens:

SATS 18.14 (OM ABSOLUT KONVERGENS; KOMPLEXA FALLET)

(e o] [e.e]
Om a; € C och serien E |ak| ar konvergent, s& ar ocksa serien Z ay, kon-
k=1 k=1

vergent.

Bevis: Om ay = bi + ick med reella by och ¢k, sa ar |bx| < |ag| och |cx| < |akl-
Enligt jamforelsekriteriet ar da serierna 72, |bx| och >"%2, |ckx| konvergenta och
déarmed ar enligt sats 18.12 dven serierna ) g0, by och Y 32 cx konvergenta. Pastaendet
foljer sedan av OBS. 2 eller uppgift 1839. |||

UPPGIFTER
sin(kz)
kVE

(=1)** arctan k2
%2

1833. Visa att serien ) ., ar konvergent for varje reellt tal z.

1834. Ar serien Y req konvergent eller divergent?

1835. Konvergerar eller divergerar serierna

X (-1)FInk =~ (sin k) tan(1/k)
a) Z— b) Z —_— 7
k=1 k4/3 k=1 \/E
1836. Vilka av foljande serier 4r konvergenta?
= (1) =k N ETT - VR
a) Y ok b) Y (-1) TN o) Y (-D)F(VE+T-VEk)
k=2 k=t , k=1
. k+1 .kt 41
d) Zsm ™ e) Zsm p

k=1 k=1
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1837. Konvergerar eller divergerar

™ arctan n "Inn " 1
D ) L

* - 1 ?
4 ;H—(—l)”\/ﬁ"

1838.* Ge exempel pa tva serier S oo, ar och S o . bx sddana att den ena ar konvergent
pel p k=1 k=1 5

och den andra ar divergent och hm %—— = 1. (Jamfér med sats 18.9.)
k

1839. Bevisa att serien Z,:ozl ar med komplexa termer ay = by + icg, dar by och cx ar
reella, ar konvergent om och endast om serierna ). ; bx och Y 3>, cx bada ar konvergenta,
och att i sa fall

(o) [ee)

ag :Zbk +ich.

k=1 k=1 k=1
(Jamfor med sats 12.12.)

|M8

1840. Konvergerar eller divergerar serien

inT

>
= n(lnn)?

1841.* Visa att serien

Z = Z e~*"% dar s ar ett komplext tal,
k=1
ar absolut konvergent i halvplanet Re s> 1.

(Funktionen ¢(s Z — kallas Riemanns zatafunktion.)

18.6 Omordning av serier

© (_1)k-1
I kapitel 19 kommer vi att bevisa att den konvergenta serien Z ( 1]2 (se
k=1
exempel 24) har summan In 2, d.v.s.
1 1 1 el
l-=-4-==-4+...+(-1 -—4...= =~ 0.
(6) 2+3 4+ +(-1) k+ In2 =~ 0.693147 .. .;

se ocksa avsnitt 16.3. Foljande serie fair man ur (6) genom att summera termerna
i en annan ordning—efter varje positiv term kommer tva negativa termer:
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11 1 1 1 1 1 1 1 1 1

M1-2-3T37 5 8% v 2t "Zm-l @m-2 m

Summan av de 3n forsta termerna i denna serie ar

+....

1 1 1 1 1 1 1 1
=371 s 3T Rt T2 T m
SEYCTEE S 8 U N PR N R
2 2 3 4 5 6 2n—1 2n 2"

dar sy, ar summan av de 2n férsta termerna i serien (6). Alltsa har o3, gransvardet
% In2 da n — oo. Detsamma giller for 03,41 = 03, + 1/(2n+ 1) och 03,42 =

1
=03, +1/(2n+1) — 1/(4n+ 2). Saledes ar lim o} = 3 In 2, d.v.s. serien (7) har

k—o00
summan —%ln 2. Omordningen av serien (6) har alltsa gett en serie med hélften sa

stor summal

Serien (6) dr betingat konvergent (och alltsa ej absolut konvergent). Man kan
bevisa f6ljande sats, vars innehall vil maste betraktas som ganska 6verraskande:

SATS 18.15 (OM OMORDNING AV EN BETINGAT KONVERGENT
SERIE)

En betingat konvergent serie kan alltid omordnas sa, att den erhallna
serien far vilken summa man vill eller blir divergent.

Déaremot galler foljande sats.

SATS 18.16 (OM OMORDNING AV EN ABSOLUT KONVERGENT
SERIE)

Varje omordning av en absolut konvergent serie ger en absolut konvergent
serie med samma summa som den givna serien.

Vi genomfor ej bevisen for dessa satser. Se dock uppg. 1842 nedan!

UPPGIFTER

1842. Antag att serierna

®) >, @ > qf och (10) > ag
k=1 k=1 k=1

har foljande egenskaper: (8) ar betingat konvergent, och (9) resp. (10) bestar av de
positiva resp. negativa termerna i (8).
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a) Visa att serierna (9) och (10) ar divergenta.

b) Visa att (8) kan omordnas till en serie med en godtyckligt vald summa A. (Genom
att omvaxlande ta ny termer ur (9), ny termer ur (10), ng termer ur (9) o.s.v. kan
man konstruera delsummor, som bestar av ny, ny+mns, ny+ns+ns, ... termer och
som omvaxlande ar stérre 4n A resp. mindre an A. Eftersom ar — 0 d3 k — oo,
kan man samtidigt f3 dessa delsummor att skilja sig godtyckligt lite frin A genom
att ta med tillrackligt manga termer.)

1843. Foljande serier ar omordningar av serien (6) i borjan av detta avsnitt. Undersok
om serierna ar konvergenta eller divergenta. :

a)1+1—1+1+1—1+ P - L,
3 2 5 7 4 7 4n+4+1 4n+3 2042 7
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
b)l—-c4+-—-—-=-—= o= - - = = —+=—...

2 3 4 6 8 5 10 12 14 16 18 7

. 1
(Efter varje term av formen 5
n

1 foljer 2n — 1 negativa termer.)

18.7 Kort historik

Oandliga geometriska serier med kvot mellan 0 och 1 betraktades mycket tidigt. Redan
Aristoteles (pa 300-talet fKr.) insig att dessa har en summa, Nicolas d’Oresme bevi-
sade ca 1360 att den harmoniska serien ar divergent med metoden i uppgift 1805. Francois
Viéte angav 1593 formeln for summan av en oandlig geometrisk serie och Gregoire de
Saint Vincent visade (1647) att Zenons paradox om Akilles och skéldpaddan (400-talet
f.Kr.; se uppg. 1806) kan 16sas genom summation av en oandlig geometrisk serie.

Leibniz fann (1674) den beromda formeln

1 1 n 1 1 4= ™

35 7 T4
Denna ar dock inte sarskilt lampad for berakning av talet m, eftersom den konvergerar si
langsamt att det skulle kravas ca 100 000 termer for att nd den noggrannhet som var kind

redan av Arkimedes! Aven serien

1. 1 1 1
konvergerar mycket langsamt. James Gregory fann dock(1668) den betydligt snabbare

konvergerande serien

21 2/1 201\ 2\
13733 5\3 7\3 TG

jfr anm. 2 i avsnitt 16.3. Jakob Bernoulli anvande jamforelsekriteriet for att bevisa att
serien

11 1
T —=+ =+ —+...
V2 V3 V4

ar divergent; han jamforde med den harmoniska serien.
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Innan stranga definitioner av konvergens och av en series summa hade formulerats, ledde
studiet av vissa serier till haftiga kontroverser och orimliga resultat. En sadan serie var

1—-141-14+1...,
som med olika motiveringar angavs ha summan 0, 1 eller 1/2. Det sistnamnda vardet

foresprakades av Leibniz och av Euler. Ett annat exempel pa resultat, som vid denna
tid betraktades som svarforklarliga, ar

1424+44+8+...= -1,
vilket erholls genom att man satte ¢ = 2 i likheten (jfr exempel 4)
1
l4+qg+¢2+¢3+...= —.
l—q
Euler berdknade med geniala metoder ett stort antal seriers summor, t.ex.
ATILIP S S S e
22 732 42 752 T 6
och
1 1 n 1 1 n _ 3
33 05 73T 327
Han visade ocksa att
. 1 1 1
lim (1+-+-4+...+4——lnn| =¥
n—00 2 3 n

existerar; detta gransvarde kallas numera Eulers konstant (jfr uppgift 1825).

Termerna ”konvergent serie” resp. ”divergent serie” infordes av Gregory (1668). Leibniz
fann 1713 sin sats om konvergens av vissa alternerande serier. Colin Maclaurin bevisade
1742 integralkriteriet, vilket senare aterupptacktes av Cauchy. Kvotkriteriet formulerades
av d’Alembert (1768) och mera fullstindigt av Edward Waring (1776). Den sistnamnde
angav ocksd att > 7° k™7 konvergerar dd p > 1 och divergerar d4 p < 1.

Ombkring 1810 borjade Fourier, Gauss och Bolzano grundlagga en stringent teori for
serier, vilket saknades tidigare, Fourier formulerade 1811 definitionen av konvergens for en
serie. Han betonade ocksa att ett nddvandigt villkor for konvergens ar att seriens termer
gar mot 0.

Cauchy och Abel gjorde ocksa betydande insatser inom teorin for serier. Cauchy var
aven den forste som (1821) i en larobok utforligt behandlade serier, da han bl.a. angav
rot- och kvotkriterierna.

Dirichlet bevisade 1837 att man i en absolut konvergent serie kan omordna termerna p3
godtyckligt satt utan att konvergensen paverkas och utan att summan andras. Han angav
ocksa exempel, som visade att termerna i en betingat konvergent serie kan omordnas si
att summan andras. Riemann visade 1854 att man genom en lamplig omordning kan fa
vilken summa man vill.

Stirlings formel for n! harleddes samma ar (1730) férst av Abraham de Moivre och sedan
av James Stirling, som ocksa bestamde ett noggrant uttryck for felet i approximationen
av In n! {or stora n.
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19 POTENSSERIER

I kapitel 18 har vi studerat serier >y, ax, vilkas termer ay ar reella eller komplexa tal.
Vi skall nu betrakta s.k. potensserier 3 ;o ax(z — a)*, dir a och a; &r konstanter
och z ar en reell eller komplex variabel. De ar ett specialfall av allménna funktions-
serier Y ;o fr(z). Vi kommer att visa att ménga funktioner f kan framstéllas som
potensserier, i den meningen att f(z) = Y peoar(z — a)¥, da z tillhér négot lampligt
intervall. Vi kommer ocksd att anvinda potensserier for att l6sa vissa differentialek-
vationer. Nagra av de icke-elementéra funktioner, som kommer fram pé detta sitt, ar
viktiga for olika tillimpningar och har fatt egna namn. Ett sdédant exempel &r Bessel-
funktioner.

Potensserier har sin storsta betydelse i teorin for komplexvérda funktioner av en komplex
variabel, d& z, a och a;, far anta komplexa varden. Vi formulerar den viktiga satsen om
potensseriers konvergens (sats 19.2) i den allménna komplexa formen, men i 6vrigt héller
vi oss i huvudsak till det reella fallet.

19.1 Taylorserier och maclaurinserier

Antag att f ar en funktion som har derivator av alla ordningar pa ett intervall
I. Om a och z tillhér I, ger da Taylors formel (sid. 1) en framstallning

) (g
W i@ =3 LW oy 4 Ry (o),

= K

for varje naturligt tal n . Summan P,(z) = Y 7, %ﬂl(m —a)* i hogra ledet &r
en delsumma till serien
= f®)(a)
k!

z —a)k.
k=0
Denna kallas taylorserien till f i punkten a.
Enligt (1) ar P,(z) = f(z) — Ra+1(z), vilket visar att limy, o Pp(z) = f(z), om
(och endast om) resttermen Ry ;1(x) = 0 d& n — oco. Enligt definitionen av

en series summa, ar siledes taylorserien till f konvergent och har summan f(z),
for varje = sadant att R,41(z) — 0 dd n — oco. For dessa z ar alltsd

d.v.s. f(z) kan framstillas som summan av sin taylorserie.

Vi skall nu utnyttja denna observation for att hirleda serieutvecklingar av nagra
elementéra funktioner. Vi viljer a = 0 och far da serien Y3, f*)(0)z* /!, som
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i overensstammelse med terminologin i kapitel 16 kallas maclaurinserien till

7.

SATS 19.1 (OM MACLAURINSERIER FOR VISSA ELEMENTARA
FUNKTIONER)
0 :L'k 2 3
e‘“—zk'—1+x+——+§+ . for alla z
o0 2k+1 3 5 7
. i T _ z° oz .
Slnxng(—l)m—x—i_'-ﬁ_ﬁ_}- .. for alla z
00 2k 2 4 6
_ BT ¢ Tt oz .
cosx—lg)(—l) o 1——2—!—+E—ﬁ+... for alla z
o0 k 2 3 4
In(1 + ) () L A TN i |
P k 273 4
00 2k+1 3 5 7
_ x4 _ x xr xr o
arctan:v—k%%(—l) 2k+1—x—?+—5-~7 . da
o - —1)(p-2
(14z)? = Z <Z>ac = 1—+—pm+p(p2 ):L‘Q—i—p(p 3)'(p ):I;3+. Lodaz <1
= ! !

for alla reella tal p (den s.k. binomialserien).

Bevis: Enligt vad vi sagt ovan, foljer formlerna i satsen av motsvarande maclau-
rinutvecklingar (se kap. 16), om vi kan visa att resp. resttermer R,41(z) — 0
da n — oo.

For f(z) =e® ar Rp41(z) = n+1 1€9%; se sid. 5. I detta fall ir dirmed

limy, 00 Rng1(z) = 0 for varje z, eftersom 0 < €% < el*l och ‘"Tl, — 0 da

n — oo ; se 3° i sats 18.4, sid. 64. Formlerna for sinz och cosz far man pa
samma, satt; jfr resttermsuppskattningarna pa sid. 6-7.

For f(z) = In(1 + z) &r resttermen enligt (2), sid.10

n—+1
Ry (z) = (-1)"

vilket ger uppskattningarna
1
R <
| Rn1(2)] "

(n+ 1)+ 02)’

10m0§w§1resp.
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1

T P -1 .
mFDA+a o™ 1<z<0

|Rn+1(x)l <

Detta medfor att R,+1(z) — 0dan — oo, da —1 < z < 1. (Déaremot gar
resttermen inte mot noll for z > 1.)

I maclaurinutvecklingen av arctan z ar

l.2'n.+1
Ronyi1(z) = (-

V' e s D0t @

dar 0 < 6 < 15 se (9), sid. 14. Om |z| < 1 ger detta att |Rop41(z)| < anﬁ, varfor
Ryui1(z) = 0 dd n — oo. (Déaremot gar resttermen inte mot noll om |z| > 1.)

Utvecklingen av (1 + )P harleds senare, i exempel 5, sid. 93.|]|

Anm. 1. I den komplexa funktionsteorin utvidgas sats 19.1 till komplexa tal z. Potensserieutveck-
lingarna av e®, sin z och cos z giller d& for alla z, medan utvecklingarna av In(1 + z), arctan z
och (1 + 2)? giller da |z| <1 (och for vissa z med |z| = 1).

Anm. 2. Det kan intriffa att taylorserien till en funktion f(z) ar konvergent men har en
summa som inte ar f(z). T.ex. giller det for funktionen

f(z) = { 8"1/”2 forz #0

forx=0

att F®(0) = 0 for k = 0,1,2,... ; jfr uppg. 1621, sid. 13. Maclaurinserien till f &r alltsd
04+0+0+... och ar konvergent med summan 0 for alla z, trots att f(z) # 0 for = # 0.

UPPGIFTER

1901. Utveckla foljande funktioner i maclaurinserie med hjilp av sats 19.1, och ange
de intervall déir utvecklingarna géller

a) coshz b) sinhz c) ze®

d) (* — 1)/z for 3 £ 0, £(0) =1 0) 35‘3%‘3‘3%”;60, F0) =1
1 —

f) In /1 + 22 g) (1—2?)ln 1+2 h) sin? z.

19.2 Potensserier och deras konvergens

Serierna i foregdende avsnitt dr exempel pa potensserier. Vi skall nu studera
allménna resultat om saddana seriers konvergens.
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DEFINITION (AV POTENSSERIE )

Med en potensserie menas en serie av formen

oo o
Z arz" eller allminnare Z ar(z — z)F,
k=0 k=0

dar koefficienterna ay och talet zy ar givna reella (eller komplexa) tal och z
ar en reell (eller komplex) variabel.

Maingden av de komplexa tal z, for vilka en given potensserie adr konvergent,
ar i stort sett en cirkelskiva med centrum i 0 resp. zp; se ndrmare foljande
sats. Eftersom det allmanna fallet kan aterforas pa specialfallet zp = 0 genom
substitutionen z — zp = w, behandlar vi i fortsdttningen bara fallet zg = 0.

SATS 19.2 (OM POTENSSERIERS KONVERGENS)

For konvergensen av en given potensserie Y 5, ax2z* giller en av foljande

tre mojligheter; se fig. 19.1:

1°: Serien konvergerar endast for z = 0.

2°:  Serien konvergerar (absolut) for alla z.

3°  Det finns ett tal R > 0 sidant att serien konvergerar (absolut) da
|z| < R och divergerar da |z| > R.

|

i

2

Fig. 19.1

OBS. 1. I fall 3° konvergerar alltsa (den komplexa) potensserien i varje
punkt z innanfor cirkeln med radien R och medelpunkten i origo, och serien
divergerar i varje punkt utanfor cirkeln. Denna kallas konvergenscirkeln
och talet R kallas konvergensradien till den givna potensserien. I fall 1°
sager vi att R = 0 och i fall 2° att “R = c0”.
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OBS. 2. For reella z innebér fall 3° att potensserien konvergerar pa ett in-
tervall av 1angd 2R med mittpunkt i 0. Detta kallas seriens konvergensin-
tervall. Det kan, som vi kommer att se, vara 6ppet, halvoppet eller slutet. I
ytterlighetsfallen 1° och 2° urartar konvergensintervallet till enbart punkten
0 resp. hela tallinjen.

OBS. 3. Observera att satsen inte ger nagon upplysning om konvergens
eller divergens for potensserien da |z| = R > 0, d.v.s. for punkterna pa
konvergenscirkeln — bl.a. konvergensintervallets andpunkter +R.

Anm. 3. Att alla tre mojligheterna i sats 19.2 verkligen intréffar visas av exemplen i slutet av
detta avsnitt.

Vi nojer oss med att bevisa den del av sats 19.2, som behandlar konvergensen
for reella varden pa z, i det fall da ocksa koefficienterna ay ar reella. Samma
bevis fungerar dven i det allménna, komplexa fallet utan nagra storre andringar.
Vi borjar med en hjalpsats:

SATS 19.3 (HJALPSATS OM POTENSSERIERS KONVERGENS)
Om potensserien Y5, axz® konvergerar i punkten zo # 0, si konvergerar
serien (absolut) for alla z sddana att |z| < |zo|. (Jfr fig. 19.2!)

Bevis: Eftersom Y 3o, akmlg konvergerar,

ar limg_, o0 aka:lg = 0; sats 18.1, sid. 57. : ; { ).( % >
Déarfor har vi t.ex. att |agzf| < 1 for alla  xo 0 | Xol
tillrackligt stora k — 14t oss saga for

k > K. Detta ger att Fig. 19.2.

x z z o
jaka®| = Jaka (—)*| = lagaf]| —|* < | —[* di k > K.
Zo Io o

For varje z ar ) jpeq |f5|k en geometrisk serie med kvoten |Li0|| och konvergerar
darfor da |z| < |zo|. Enligt jaimforelsekriteriet (sid. 70) &r alltsd 350, |apz”|
konvergent och dirmed 332, axz* (absolut) konvergent d& |z| < |zo|; se sats

18.12, sid. 76). |||

Bevis for sats 19.2: Lat M vara den delmangd av tallinjen, dar potensserien
% o axz® konvergerar. Eftersom serien konvergerar for z = 0, 4r méngden M
inte tom. Vi skiljer nu pa tva fall:

A. M ar inte begransad. Till varje tal = finns da ett tal o i M sddant att

|zo| > |z|. Enligt sats 19.3 maste darfor 352 axz® konvergera (absolut). Efter-
som detta giller for varje z, har vi fall 2°.

X
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B. M ar begransad. D& har M ett supremum R, som ar det minsta tal b, for
vilket M ar delméingd av | — oco,b]. Detta tal R &r > 0. For varje £ = 2o med
|zo| > R maéste serien vara divergent. Om den vore konvergent, skulle den ju
enligt sats 19.3 konvergera dven pa intervallet mellan R och |zg|, vilket strider
mot definitionen av R. Darmed &r det i fallet R = 0 klart att serien konvergerar
endast for z = 0, sa att fall 1° foreligger.

Om R > 0, aterstar det att visa att serien ar konvergent for varje z = z; med
|z1] < R. Enligt definitionen av R maste det i intervallet |||, R[ finnas nigot
zo for vilket serien konvergerar, och da konvergerar den ocksa for z; enligt sats
19.3. Alltsa har vi fall 3°. |||

For manga potensserier kan konvergensradien bestdmmas ganska enkelt med
hjalp av ett gransvarde, enligt nagon av de tva foljande satserna.

SATS 19.4 (ROTFORMELN FOR KONVERGENSRADIEN)
Om ¥/Jax] = H da k — oo, sa har potensserien 332, ajz* konvergensradien

R=1/H. Om H =0 ar “R = o0”, d.v.s. serien konvergerar for alla z. Om
“H=o00",ar R=0.

Anm. 4. Ytterlighetsfallen H = 0 och “H = co” svarar alltsd mot fall 2° resp. fall 1° i sats
19.2.

Bevis: 1. Vi antar forst att gransviardet H existerar och ar # 0. D& ar
(2) lim {/|axz®| = |z| lim {/|ax| = |2|H.
k—o0 k—o0

Enligt rotkriteriet (sats 18.10) konvergerar darfor potensserien absolut om
|2|H < 1, d.v.s. for alla z med |z| < 1/H. For |z| > 1/H ger rotkriteriet endast
att serien ej ar absolut konvergent. Men av (2) foljer i detta fall att

(3) {/|axz*| > 1 och darmed |azz*| > 1

for alla tillrickligt stora k . Termerna ayz* gar di inte mot 0 nir £ — oo, och
serien maste darfor vara divergent (sats 18.1). Vi har alltsi visat att R = 1/H.

II. Om H = 0, ger (2) och rotkriteriet att serien konvergerar for alla z, d.v.s. att
“R —_ m” .

ITI. Om slutligen ¢/|agx] — oo dd k — oo och z # 0, sa géller (3) for stora k.
Detta medfér som ovan att serien divergerar. Vi har R = 0. |||
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SATS 19.5 (KVOTFORMELN FOR KONVERGENSRADIEN)

Om |ag41/ax| = K da k — oo, s har potensserien Y5> ax2* konvergensra-
dien R = 1/K. Ytterlighetsfallen K = 0 och “K = 00” svarar mot “R = co”
resp. R =0. (Jamfor med foregdende sats!)

Beviset ar helt analogt med beviset ovan men bygger pa kvotkriteriet (sats
18.11). Vi genomf6r det inte.

Anm. 5. Sats 19.4 kan generaliseras s& att konvergensradien kan bestdmmas &ven i de fall
da inget grinsvirde H existerar. Detta sker genom att man pa foljande sitt infor ett annat
begrepp i stéllet for gransvérde:

Om man fér en godtycklig begrénsad talfoljd {tx}72; sitter A, = supy>, t, s for man en
avtagande talfoljd {4, }52; och denna har alltid ett gransvirde A. Detta kallas limes superior
for {tx}7>, och betecknas limsup,_, . tx. Om talféljden &r konvergent, ar

limsupty, = hm tk.
k—o0

Med limes superior i stillet for limes blir formeln i sats 19.4 allméngiltig, d.v.s. konvergensradien
ar
R = 1/limsup {/|ax|.
k—o0

Om talfoljden {%/|ax|}3>, inte dr begransad uppat, sdttes dess limes superior “= 00”, och
konvergensradien R ar 0.

EXEMPEL 1. Bestdm konvergensradien for binomialserien Y52 ()=, da
p inte ar ett naturligt tal.
Losning: Vi anvander sats 19.5:

RRRTRNL

Konvergensradien ar alltsa 1/K = 1.
Svar: R = 1.

—21=Kdak—

_’p—k’__ 1-2
Cle+1] |1+4

EXEMPEL 2. Bestam de reella z for vilka folJande potensserler konvergera,r

Zklm b) Z Lk Z Lok d) Z( D* 5k Vi

Losnlng. a) || = k+1' =k+1—> oc0didk — oo Enhgt sats 19.5
ar darfor konvergensradlen R = 0. Potensserien konvergerar alltsd bara for
z=0.

b) /|ak| = \/1_ k — 0 da k — oo. Darmed ar R = oo enligt sats 19.4. Vi
har alltsa (absolut) konvergens for varje x.
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c) ¥fax] = 1/VE2F = 1/(2k) — 1 dd k — oo, ty ¥k — 1; se 2° i sats 18.4,
sid. 64. Enligt sats 19.4 ar darfor R = 2. Potensserien konvergerar alltsa
(absolut) for |z| < 2 och divergerar for |z| > 2. Det aterstar att undersoka
om serien konvergerar di z = +2. D& z = 2 har vi 3,82, , d.v.s. den
harmoniska serien, som &r divergent. D& z = —2 har vi serien Y52 (—1)¥1,
som konvergerar enlig;t Leibniz’ konvergenskriterium; se exempel 24, sid. 78.

Potensserien Y jo; woF konvergerar alltsa da —2 < z < 2, men inte diz < -2
eller da = > 2.

d) Gransvardet i sats 19.4 existerar inte, eftersom aj = 0 for udda k, medan

vi for stora jimna tal 2k har %/[agk| = 2§/;_'=ﬁ = —\}—5 : T’%_\/E ~ 1/4/5. Vi kan

anda 16sa uppgiften med hjilp av substitutionen 22 = ¢ och omskrivning av
serien pa formen

) £k

For denna potensserie i ¢ ar

1 1 1
= 1i L ————— —_— = —,
H= lim, 5k /k Jm G T p

Den har alltsa konvergensradien 5 enligt sats 19.4. For ¢t = 5 far vi serien
Zz?;o(—l)kﬁ som &r konvergent enligt Leibniz’ konvergenskriterium. Den

givna serien konvergerar alltsi for reella z med z? < 5, d.v.s. for |z| < /5.
Svar:a)z=0 Db)allaz c)-2<z<2 d)|z|<V5

UPPGIFTER

1902. Bestim de reella z, for vilka potensserien Y p-; axz® &r konvergent, da ay &r

210((‘];)_’:_"?1) b) a;slﬂ c) (1+ %)lﬂ d) (k;:p>,p nat. tal

(‘_1]);"”_’“1”_ £) ’Z_’: g) (—1)’“(216—,6!)! ) (,]:—;12—
VVE+1-vVE—-1 ) arctan% k) (arctan 7];-)2 1) Hﬁé+—1)
m)zk(1-cos-\—}z—) n)(kk;_if o),/if—Ii p)1+%+...+%

1
— P £3 — P £ —_
q) k(5% — 4F) r) 37 for k =2p — 1 och (—4)? for k = 2p.
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1903. For vilka reella z konvergerar

o0 fore) . 2
—k 2k ~k3.1,2k—1 2"
a) ) 37z b) Yk Fkle zk
k=0 k=1 k=1
1904. Bestdm konvergensradierna till féljande potensserier:
2) Z 22 b) z_: —Egg),wn c) Z %x", dér k ar ett naturligt tal
n=0 n=0 n=0
P
n=1 n!

19.3 Derivation och integration av potensserier

SATS 19.6 (OM TERMYVIS DERIVERING OCH INTEGRERING AV
POTENSSERIER)

Antag att potensserien 332 ; axz* har konvergensradien R > 0 och summan
o0
= Z apzk
k=0
dd —R < z < R. For dessa z galler da att
(e}
(4) (@)= kaya*!
k=1

och att -
5 “’“
5) f; =30

Potensserierna i hogerleden av (4) och (5) har ocksa konvergensradien R.

Satsen sager att potensserien far deriveras och integreras “term for term” i inter-
vallet | — R, R[. Detta ar inte alls sjalvklart, och det motsvarande géller inte for
godtyckliga funktionsserier. Vi skall diskutera termvis derivering och integrering
nagot i 19.5 och utforligare i appendix, dar vi bl.a. bevisar sats 19.6.

Anm. 6. Om H = limy, {/|ax| existerar, kan vilatt visa pastaendet att alla tre potensserierna
i sats 19.6 har samma konvergensradie. Serierna (4) och (5) kan namligen skrivas

- a1l "
Z karz® ™! = p Zkakmk for = # 0 resp.

k=1



19.3 Derivation och integration av potensserier 93

o0 o0

(23 k+1 __ Ak
Zk+1"" ‘”"Zkﬂm'
k=0 k=0

Konvergensradierna bestdms déarfor enligt sats 19.4 av limg— oo ¥/|kar| resp. limg oo & L"fll,
som bada ar H, eftersom ¥k — 1 och ¥k +1 — 1, da k — oco.

EXEMPEL 3. Med hjilp av summan av den geometriska serien
1—?+t* — ... = iz dé [t| <1, fér vi da |z| <1 att

aretans = [ % _ /””i(_l)ktwc di — i (=¥ L2k
0 1+t2 0 k=0

(Jfr sats 19.1, dar serieutvecklingen av arctanz, for |z| < 1, harleddes med
en annan metod.)

EXEMPEL 4. Ur likheten

1
i—£=1+w+x2+$3+... da |z| <1

erhélles genom derivering

1
(=P =1+42c+32%+...+ (n+1)z" +... for |z < 1.

Speciellt far vi t.ex. fér z = 0.9 att 3 o> ((n + 1)0.9" = 100.

EXEMPEL 5. Binomialserien
Antag att p #0,1,2,.... Potensserien

x=°° AW
F(z) z(k)

har konvergensradien 1; se exempel 1, sid. 90. Enligt sats 19.6 ar da for

lz| <1
f'(z) = ;k(,i)x’c—l =S (k+ 1)(k i 1)xk -

k=0
S PP k) B (p>mk=
kZ::O( k! ;A:;)(p Nk

k=1

:Pi . xk_ik y wk:Pf(m)—mik P et = pf (@) - 2f' ().
k=0 k k k=1 k
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Vi har alltsa att (1 + z)f'(z) = pf(z) och ddrmed

f@) _
flz) 14z

Integration ger In|f(z)| = pln(1+2z)+1n|C|, varav f(z) = C(1+z)P. Vidare
maste di C' = f(0) = (§) =1, sd att f(z) = (1 +z)?, d.v.s.

(1+z)? = i (Z)a:k

k=0

Dln|f(z)| =

Darmed har vi bevisat den sista formeln i sats 19.1.

EXEMPEL 6. Maclaurinserien for tan x
Eftersom tanz ar en udda funktion, har den en maclaurinserie med enbart
termer av udda grad:

(6) tanz = c17 + c3x3 + c52® + ... ..

Vidare ar som bekant D(tanz) = 1 + tan?z. Insittning av (6) i bada leden
ger med hjalp av termvis derivering

c1+3c3x? +5cszt +... =14 (qz +ezz® +...)2 =

=14+c22? + (cre3 + cser)zt + (cres + caca + eser)zl + ...

Da& varje potens av £ maste ha samma koefficient i bada leden, far vi

cl = ].,
363 = (11,
5cs = cic3 + c3cq,
Tc; = ce5+ c3c3 + csce,

(2n+1)cont1 = Yk=1Cok—1C2n—2k+1-

Detta ger en mojlighet att successivt bestimma koefficienterna:
1 1 2 1 ( 4 + 1) 17

— Cr = — —_— C7 = —\— - )= T, ....
3 775 15 T 7159 315
Seriens konvergensradie ar 7/2, men det kan vi inte bevisa hér.

2
6121, Cc3 = -§=

Anm. 7. Det finns ingen explicit allmén formel for koefficienterna c; i maclaurinserien for

tanz, som uttrycker dem i enklare kdnda storheter. Dairemot kan de anges med hjilp av

fakultetssymboler och de s.k. Bernoullis tal B, som ocksa kan bestdmmas rekursivt.
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UPPGIFTER

1905. Visa att om potensserien ZZ‘;O arz® har positiv konvergensradie och sum-
man f(z), s& &r ar, = f*)(0)/k!, d.v.s. potensserien ir maclaurinserien till f (enty-
dighetssats for maclaurinserier).

1906. Utveckla foljande funktioner i potensserier och ange seriernas konvergensradier:

1 11 ! -,
a = ——
) e 2= T ) b) m ) (773
1 1
d) —— . . A1)
) 1-2)3 e) 2 312 (dela upp i partialbrak)

1907. Utveckla med hjélp av exempel 5 funktionen 1/+/1 — z? i potensserie och hérled
sedan potensserieutvecklingen av arcsin z.

1908. Bestdm konvergensintervallet och summan for foljande potensserier. (Anvéind
bl.a. termvis derivering.)

- P = @ = 1 2n+1
1 1) — -l = —— p2ntl
@) 1+ (-5 b) 3_(=1) =1 2 g i®
k=1 n=1 n=0
1909. Berdkna (genom att anvinda ldmpliga potensserier) summorna, av féljande serier:
— 1 — 12 2 3 4 -
e — 1— = I L= _1n—1 22—2n
2) ) b)Y 5 Ol-I+ @t =D
n=1 n=1 n=1
o0 o0
n? . n“-1 3 8 15
d)E H,forp—l,Zoch3 e)z o §+§—!+E+
n=1 n=2
= 1 — n?
1yl - —_.
2 T{z( T &) n; 3n

3 6 .9
1910. Visa att funktionen f(z) = 1+ z—' + Z—' + %T +... satisfierar differentialekvationen

y" +y' +1y = e® och bestim f(z) med hjilp av detta.

1911. Potensserien f(z) = ag + a1z + azx? + ... har positiv konvergensradie. Berikna
for p = 1,2 och 3 summan av serien

a1z + 2Pasz? + 3Pazz® + ... + nPa,z” + .. ..

1912*. Potensserien f(z) = ap + a1Z + ... + anz™ + ... har konvergensradien R > 0.
Sétt ag + a1 + ...+ a, = s, och visa att
f(=z)

1o g =850+ 812+ ...+ 52" + ..., for |z|] < min(l, R).
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(Multiplicera utvecklingarna av f(z) och {2 termvis. Detta &r tilltet pa grund av
absolut konvergens. min(1, R) betecknar det minsta av talen 1 och R.)

1913*. Berdkna summan av serien

= 1 1. . .
Z(1+'2'+...+;L‘)$ for |z| < 1.

n=1

19.4 Losning av differentialekvationer med potensserier

Ménga problem leder till differentialekvationer som inte ar av de typer, som vi
behandlat i kap. 14-15. Ofta kan man dock erhalla vissa losningar i form av
potensserier. Denna metod har viktiga tillimpningar bade inom teknik och ren
matematik. Vi demonstrerar metoden med tva exempel.

EXEMPEL 7. Bestam i form av en potensserie en 16sning till differentialek-
vationen (4 — z2?)y” +y = 0 med y(0) = 1, ¢'(0) = 0. Bestim seriens
konvergensradie.

Losning: Antag att det finns en I6sning y(z) = Y neganz™, dir serien har
konvergensradie R > 0. For |z| < R &r da enligt sats 19.6

o0 e o] [e o]
y = Z napz"t, Y’ = Z n(n —1)apz" 2 = Z(n +2)(n + 1)aptoz”,
n=1 n=2 n=0
o0
oy = Z n(n — 1)a,z™.
n=2

Insattning i differentialekvationens vansterled ger att

(4—2))y" +y= 2[4(71 +2)(n + 1)apt2 — n(n — 1)a, + ap]z™.

n=0
Detta blir = 0 endast! om varje z-potens har koefficienten 0, d.v.s. om
4n+2)(n+ Dapse = (0> —n—1)a, forn=0, 1, 2,....
Alltsa ar

(7 an+2=m%'%%l)-anférn=0,l,2,....
Begynnelsevillkoren ger ag = 1 och a; = 0. Déarmed kan alla koefficienterna

1Jfr uppg. 1905
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bestammas successivt med hjilp av (7):

_ 1, _ 1
(2 = —g@o = —73g;
1
a3 =—5;01=0=as=ar=...,
_ 1 _ 1
Q4 = 3802 = —3g7 »
ag = tka
6 = 120%4s .- -

Vi far inte nagot enkelt uttryck for ag, i “sluten form”. Déaremot kan vi
bestimma seriens konvergensradie: Om vi sitter 22 = t, far serien formen
S22 o agktk. Konvergensradien R* for denna serie bestams enligt sats 19.5 av
. . aa(k
K = lim |_2L_+_1)|
k=00 agk

Vi har enligt (7) att
a2k+2_ 4]{,'2—216—1 _ 1_ﬁ—gllc—2

aye  4(2k+2)(2k+1) 4(1+%)(1+2_1]€) =K.

1
4
Saledes ar R* = 4 = 4. V&r potensserie konvergerar alltsd for 22 < 4, d.v.s.
for |z| < 2, men divergerar for |z| > 2.

Svar: y=1-— %12 - ﬁx‘* — ... med konvergensradie R = 2.

EXEMPEL 8. Bessel-funktionen Jy(z).

En for tillampningar viktig typ av icke elementara funktioner ar de s.k. Bessel-
funktionerna (eller cylinderfunktionerna) J,(z). De behdvs t.ex. da man
studerar elektriska félt med cylindrisk symmetri (symmetri med avseende pa
rotation kring en axel). J,(z) &r 16sning till Bessels differentialekvation

$2y”+ 333// + (.772 _ nZ)y =0
(dér n inte behdver vara ett heltal). Har skall vi i form av en potensserie
bestimma Jo(z), som ar den 16sning till differentialekvationen
zy" +y' + zy = 0, for vilken y(0) = 1.

Losning: Vi ansitter potensserien y = S5 azz® och far analogt med
foregaende exempel for |z| < R, dar R ar seriens konvergensradie

[ee] [ee]
y' = Z kage*!, zy’ = Z k(k — 1)agz*.
k=1 k=1

Insattning i differentialekvationen ger darfor

ay + Z(kzak + ak_Q)zk"l =0.
k=2
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Detta medfor att
a1 =0 och kK?ar +ap_o=0for k=2,3,...
och darmed rekursionsformeln
(8) ap = —ap_o/k® for k =12,3,....
Begynnelsevillkoret ger ag = 1. Vi far sedan successivt med hjilp av (8)
ay = —ag/4 = —1/4 = —1/22,
a3=—a1/9=0=a5=...,
as = —ag/4? = 1/43 = 1/[24(2))?],
ag = —CI,4/62 = —a4/2232 = —1/[26(3!)2],

(-1
agp = —agy—2/(2p)* = 229 (pl)2”
Alltsa ar
00 2 4 6
(1P x4, z z x
— 2y — 1 - 2 —
J()(:C) pZ:% (p!)z (2) 22 +22,42 22.42,62 +

Serien konvergerar for alla z. Med ¢ = (£)? har vi nimligen en serie > peo Cpt?s
som vi kan tilldmpa sats 19.5 pa :

lep1/cp| = B 1 Kdipo o
PP T o )R~ (prz 0 AP e

och den sistndmnda serien konvergerar darmed for alla ¢.
Kurvan y = Jy(z) ar ritad i fig. 19.3.

1
0.8
0.6
0.4
0.2}

i \//\W/\l\//:o

o.ab

Fig. 19.3
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UPPGIFTER

1914. Bestdm potensserier som satisfierar f6ljande differentialekvationer och begynnel-
sevillkor. Bestdm ocksd potensseriernas konvergensradier.

a)zy”" +y' —y =0, y(0)=1 b) zy" =y, y(0)=0, y'(0) =1
c) zy" +y =0, y'(0) =1 d) y" —zy' +2y =0.

1915. Lo6s med hjilp av potensserie differentialekvationen y"' = zy.

1916. Bestdm de z, for vilka potensserien

o o 9
z+ nz_:?(—l) 1—(277?_ 1

2n—1

konvergerar och berékna seriens summa.
Ledning: Visa att summan satisfierar differentialekvationen y" +y = —z — 2sinz.

1917. Bevisa att differentialekvationen
(z—2*)y" +[c—(a+b+1Dz)y’ —aby =0

satisfieras av potensserien

ab a(a + 1)b(b+ 1) a(a+1)(a+2)b(b+1)(b+2)
L e aer ) Nt Derd) L

och bestdm seriens konvergensradie. (Serien kallas en hypergeometrisk serie.)

19.5 Allmant om funktionsserier och funktionsfoljder

Potensserierna ar som sagt ett speciellt slag av funktionsserier, d.v.s. serier
Yorey fe(x), vilkas termer &r funktioner. Av en funktionsserie far man for varje
sarskilt z-varde, sig zg, en “vanlig” (numerisk) serie > 5o ; fr(zo).

DEFINITION (AV PUNKTVIS KONVERGENS )

Om serien > p2; fx(z) ar konvergent for varje fixt x i ett intervall I
och 372, fx(z) = s(z), sa siges funktionsserien ) jo; fix(z) konvergera
punktvis pa I och ha summan s(z).

Likheten Y22, fx(z) = s(z) betyder som bekant att s(z) = lim,e0 Sn(2),
dar sp(z) = Y k=1 fx(z). Om funktionsserien konvergerar punktvis pa I, ex-
isterar alltsd lim, o sp(z) for alla z i I, och da sidges dven funktionsfoljden
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{sn(z)}52; konvergera punktvis pa I. Vi skall nu ta upp problemen om term-
vis derivation och integration av funktionsserier och ytterligare ett narbesliktat
problem.

Fraga 1. Fir en funktionsserie deriveras termvis? D.v.s. ar s'(z) = 322, fi(z),
om alla termerna fi(z) &r deriverbara? Naturligtvis ar s},(z) = Y3_; f.(z). Men
ar det sakert att

d
2o = lim [— ?
T [nhm sn(z)] Jim [dxsn(cc)] 7

Fraga 2. Far en funktionsserie integreras termvis? D.v.s. ar

[ n@ldr=Y" [ @) de,
¢ k=1

k=12

om alla termerna fi(z) ar kontinuerliga pa [a,b]? Naturligtvis ar
f: sp(z) de =334 f; fr(z) dz. Men ar det sdkert att

b b
. o 0
/a [nlggo sp(z)] dz = nll)rrc}o/a sn(z) dz 7

Fraga 3. Ar funktionsseriens summa kontinuerlig, om alla termerna f(z) ar
kontinuerliga? Delsumman s, (z) ar naturligtvis kontinuerlig, men ar det sikert
att ocksa s(z) = limp_00 Sp(z) ar kontinuerlig?

Dessa tre frdgor har samma svar: Nej, inte allmént! Detta framgar av foljande
exempel, dar vi for enkelhets skull bara anger funktionsféljden {s,}. Dessa s,
kan alltid uppfattas som delsummorna till en funktionsserie med allmanna termen

fr(z) = sg(z) — skp—1(z) for k > 2 och fi(z) = s1(x).
EXEMPEL 9. Funktionsfoljden {s,}%2,, dir s,(z) = L sinnz, konvergerar

n
punktvis mot s(z) = 0, eftersom |s,(z)| < 2 ; jfr fig. 19.4. Men

s (z) = cosnz gar inte mot s'(z) =0 dd n — co. T.ex. har vi ju att

sh(0)=1—=1+#0=s(0).

0.6 1 | T | | T
04 |- .

o.z—/\ N \ /N och s5 = 1 sin 5
02V VAV

-0.4 B
_06 1 | | | 1

55 = +sin2z

Fig. 19.4
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EXEMPEL 10. Om s,,(z) = n?ze™"® (jfr fig. 19.5) ir s(z) = lim, o0 Sn(z) =
= limp_y00(n?ze ™) = 0 for > 0; se sats 6.9. Dirmed &r fol s(z) dz =0,
medan

1 1 1
/ sp(z) do = / nze™™ dx = [—nze "]} + / ne " dr =
0 0 0

=-—ne "+ [-e ™ =-(n+1)e ™ +1—1ddn— oo.
1

S

815
. 0.8
3 0.6 1

S8
2 0.4
S4 S50
1 s1 0.2
—
0.2 ] 0.4 0.6 0.8 1 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Fig. 19.5 Fig. 19.6

EXEMPEL 11. For de kontinuerliga funktionerna s,(z) = e"e” (ifr fig.

19.6) galler att

v na? g
s(z)—ni’ngoe =0 for z # 0,

medan s,(0) =1 — 1 dd n — oo. Gransfunktionen s(z) = limy,_,o0 Sp(z) ar
alltsa diskontinuerlig i punkten x = 0.

Vart resultat i exempel 11 kan formuleras

lim ( lim e'_mz) =0 men lim (lim e_"zz) = 1.
z—0 n—00 n—00 —0
innh
P& liknande sdtt fann vi i exempel 9 att limp,_o(limg,— 00 %L——) = 0, medan
n
innh
limy, s o0 (limp, 0 Smn ) = 1. Vid upprepad gransovergang ar det alltsa vasentligt

i vilken ordning man utfor gransovergangarna. Detta ar skalet till de nekande
svaren pa fragorna 1-3. Daremot har dessa fragor jakande svar for funktionsserier
resp. funktionsfoljder, som uppfyller vissa tillaggsvillkor, t.ex. for potensserier;
se sats 19.6 och appendix.

UPPGIFTER

1918. Funktionsf6ljden {z"}{° konvergerar punktvis i intervallet [0, 1] mot en funktion
f(z). Bestam f och undersok om f &r kontinuerlig pa [0, 1]. (Jfr fig. 19.7)



102 POTENSSERIER

1919. Visa att foljande funktionsfljder konvergerar punktvis i angivna intervall och
bestam gransfunktionerna:

m2n

a) {e~"*}5° pé [0, 0o (jfr fig. 19.8) b) {57} pa ] — o0, 00].

1 T 1 T I
0.8 0.8
0.6 - 0.6
0.4 0.4
0.2 0.2

0 | 0 | | |

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Fig. 19.7 Fig. 19.8

1920. Visa att funktionsfdljden {nz"~*}{° konvergerar punktvis pa [0, 1] och berékna
fol (limp—co nz™ 1) da och limp_e0 fol nz™ ! dz.

1921. Berikna for s,(z) = nz?/(1 + n®z%) bade [~ [limn_oo sn(z)] dz och
limyn— oo ffooo 8n(7) dz.

1922. Berakna d—‘i—[limn_,oo sn(z)] och limn_,oo[%sn (z)] for

a) sn(z) = n?(1 — cos %) b) sp(z) = %arctan ne.

19.6 Kort historik

Redan pa 1600-talet kinde man till utvecklingarna av de viktigaste elementéra funk-
tionerna i potensserier (bl.a. de i sats 19.1). T.ex gavs serien for In(1 4 z) av Nicolaus
Mercator? &r 1668 och har kallats Mercators serie. Serien for arctanz kallas ibland
Gregorys serie efter James Gregory som fann den 1671. Den torde dock redan foére ar
1400 ha upptickts av den indiske matematikern Madhava. Newton bidrog bl.a. med
binomialserien (1665). Ur denna hérledde Newton serien for arcsinz; jfr uppg. 1907.
Med hjilp av sambandet mellan tva funktioner som &r varandras inverser fann han sedan

?Denne Mercator bor inte forvixlas med den berdmde kartografen Gerhard Mercator, som
verkade pa 1500-talet.
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1669 serien for sin z . Han utvecklade ocksa e” genom en liknande “invertering” av serien
for In(1 + z), som han troligen kénde till redan fére Mercator.

Manga speciella potensserier hade alltsa studerats innan Taylor 1712 och Maclaurin
1742 gav sina allménna serier. Aven dessa torde ha varit kinda pa 1670-talet av Gregory
och Leibniz. Fore 1800-talet riknade man fritt med potensserier, utan att bekymra
sig om granser for resultatens giltighet och seriernas konvergens. Sddana fragor togs
upp forst av Lagrange (cirka 1800) och framférallt av Cauchy i “Cours d’Analyse”
1821. Cauchy redde ut konvergensforhallandena och gav de viktigaste resultaten om
konvergensradien.

I samband med funktionsserier gjorde dven Cauchy misstag, t.ex. i friga om termvis
integration och d& han péstod att summan av en funktionsserie med kontinuerliga ter-
mer ar kontinuerlig. Abel visade 1826 med ett motexempel att sa ej behover vara fallet.
Klarhet om fragor av detta slag (se avsnitt 19.5 och appendix) uppndddes forst vid mitten
av 1800-talet, sirskilt genom Karl Weierstrass’ insatser. Han anvénde bl.a. begreppet
likformig konvergens; jfr appendix A. Att likformig konvergens beh6vdes inségs 1847 av
tysken Philipp Seidel och irlindaren George Stokes, oberoende av varandra. Weier-
strass gav redan 1841 en precis definition av likformig konvergens, men den publicerades
forst langt senare.
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Appendix
A. Likformig konvergens for funktionsserier och funktionsfoljder
Vi skall har studera allménna funktionsserier och funktionsfoljder och speciellt ta

upp de fragor som stélldes i avsnitt 19.5. Vi borjar med att repetera en definition
(jfr sid. 99) och studera ett intressant exempel.

DEFINITION (AV PUNKTVIS KONVERGENS )

En funktionsfoljd {f,}52, siges konvergera punktvis pd en mangd M
mot funktionen f om

lim fn(z) = f(x) for alla z € M.

n—oo

Vi skriver ” f,, — f punktvis p& M” och f kallas gransfunktion till {f,}52 ;.

EXEMPEL 12. Lat f,(z) = n?ze™™® pd M = [0,00[. Vi har redan i 19.5
(sid. 101) konstaterat att fr(zo) = zonle " — 0 for varje fixt zg > 0
dad n — oo, och att f,(0) =0 — 0 d& n — oco. Funktionsféljden {f,}5>;
konvergerar alltsa punktvis mot gransfunktionen 0 pd M. Detta betyder dock
inte att kurvan y = fp(z) “i sin helhet ligger nara” granskurvan y = 0 for
stora n. Vi har nimligen, som man latt ser med hjalp av derivatan f)(z), att

mﬁxfn(a:) = f”(hl') =n/e = oo da n — oo.

D& n ar stort, innehaller alltsa kurvan y = f,(z) punkter som ligger mycket
langt bort fran y = 0; jfr fig. 19.9.

fa
fi

Fig. 19.9 0 |
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Vi skall nu infora ett konvergensbegrepp, som uttrycker just att hela kurvan
y = fn(z) for stora n ligger “nara” kurvan y = f(z). Detta konvergensbegrepp
kommer vi sedan att anvanda for att formulera villkor som medfér att

1°: diii[limn——-)oo fn(w)] = Hmn—)oo[ad;fn(x)]a
20 : Jollimy 00 fn(2)] da = limy o0 [0 fu() da,
3°: f(z) =limp o0 fn(z) ar kontinuerlig, da alla f,(z) ar kontinuerliga.

Som framgér av 19.5 galler 1° —3° inte allmént, da {f, }>2; konvergerar punktvis.

DEFINITION (AV LIKFORMIG KONVERGENS )

Funktionsfoljden {f,}52, siges konvergera likformigt mot funktionen
f pa mangden M, om det till varje tal € > 0 finns ett tal N, sa att

|fn(z) — f(z)| < e for allaz € M da n > N..

Vi skriver d& “f, — f likformigt pa M”.

Definitionen kan askadliggoras enligt fig. 19.10. For godtyckligt € > 0 begransar
kurvorna y = f(z) & ¢ ett band. Om f, — f likformigt pa M, ligger samtliga
kurvor y = fp(z) for n > N, i detta band. Om n &r stort, ligger alltsd kurvan
11 = fp(x) “i sin helhet ndra” kurvan y = f(z).

Fig. 19.10

Man kan definiera ett avstand d(f, g) mellan tva funktioner f och g, definierade
pa samma mangd M, som

d(f,9) = Sup |f(z) — g(z)|.

Askadligt betyder d(f, g) supremum av avstindet mellan punkterna (z, f(z)) och
(z,g(x)) pa de bada funktionernas grafer; se fig. 19.11. Med detta avstandsbegrepp
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kan man uttrycka villkoret for att f, — f likformigt pd M mycket kort, som
d(fn,f) = 0da n — oo.

OBS. 4. Av definitionen av likformig konvergens foljer direkt att

fn — f likformigt pAa M = f, — f punktvis pa M.
Daremot galler inte det omvanda: En '
funktionsfoljd, som konvergerar punktvis
pa M, behover inte konvergera likformigt
pd M. Detta framgir av exempel 12, dar
(som vi sett) fn(z) = n?ze ™ — 0
punktvis pd M = [0, oo[, men konvergensen M

inte ar likformig, eftersom Fig. 19.11 X

y=f(x)

¥

d(fn,0) =sup|fn(z) — 0| = mﬁanwe_m =n/e /4 0dan — oo.
M

OBS. 5. Observera att likformig konvergens alltid hanfor sig till en
viss punktméngd. S4 konvergerar, som sagt, funktionsfoljden i exempel 12
inte likformigt pa [0, co[, men daremot likformigt pa varje intervall I, = [a, co[
dar o > 0. Vi har namligen att

sup | fn(z) — 0] = nae™™* da n > 1/a.

z>a

2

Eftersom n“ae™"* — 0 dd n — oo, ar konvergensen likformig pa I,.

Gransfunktionen till en punktvis konvergent foljd av kontinuerliga funktioner
behover inte vara kontinuerlig, se exempel 11, sid. 101. For likformigt konver-
genta funktionsfoljder galler daremot foljande:

SATS 19.7 (OM GRANSFUNKTIONENS KONTINUITET)

Antag att funktionerna f, ar kontinuerliga pd mangden M och att f, — f
likformigt pad M. D4 ar f kontinuerlig pad M.

Bevis: Vi skall for varje zo i M bevisa att

f(z) = f(zo) dd z — xo och z € M,
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d.v.s. att |f(z) — f(zo)| blir godtyckligt litet for z tillrackligt néra zo. Lat € > 0
vara givet. Eftersom f, — f likformigt pd M, vet vi att om p viljes tillrackligt
stort, s& ar

9) |fp(z) — f(z)] < % for alla z 1 M.

Vi kan da uppskatta |f(z) — f(zo)| pa foljande satt:
[f(2) = f(zo)| = I[f (z) = Fp(@)] + [fp(2) = fp(z0)] + [fp(z0) — f(z0)]| <

< |f(2) = Fp(@)] + 1 fp(z) = fp(mo)| + | fp(mo) — £ (o).

Enligt (9) ar forsta och tredje termen i det sista ledet bada < £ da « € M. For
vart fixa p ar f, ar kontinuerlig pA M och darmed i zo, varfor det finns ett tal
6 > 0 sd att den andra termen |fy(z) — fp(z0)| < § da |z — x| < d och z € M.
For alla sddana « &r alltsd |f(z) — f(zo)| < §+ 5+ § = ¢l

For funktionsserier kan vi tillimpa det féregdende pa foljden av seriens del-
summor {sp(z)}. Dirmed kan vi ocksa formulera definitionerna och satsen for
funktionsserier:

DEFINITION (AV PUNKTVIS OCH LIKFORMIG KONVERGENS
FOR FUNKTIONSSERIER )

En funktionsserie Y 7> ; ux(z) siges konvergera punktvis mot summan
s(z) pa en mangd M, om sp(z) = Y p—; uk(z) — s(z) for alla z i M da
n — oo. Om s, — s likformigt pad M, siges funktionsserien Y jo; uk(z)
konvergera likformigt pa M (mot summan s(z)).

Av sats 19.7 foljer nu

SATS 19.8 (OM SERIESUMMANS KONTINUITET)

Om Y 32, ug(x) konvergerar likformigt mot s(z) p4 M och funktionerna uy
ar kontinuerliga dar, sa ar ocksa s kontinuerlig pa M.

Bevis: Eftersom funktionerna uy ar kontinuerliga pa M, ar ocksa alla
sn(z) = Y. F—1 ug(z) kontinuerliga dar. Da vidare s, — s likformigt pd M, si ger
sats 19.7 att s ar kontinuerlig pa M.|||

For att bevisa att en given funktionsserie konvergerar likformigt kan man i manga
fall anvinda foljande sats:
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SATS 19.9 (WEIERSTRASS’ MAJORANTSATS)

Om |ug(z)| < ak for alla z € M och Y32, ax konvergerar, si ar Y 7o uk(x)
likformigt konvergent pa M.

Anm. 8. Forutsattningen om |ux| kan ocksa formuleras sup, ¢y |uk(z)| < ax.

Bevis: For varje z € M ar |ug(z)| < ag och da Y 32, ai konvergerar, ar tydli-
gen > pe; ug(z) absolut konvergent enligt jamforelsekriteriet, sid. 70, och sats
18.12, sid. 76. Serien konvergerar alltsd punktvis pdA M och har en summa s(z).
Eftersom Y 72 ; aj ar konvergent, finns det till varje tal € > 0 ett tal N si att

lZak—Zakt—\ S al= S ai<edinz .

k=n+1 k=n+1
Detta ger (se OBS. 9, sid. 77) att
o0 o0
lsn(z) — s(@)| =] D w(@)| < Y |lu(a)l < Z ak <€
k=n+1 k=n+1 k=n+1

for allaz € M ddn > N. |||

EXEMPEL 13. Bevisa att funktionsserien ) 72,
kontinuerlig funktion for > 0.

1 -
TR 2 (@ 1k) definierar en

1 . . .
Losnlng For alla z > 0 ar 0 < @k I @1k < kln +- Vidare ar serien

Y ohes —r konvergent; se uppg. 1822, sid. 69. Enligt Weierstrass’ majo-
rantsats ar darfor den givna funktionsserien likformigt konvergent pa [0, ool.
Lat f(z) vara seriens summa. Eftersom seriens termer ar kontinuerliga funk-
tioner och konvergensen &r likformig pa [0,o00[, dr f kontinuerlig for z > 0
enligt sats 19.8 .

UPPGIFTER

1923. Visa att foljande funktionsfoljder konvergerar likformigt pa de angivna inter-
vallen:

a) {27} pa[0,b], for0<b< 1 b) {n sin%}‘f" pé [~a, .

1924. a) Funktionsfoljden {xz ::H }$° konvergerar punktvis pa intervallet [0, co[. Mot
vilken funktion?
b) Ar konvergensen likformig pa intervallet [0, co[ resp. [2, co[?
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1925. Undersck om funktionsféljden {541;2%}‘1” konvergerar likformigt pa intervallet
[0,1].

1926. Bestam de z, for vilka f6ljande funktionsserier konvergerar, och berdkna seriernas
summor:

ot 2 oo 1
—_ b .
a)g(xzﬂ)n );(Hn)(wnﬂ)
1927. Visa att likheten
sinnz
f(iE):Zl“n—,r, p>1,

definierar en for alla = kontinuerlig funktion f(z).

1928. Visa att funktionsserien y .- | ze~"® ar konvergent for 2 > 0 och berékna seriens
summa. Visa ocksd, att konvergensen ar likformig pa varje intervall [a, o[, ddr a > 0.
Ar konvergensen likformig pd intervallet ]0, co[?

1929. Visa att funktionsserien ) o, ze ™ 5r likformigt konvergent pa intervallet
[0, ool

B. Griansovergang under integraltecknet

Som vi sett i avsnitt 19.5 (exempel 10), finns det funktionsféljder { f,}52; sddana
att

i [ @ o £ [ (lim fa(o) da

Detta kan daremot inte intraffa om konvergensen ar likformig pa [a, b]:

SATS 19.10 (OM GRANSOVERGANG UNDER INTEGRAL-
TECKEN VID LIKFORMIG KONVERGENS)

Om funktionerna f, ar kontinuerliga och f, — f likformigt pa det slutna
begriansade intervallet [a, b], si ar

lim /ab fn(z)dz = /abf(a:) dz.

n—oo

Bevis: Eftersom funktionerna f, ar kontinuerliga pa [a,b] och f, — f lik-
formigt dar, sd ar ocksd f kontinuerlig pa [a, b] enligt sats 19.7. Darmed existerar
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I} : fn(z) dz och f;’ f(z)dz. P& grund av den likformiga konvergensen finns det
till varje tal € > 0 ett tal IV si att

|fn(z) — f(z)] <edia<z<bochn>N.

Detta ger att

[ f@de = [ 1@ dal =1 [ nte) - @) do <

S/ab|fn(m)—f(w)]da:§e(b—a) din>N.

Enligt definitionen av gransvarde for en talfoljd (sid. 32) ar darfor

tim [ fa@ydo = [ 1) dwl

n—o0

OBS. 6. Vi observerar i foljande exempel att satsen inte galler om integra-
tionsintervallet ar obegransat.

EXEMPEL 14. For f,(z) = n/(z?+n?) giller att f,, — f likformigt pa hela
R, ty

up |f(z) — 0] = 5up fu(2) = fa(0) = - =0, déin = o

Vidare ar [*° f(z) dz = [°] 0dz = 0, medan

o0 ®  ndz o dt
/_oofn(a:)dw—/_oom—(medsubst w—nt)—[_mm—ﬂ,

vilket alltsd inte gar mot 0 da n — oo.

Det finns emellertid ocksa satser som ger tillrackliga villkor for att

lim [ fule)do = [ (lim fu(e)) do,

n—roo

da I ar ett godtyckligt intervall och de betraktade integralerna ar generaliserade,
t.ex. foljande sats, som vi inte bevisar har:
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SATS 19.11 (OM DOMINERAD KONVERGENS)

Likheten limy, o0 [ fn(z)dz = [; f(z) dz galler under f6ljande forutsatt-
ningar:

1°: [Integralen [; fn(z)dz existerar for alla n > ny.

2°: fn — f punktvis pd I och [; f(z) dz existerar.

3° : Det finns en funktion g definierad p& I saddan att [; g(z) dz existerar
och |fn(z)] < g(z) for alla z € T och for alla n > ny.

OBS. 7. Exemplen 10 och 14 visar att vi inte kan stryka forutsattningen 3°.
Funktionen ¢ kallas en majorantfunktion till funktionerna f,.

©  dx
EXEMPEL 15. Berdkna lim .

Losning:
1 1 fér 0<z<1
=t | e
och [(° f(z)dz = fo 1dz = 1. Sats 19.11 ger darfor att det sokta gransvardet
ar 1, ty:

1°: [°(1 4 z™)~!dz existerar for n > 2.

2°: (142! —)f(:r), da n — oo (se ovan!).
o = 1 da0<z <1,

3%+ For g(e) = (1+z%)™! diaz>1,

1+2") ! <g(z) dd n>2, och [ g(z)dz =1+ [arctanz]® =1 +
0 1

e

EXEMPEL 16. Berdkna limy,_,oon [5° e~ sin z dx.
Loésning: Substitutionen zv/n =t ger

/Oo —na? o /°° 2 b dt /OO\/—si 2 g

n| e ™ singdr=n| e’ sin——= nsin —e .

0 0 \/ﬁ \/ﬁ 0 \/ﬁ

Sitt fo(t) = /nsin —=e~t". D4 giller att f,(t) — te~* d&n — oo och vidare
7n

att |fn(t)] < \/ﬁﬁe‘tz = te™". Eftersom [ te~*" dt existerar, s3 &r

li Y e sinade = lim [ fat)dt= [ e dt = [P = X
n_l_)nolon/o e sinx m—ng%o/o fn(t) —/0 e —2[ ]0———2-.
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UPPGIFTER
1930. Lt fn(z) = \/ze~*/™. Berikna lim,_, o fol fn(z) de.

1931. Berakna
71'/2 dCE
lim

n—oo fo 14 SBZ 4 (slmEy2 4y (shZyn

1932. Beridkna

oo

lim n~ 'z 2In(z" — 1) dz.
n—o0 2

n
" n+|cosz| + (z/n)2’

1934. Berdkna foljande gransvirden:

1933. Lat fn(z)

Bestim lim,—o0 f0°° fa(z) dz.

. o0 dz . * sinwx
a) lim 5 — b) lim —
nooo Jo l+z+z°+...+2 n—soo J, 14z

1935*. Funktionen f(z) har kontinuerlig derivata pa [0,1]. Visa att

lim n/ol 2" f(z)dz = f(1).

n—oo

(Integrera partiellt.)

1936*. Visa att

a) [y(1-%)"lnzds= ai(nn—1- 11 . -1

(Ledning: Sétt 1 — £ = t. Serieutveckla In(1 —t).)

b) fooo e ®Inzrdx = —, dar & Eulers konstant (se uppg. 1825, sid. 70).

C. Termvis integration och derivation av funktionsserier

For funktionsserier har sats 19.10 foljande konsekvens:

SATS 19.12 (OM TERMYVIS INTEGRATION VID LIKFORMIG
KONVERGENS)

Antag att termerna uy i funktionsserien Y po ux(z) ar kontinuerliga pa ett
slutet begransat intervall I och att serien konvergerar likformigt pa I. Da
far funktionsserien integreras termvis over I, d.v.s.

JCwwendo =3 [wierae
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Bevis: Lat s, (z) vara funktionsseriens n:te delsumma, d.v.s. sp(z) = Y p_; uk(z).
Eftersom vi har antagit att serien konvergerar pa I, existerar dess summa

n—00

o
lim s,(z) = Zuk(:ﬂ), daz el
k=1
Enligt sats 19.10 &r limy, o0 [7 Sn(2) dz = [} lim,_o0 sn(z) dz. Alltsa galler

Z/uk(a:)d:v—- lim Z/uk )dz = lim /IZU’“

n—00
k=1

= lim Isn(a:) dz = /I(nll)ngosn ) dz —/ Zuk ) dz. |||
EXEMPEL 17. D4 |t| <1 &r
n
SNt =1—t+2 -+ .+ (-1)" =
_ 1— (—t)"+1 1

1+t 1+t
jfr exempel 4, sid. 56. Saledes ar

da n — oo;

1 o0
e Z 1)FeF for || < 1.
+ =

Om 0 < a < 1, ar funktionsserien likformigt konvergent pa intervallet [—a, a]
enligt Weierstrass’ majorantsats, eftersom |t*| < |a|¥ och 3%, |a|* konver-
gerar. Varje z med |z| < 1 tillhor ett sddant intervall [—a,a], varfor sats
19.12 for sidana x ger

T di - k [Tk - - k- 13”]C
In(1 =/ e -1 /tdt= -1
n(l +z) 117 ]g( ) ; I;J( k:+1 :L;l )

Jamfor med den fjarde formeln i sats 19.1!

Av sats 19.11 om dominerad konvergens foljer direkt motsvarande sats for funk-
tionsserier. Den galler dven for obegransade intervall.
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SATS 19.13 (OM TERMVIS INTEGRATION VID DOMINERAD
KONVERGENS)

Likheten [;(372; uk(x)) dz = Y 32, [; up(z) dz giller under foljande forut-

sattningar:

1°: [, uk(z) dz existerar for alla k.

2°: 3772 ug(z) konvergerar for alla z € I och [; (332, uk(z)) dz existerar.

3° : Det finns en funktion g definierad pa I sidan att | > 7_; ux(z)| < g(z)

for alla = € I och for alla n samt [} g(z) dz existerar.

(Om f, S, [uk(x)| do existerar, duger g(z) = S, Jux(z)].)

Vi avslutar s& avsnittet om allménna funktionsserier med foljande sats, som ger
ett tillrackligt villkor for omkastning av derivation och summation.

SATS 19.14 (OM TERMVIS DERIVERING)

Antag att
1°: Y72, ukg(z) konvergerar punktvis mot s(z) pa intervallet I;
2°:  funktionerna uj, &r kontinuerliga pa I;
3°: Yl up(z) konvergerar likformigt mot g(z) pa I.
Da ar s(z) deriverbar pa I med derivatan s'(z) = g(z), d.v.s.
d & > d
— — ydaz el
dz g::l k{-:l dz

Bevis: 2° och 3° medfor enligt sats 19.8 att funktionen g &r kontinuerlig pa I.
Enligt sats 19.12 ar da for a och z i I

/amg(t)dtz/a X_:uk t)dt = Z/a up(t

= Z[uk( — ug(a Zuk Z ug(a) = s(z) — s(a).
k=1 = k=1

Det forsta ledet har har derivatan g(z), enligt sats 10.4 om derivering av en
integral med avseende pa Ovre integrationsgransen. Likheten mellan forsta och
sista ledet visar darfor att ocksa s(z) har derivatan g(z). |||
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UPPGIFTER

(e o)
1
1937. Bevisa att funktionen f(z) = Z Gray ar kontinuerlig fér « > 0. Berdkna
k=1

ocks3, fo1 f(z)dz och f'(z).

] .
nwldmz1+2'2+3'2+...+n_2+....

1
1938. Bevisa att/
0o T—

1939. Bevisa att om p &r ett naturligt tal storre &n 1, s ar

1 oowp—l
@ 1)'/ = 1d:v=1+2_”+3'p+...+n_p+....
N A _

1 .
(Bevisa forst att — 7= e +e @ 4. e . forz >0.)
e —

1940. a) Bevisa att for —1 <r <1 &r

1 1—72
21—2rcosf +r2’

DN | =

o0
+ Z 7™ cosnf =
n=1

b) Bevisa med hjilp av denna serie, for |r| < 1, att
i ™ 1— ,,.2 _
2r J_, 1 —2rcosf+r2
D.Tillampningar pa potensserier

Resultaten i C. kan speciellt tillampas pa potensserier och ger da bevis for sats
19.6. Darvid behover vi en hjalpsats:

SATS 19.15 (OM LIKFORMIG KONVERGENS FOR POTENS-
SERIER)

En potensserie konvergerar likformigt pa varje intervall |z| <r,dar < R =
konvergensradien.

Bevis: For |z| < r ar |agz®| < |ag|rk. Eftersom 352, |ag|r* ir konvergent enligt
sats 19.3, sid. 88, foljer den likformiga konvergensen av Weierstrass’ majorantsats
(sats 19.9). |||
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Nu genomfor vi beviset for sats 19.6 — i tre etapper (I-III nedan). Forst upprepar
vi satsens formulering:

SATS 19.6 (OM TERMVIS DERIVERING OCH INTEGRERING
AV POTENSSERIER)

Om potensserien > ° 5 a,z™ har konvergensradien R > 0 och summan f(z)
pa konvergensintervallet, s ar for —R < z < R (och for alla z om R = c0)

0]
(10) fl(z) = Z nanpz""

n=1
och

x o

11 / t
(1) [ rae= 3
Potensserierna i hogerleden av (10) och (11) har ocksa konvergensradien R.

Bevis: I. Enligt sats 19.15 konvergerar ) ,2 ; a,z™ likformigt pa intervallet [0, z]
(resp. [z,0]), dd —R < z < R. Serien kan darfor enligt sats 19.12 integreras
termvis fran 0 till z. Vi fir sdledes

/Ozf(t)dt / Zant")dt Z/ apt™ dt = +1 ey

Detta bevisar (11) och dven att potensserien i sista ledet konvergerar for |z| < R.

I1.Om serien Y o2 ; na,z™ ! i hogra ledet av (10) ocksa har konvergensradien R,
foljer pastaendet (10) av sats 19.14, sid. 114. Sats 19.15, sid. 115, ger namligen
att 300 | na,z™ ! ér likformigt konvergent pa ett intervall som innehaller z.

ITI. Det aterstidr nu att visa att Z > 1 napz™ ! och 300, rdn ™ har samma
konvergensradie R som ) > anz™

IlTa. Vi sag redan il att ) 2 +1m”+1 konvergerar for |z| < R. For denna
serie racker det nu att visa att den 1nte kan vara konvergent for ndgot zo med

|zo| > R. Om sé vore fallet, skulle -2a; zpt!t — 0 da n — oo, varfor
Inﬁllwgl = | T_Llivgﬂl/lxol < M for nigot tal M.
n

For R < |z| < |zol|, skulle vi da fa

(12) |anz

n_n <M L=
%0l + DI < M+ 1) =" = by
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Men den positiva serien > o2 by, konvergerar enligt kvotkriteriet, eftersom
limp oo 22t 7t = | 2| < 1. D4 visar uppskattningen (12) att Y-p2 anz™ ar absolut
konvergent vilket strider mot definitionen av R eftersom |z] > R .

IITb. Om vi tillimpar resonemanget i ITa pa serien 3.2 ; na,z" ! i stéllet for
300 o anz™, finner vi att dessa bada serier har samma konvergensradie, eftersom
den termvis integrerade serien da blir Y o2 ; anz™. |||

E. Exponentialfunktionen e* och dess samband med
sinus och cosinus

Vi har i kapitel 12 redan definierat e? for komplexa 2. Vi skall har ge en ekvivalent
(och nagot naturligare) definition. Vi konstaterade i avsnitt 19.1 att

k

%— for alla reella tal z.

QS
I
I M8

D4 potensserien Y 3o, 7?,: konvergerar for alla komplexa tal z, ar det naturligt
att definiera

o

Z z_

=0 k!

Av samma skél definierar vi

00 L 22k 00 L 22kt
= —1 i = — _—
COS 2 kzzo( ) k)] och sinz kzz;)( 1) k1)

for godtyckliga komplexa tal z. Vi finner da att

+ +...=
pr 1! 2! 3!
=1 1z 2 iz3 2 iz° _
BT T
=1 2 z* 4 23 20 _ o
=l=g5rtam - +Z(1, 3 +§—...)—cosz+zs1nz.

Omordningen av seriens termer ar tillaten, eftersom serien ar absolut konvergent
(sats 18.16, sid. 81). Speciellt har vi for reella z = z att e'® = cosz + isinz,
vilket stdmmer 6verens med — och forklarar — definitionen pa sid. 147 i del 2,
som dér kanske verkade godtyckligt vald.
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Pa samma satt far vi e = cos z — ¢ sin 2z och darmed Eulers formler

eiz + e—iz eiz _ e——iz

c0sz = ———, Ssinzg = ———

2 2

(Jamfér med formlerna for reella z pa sid. 148 i del 2.)
UPPGIFTER

1941. Utveckla funktionerna e(1*t9% ¢ cosz och e® sinz i potensserie.

1942. Los foljande ekvationer

a) e =-1 b) sinz =2 c) cosz =1 d) sinz:é(3—4i).



