Linjara differentialekvationer av ordning n
En linjar differentialekvation av ordning n &r av formen
Y™ + a1 (2)y™ Y + o+ ar(2)y + ao(z)y = h(z). (1)

Ekvationen kallas homogen om h(z) = 0, inhomogen annars. Ekvationen sdgs ha konstanta
koefficienter, om a,_1,...,a1,a9 alla dr konstanta.

Skriv vénsterledet i (1) som L[y], dir L &r en differentialoperator. Vi 6nskar uttrycka L

med hjélp av deriveringsoperatorn D = %. Vi har

y' =Dy, "= D% =D(Dy) osv.,
sd att
Lyl = D"y + an_1D" 'y + - + a1 Dy + apy
= (D" 4 an1D" ' + -+ + a1.D + ag)y = P(D)y.

Alltsa &r L = P(D) = D"+ a,,_1D" ' + --- + a1.D + ag ett polynom i D. Vi kallar L linjdr,
eftersom

Lly1 + o] = Lln] + Llya],
L{ay] = aL[y], « konstant.

k

For en typisk term ay(z)D* i P(D) &r ndmligen

ak(z)D¥[y1 + yo] = ax(z)(D¥y1 + D*y2) = ap(z) DFy1 + ax(z) DFys,
a(z) D¥[ay] = aag(x) D"y,

varefter addition ger pastaendet.
Om y; och yy dr 16sningar till den homogena ekvationen L[y] = 0, s& ar c1y1 + coy2 ocksé
en 16sning for godtyckliga konstanter ¢; och co, ty

Liciyr + cay2] = c1L{y1] + c2Llyo] = c1 -0+ 2 - 0 = 0.
Detta brukar kallas superpositionsprincipen.

Sats. Om y, dr ndgon ldsning till L[y] = h(z) (en partikulirlosning), s dry en losning till
Lly] = h(z) om och endast om y, =y — yp loser Llyy] = 0. Med andra ord har L[y] = h(x)
allmdnna losningen y = yp, + yp, dar yp, dar allméinna losningen till Liy,) = 0.

Bevis. Pa grund av lineariteten hos L ar

Lly — yp] = Lly] — Lly,] = L[y] — h(=),

varfor Ly] = h(z) om och endast om L[y — y,] = 0. O



Homogena ekvationer med konstanta koefficienter

Antag nu att alla aj &r konstanta. Betrakta den homogena ekvationen L[y] = P(D)y = 0.
Polynomet P kallas for det karakteristiska polynomet, och ekvationen

P(T):rn‘}'anflrnil‘*‘"'%—al’r—{—ao:O

kallas karakteristiska ekvationen.
Vi behdver négra regler for rékning med operatorpolynom. Om a och b dr konstanter, sa
ar

((D +a)(D+b)[y] = (D +a)[(D +b)y] = (D + a)[Dy + by]
= D[Dy + by] + a(Dy + by) = D*y + bDy + aDy + aby = (D* + (a + b)D + ab)y,
dvs. vi far multiplicera ihop (D+a)(D+b) = D*+aD+bD +ab "som vanligt”. Allmiint giller
for polynom P och @ med konstanta koefficienter att (PQ)(D) = P(D)Q(D). Vi behover

ofta berékna uttryck av formen P(D)[ze"], dar ¢ &r en komplex konstant. Forst paminner vi
om att om ¢ = a + if3, &r

¢ = elatiB)z — o3BT — 0T(0og Bx + isinfBz) och De®® = ce.

Sats (Forskjutningsregeln). Om P har konstanta koefficienter, och om c dar en (reell eller

komplex) konstant, ar
P(D)[ze?"] = e“*P(D + ¢)=.

Bewvis. Det giller att
D[ze®] = /e + zce®™ = e“*(Dz + cz) = e“*(D + ¢)z = €“ 21,
D?[2¢] = D[21€%] = ¢“*(D + ¢)z1 = e“*(D + ¢)?z,
och allmént
DF[ze%] = (D + ¢)*=.
Av detta fas nu
P(D)[ze*] = D"[2€°®] 4 a5, 1 D" 2] + - - - + a1 D[2e*] + apze®®

=e*(D+)"z+ap, 16C(D+)" Tz 4+ a1e(D + ¢)z + agez

=e“(D+¢)" + an—1(D+¢)" "+ -+ a1(D +c) +ag)z

=e“P(D + ¢)z,
vilket dr péstiendet. O

Lat oss atervinda till ekvationen P(D)y = 0. Om r ir en konstant, ir D¥e™ = r¥e’® och

P(D)[e™] = P(r)e"™, och alltsa &r e"® en 16sning till P(D)y = 0 om och endast om P(r) =0,
dvs. r dr en rot till karakteristiska ekvationen. Lat nu de olika rétterna till P(r) = 0 vara
T1, T2,...,T, med multipliciteter mi, ma,...,mg. For varje j, 1 < j < k, kan vi enligt

faktorsatsen skriva P(r) = Q;(r)(r —r;)™ for ndgot polynom Q; av grad n —m;. Lat p;(z)
vara ett godtyckligt polynom av grad m; — 1, 1 < j < k. Enligt forskjutningsregeln &r

P(D)[pj(z)e"*] = €""P(D + r;)[pj(z)] = €77 Q;(D + r;) D™ [p;(z)] = 0.

Enligt superpositionsprincipen ar varje funktion av formen y = py(z)e™* + - - - + pg(x)e™** en
16sning till ekvationen P(D)y = 0. I sjdlva verket ger detta allménna lésningen till ekvationen.



Sats. Om den karakteristiska ekvationen P(r) = 0 har de olika rétterna r1, ro,...,7x med
multipliciteter my, ma, ..., my, sé dar den allminna losningen till ekvationen P(D)y =0

y =pi(z)e" + -+ pla)e™?, (2)
ddr pj(x) dr ett godtyckligt polynom av grad hiogst mj — 1 for j =1,2,... k.

Bevis. Vi har redan visat att varje funktion av formen (2) &r en l6sning. Omvént méste vi nu
visa att varje losning ar av den formen. Beviset dr induktionik. Om k = 1, ar P(r) = (r—r1)",
och om y &r en godtycklig 16sning till P(D)y = 0, s& ar enligt forskjutningsregeln

D"ye™™*] = e *(D —m)"[y] = 7" *P(D)y = 0,

varfor n integrationer ger att ye™ "% dr ett polynom p;(x) av grad hogst n—1 = m; — 1. Alltsa
géller pastdendet fér K = 1. Antag sd att k£ > 1 och att péstadendet &r sant f6r varje polynom
P med férre 8n k olika nollstéllen. Lat nu P ha k olika nollstéllen och 1at y vara en godtycklig
16sning till P(D)y = 0. Lat som forut nollstéllena vara 71, 72,...,7, med multipliciteterna
mi, ma,...,mg. Skriv P(r) = Q1(r)(r — r1)™, och sitt z = (D — r)™vy. D4 ér

0=P(D)y = Q:(D)(D —r1)™y = Q1(D)z.

Eftersom @7 ar ett polynom med de k — 1 olika nollstéllena 7o, ..., med multipliciteter
ma,...,mg, ger induktionsantagandet att

7= qa(x)e"" + - + g(z)e™”
for vissa polynom g;(z) av grad hogst m; — 1, j = 2,...,k. Enligt forskjutningsregeln ar
D™[ye "% = ¢ "1%(D — )My = e ¥z = qz(m)e(rz—m)x 4t qk(x)e(rk—n)z_

Integrera partiellt enligt f6ljande monster: Om ¢(z) ar ett polynom och ¢ # 0, &r

1 1 1 1 1
/‘q(ac)ec“c dzx = Eq(a:)em - / Eq'(w)ecm dx = Eq(m)ecw — C—Qq'(a:)em + / c—2q"(:z:)ecx dx

== @)+,

dér g(x) ar ett polynom av samma grad som g(x) och C &r en konstant. Upprepad anvindning
av detta ger vid handen att det finns polynom pi(z), p2(z),...,pr(z) av grad hogst mq — 1,
mo —1,...,mg — 1 sé att

—T1T

ye =pi(x) + po (x)e(”,”)m 4. _|_pk(l.)e(rkfr1)x.

Darfor blir y av formen (2), och satsen ar bevisad. O

Inhomogena ekvationer

Betrakta nu den inhomogena ekvationen P(D)y = h(z), dir P(r) = " + ap_17™ 1 + -+ +
ai1r + ag ar ett polynom med konstanta koefficienter. Vi skall ange hur man kan finna en
partikulérldsning i nagra olika fall.



I. h(z) = polynom.

Om ag # 0, ansétt y,(z) = g(z), dér ¢(z) &r ett polynom av samma grad som h(zx).
Omay=a1 = =ap_1=0, ap #0, ansitt yy(z) = 2™qg(zx), dir g(z) &r ett polynom av
samma grad som h(z).

II. h(z) = g(z)e™*, dér g(z) &r ett polynom.
Skriv y = ze**. D& blir
P(D)y = P(D)[z¢] = e P(D + a)z = g(2)e®,

sé att P(D + a)z = g(z), som 16ses som i I. Vi ser att man ocksé direkt kan ansétta y,(z) =
z™q(x)e*”, dir g(x) &r ett polynom av samma grad som g(z), och diar m ar multipliciteten
hos a som rot till karakteristiska ekvationen P(r) =0 (m = 0 om « inte &r en rot).

IIL. h(z) = g(z) cos Bz eller h(z) = g(x) sin Bz, dir g(x) &r ett polynom.
Betrakta hjalpekvationen .
P(D)u = g(z)et’®

och bestam en 16sning som i I1. Skriv alltsd u = ze*?®. D4 blir
P(D)u= P P(D +iB)z = g(x)é™,  P(D+i)z = g(x),
och vi kan bestdmma en 16sning z i form av ett lampligt polynom. Vi har
P(D)[Reu + iImu] = g(z)(cos fz + isin Sz),
och om P(D) och g(x) har reella koefficienter, blir

P(D)[Reu] = g(z)cos fzr och P(D)[Imu] = g(z)sin fz.

IV. h(z) = g(x)e*® cos Bz eller h(x) = g(x)e*® sin Bz, dar g(z) ar ett polynom.
Betrakta hjalpekvationen .

P(D)u = g(x)el®+)",
och bestdm en partikuldrlosning.

V. h(z) = hi(z) + ho(x).
Los P(D)y; = hi(z) och P(D)ys = ha(z). D4 &r yp(z) = y1(z) + y2(z) en 16sning.



