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Iteration

Rekursionsformler av formen z,, = f(z,_1) upptréder ofta. Anvéindning av en sddan rekursions-
formel brukar kallas iteration, eftersom man anvinder funktionen f om och om igen. Iteration
anvands ofta for att 16sa ekvationer numeriskt.

Exempel 1. Sok en rot till ekvationen
z-V1+2=0,2, z>0.

Ekvationen kan ocksa skrivas
0,2 >0 (1)
T = T :
J1+z’
Man kan l4tt visa att (1) har exakt en rot « (se Sats 1 nedan). D& hogerledet i (1) &r mindre &n
0,2 for z > 0, maste vi ha 0 < a < 0,2. I forsta approximationen bor vi da kunna férsumma x

jamfort med 11 /1 + z. Vi far

arz =0,2.

Om vi nu i stéllet ersétter z i hogerledet av (1) med z1, bor vi f& en bittre approximation av «,
nédmligen

Fortsédtter vi pa detta sétt far vi

aR T3 = i ~ 0,1888,
2
QR Ty = 310’+ ~ 0, 1888.
3

Det forefaller troligt att a = 0,1888 med fyra korrekta decimaler. W

Betrakta nu allmint en ekvation av formen

z = f(x). (2)

Vi skall forsoka 16sa (2) med iteration. Utgd da frén ett startvéirde zy och generera talen z1, zo, ...
genom rekursionsformeln
Tn = f(p-1), n=1,2,.... (3)

Ekvivalent med (3) kan vi skriva

Tny1 = f(zn), n=0,1,.... (3



Var forhoppning ar att talféljden {z, }52, skall konvergera mot en rot till (2). Det gér den dock
inte alltid, utan vi behéver gora vissa antaganden om funktionen f. Vi skall forutsitta att f
uppfyller féljande villkor:

(i) f &r definierad och kontinuerlig i ett intervall I = [a, b].
(i) f(z)el,dazel.
(iii) f &r deriverbar i I, och det finns en konstant k < 1 sd att |f'(z)| < k for z € I.

Om z och y &r tva punkter ur I, finns enligt medelvirdessatsen ett tal £ mellan z och y, s&
att f(z) — f(y) = (z —y)f'(£). Eftersom ¢ € I, ger villkoret (iii) att

|f(z) = f(y)| < klz —yl. (4)

Anmirkning. En funktion som uppfyller (4), kallas Lipschitzkontinuerlig med Lipschitzkonstant
k. Det récker att f uppfyller (ii) och (4) med k < 1.

Sats 1. Antag att f satisfierar (1)-(iii). Dd har (2) en entydigt bestamd losning x = o i 1.

Bewis. Bilda g(z) = z — f(x). D& &ar g kontinuerlig pa I, och vi har g(a) = a — f(a) < 0
och g(b) = b— f(b) > 0 (eftersom bade f(a) och f(b) tillhor I enligt (ii)). Enligt satsen om
mellanliggande virden finns minst en punkt « i I sddan att g(a) = 0, dvs. @ = f(«). Antag att
@ € I ocksd &r en rot till (2), s& att @ = f(&) . D4 &r enligt (4)

la—a| =|f(a) - f(a)| < kla—al,

och d& k < 1, maste vi ha a = a, vilket visar entydigheten. M

Villkoret (ii) garanterar att foljden zg, 1, ... &r vdldefinierad for ett godtyckligt zg € I, ty
om nagot z, € I, s& ger (3') och (ii) att ocks& z,11 € I. Dérmed fas med induktion att z, € I
for alla m. Vi skall nu bevisa att z, konvergerar mot a dd m — oo, och vi skall ocksd hérleda
en feluppskattning. D& f &r kontinuerlig pa I, ar ocksa |f| kontinuerlig, och allts& antar |f| ett
storsta virde pa det slutna och begrénsade (kompakta) intervallet I. Vi sétter

m = max |f(z)]. (5)

Sats 2. Antag att f satisfierar (1)—(iii). For godtyckligt xo € I konvergerar foljden xq, 1, x2, - ..
definierad genom (3) mot «, den entydigt bestamda roten i I till (2). Vidare galler

‘iL'n - a| < kn(|$0| +m), (6)
dar m ges av (5).

Bewvis. Vi har redan visat (i Sats 1) att det existerar en entydigt bestdmd rot o € T till (2).
Vidare har vi sett ovan att z,, € I for alla n. Nu ger (4)

|z, — a| = |f(zn-1) — f(@)| < k|lzp—1—a| forn=1,2,.... (7)
Upprepad anvandning av (7) ger

|Zn — | < k|lzp_1 — | < E|zp_0 —a| < - <Kz — ol <Kz — al. (8)



Eftersom 0 < k < 1, sa giller att ¥ — 0 d& n — oo, och alltsé far vi av (8) att =z, — a da
n — oo. Enligt (5) &r

|20 — af = |zo = f(a)| <lxo| +[f(a)| < |zo| +m,

varfor (8) ger
[ — o] < K]0 — ] < K (Jzo] +m),

vilket visar (6). W

Betrakta ater Exempel 1. Vi har dir f(z) = {;/01’3_7, och vi kan ta I = [0, 1]. Férutséttningarna

i)—(iii) &r uppfyllda med k = 0,2 - 1, och vi har m = 0, 2. Enligt (6) &r (eftersom zo = 0
3

92 4
lzg — af < (03 ) 0,2<4-107°,

vilket visar att @ = 0, 1888 korrekt avrundat till fyra decimaler.

Figurerna 1 och 2 visar hur iterationen x,, = f(x,_1) kan askadliggoras grafiskt. I Figur 1 &r
|f'(z)| <k <1, och f6ljden z,, konvergerar; i Figur 2 dr déremot z,, divergent.
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Exempel 2. Lés ekvationen z3 4+ 2z — 1 = 0. Eftersom funktionen z® + 2z — 1 #r stringt
viaxande, finns exakt en rot a. Om man vill anvinda iteration, méaste ekvationen skrivas pa
formen z = f(x), vilket kan goras pad manga sitt. Tre mojligheter &r foljande:

1

a) z=+v1-2z, b) $:§(1—x3), c) !

.TL':—:L‘2+2

I a konvergerar inte iterationerna, medan man i b och ¢ far virdet 0,45340 efter 10 resp. 7
iterationer utgadende fran zy = 0.

Ibiér f(z) = 3(1 —2%). Lat oss ta I = [0,2]. DA &r 0 < f(z) < 3 = m, och k =
maxzer | f'(z)] = 2 -0,25. Enligt Sats 2 &r |z19 — | < (3-0,25)1%- 3 < 3-107°. Alltsa ar
|

a = 0,4534 med fyra korrekta decimaler. Analogt analyseras c.

Naturligtvis kan en talfoljd z, erhéllen genom iteration som i (3) ha ett eget intresse och
uppkomma pé annat sétt &n som en metod att 16sa ekvationen z = f(z) numeriskt.



Exempel 3. Understk om talféljden x,,, definierad av ¢y = 0 och

Tnt1 = V3 +xp forn=0,1, ...,

dr konvergent eller divergent.
I detta fall &r rekursionsformeln av formen (3') med f(z) = v/3 + z. Lat I vara intervallet

[0,3]. Vi har 0 < f(z) < V6 < 3 for z € I, och vidare &r |f'(z)| = 2\/;>+_z < ﬁ <1lforzel.

Forutsdttningarna (1)—(iii) ar alltsd uppfyllda, och enligt Sats 2 konvergerar x,, mot den entydigt

bestiimda 16sningen till ekvationen z =3+ z i I. Vifair 22 —2 -3 =0, 2 = % + ,/i + 3. Men
z > 0, varfor limg, o0 T, = %(1 ++/13) N

Newton-Raphsons metod

Antag att vi onskar 16sa en ekvation f(x) = 0. Vi kan d& skriva om ekvationen si att den blir av
formen z = F(z), och sedan kan vi forsoka losa den senare ekvationen med iterationen x4 =
F(zy). En sddan omskrivning kan ske pd manga sitt; vi skall hér beskriva en sérskilt effektiv
iterationsmetod, kallad Newton-Raphsons metod. Den motiveras kanske enklast geometriskt. Om
metoden har givit oss z;,, som approximation till en rot till f(x) = 0, fr vi nésta approximation
ZTn41 genom att dra tangenten till kurvan y = f(z) i punkten (zn, f(z,)) och s6ka dess skdrning
med z-axeln; se Figur 3.
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Tangentens ekvation &r
y = f(za) + f(zn) (@ — zn),

och y = 0 ger hir x = z,11. Alltsd &r rekursionsformeln

Tptl = Tp — ]J:'((ZZ)) , n=20,1,.... 9)

Vi ser att (9) ar av formen z,41 = F(z,) med

Observera att z = F(z) < f(z) =0 (om f'(z) #0).

4



Antag att f(z) = 0 har en rot «, att f har kontinuerlig andraderivata och att f'(c«) # 0. D&
kan man visa, att om begynnelseapproximationen xg ligger tillréckligt néra «, sd konvergerar
féljden z, i Newton-Raphsons metod mot «, och konvergensen &r snabb. Det géller ndmligen att

|zn — a| < Clzp_y — af

for ndgon viss konstant C (s. k. kvadratiskt konvergens), vilket ger en snabbare konvergens &n
uppskattningen |z, — a| < k|z,-1 — a|, som vi hade forut.

I praktiken itererar man tills resultatet inte dndras inom den 6nskade noggrannheten. Vi kan
latt hirleda en feluppskattning, som bygger just pa skillnaden mellan tva successiva iterationer.
Lat oss anta att vi vet, att roten « ligger i ett visst intervall I, och att vi har f6ljande uppskattning
for f'(x):

0<ko<|fl(z) <k forz el. (10)
Antag att iterationerna z, i Newton-Raphsons metod tillhor I, och sétt o, = |zp41 — zn|. Ur
(9) och (10) far vi da
f () 1

5n = |-7;n—|—1 - xn' =

Vidare ger medelvirdessatsen att det finns ett tal £ mellan « och z,, alltsd i I, sddant att

f(zn) = f(zn) — fla) = (2, — a)fl(g)a
och enligt (10) fas |f(zp)| > |zn — @ - ko. Allts & &r

|z — af < ps (11)
ko

vilket &r den énskade feluppskattningen.

Exempel 4. Los ekvationen x3 4+ 2z — 1 = 0 med Newton-Raphsons metod (jamfér Exempel 3).
Vi har f(z) = 2® + 2z — 1, f'(z) = 32% + 2, och (9) ger

T3+ 2z, — 1

> 0.
322 +2 "=

In+l = Lp —
Eftersom f(0) < 0 och f(3) > 0, giller att roten « tillhér I = [0, 3] (det finns bara en rot
eftersom f'(z) > 0). Med zo = 0 fas z3 = 0,4533983..., och ytterligare iterationer paverkar
inte de fem forsta decimalerna. Nirmare bestimt har vi att 3 = |z4 — 23| < 7-10~7. Eftersom
2 <|f(z)] <2,75 for x € I, och z3 € I, ger (11) feluppskattningen

2
|zg —al < ’775-7-1077 <107°.

Alltsé ar a = 0,45340 med fem korrekta decimaler. W



