Institutionen fér matematiska vetenskaper
Chalmers tekniska hégskola

Skissartade 16sningsférslag till tentamen TMA976

Datum: 2015-01-14

1. Los differentialekvationen

(7p)

Lisning:

Differentialekvationen
(D* = 1)[y(z)] = " (z + )

dr linjar av andra ordningen med konstanta koefficienter och inhomogen. Det karakte-
ristiska polynomet ar
2 —1=(r—-1)(r+1).

Detta ger att den allménna homogenlésningen kan skrivas pa formen
yp(x) = Ae® + Be™ ™.

En partikulérlosning ges av

Yp(2) = Yp1(x) + yp2(z),

dér (D? — 1)[yp.1(x)] = ze® och (D? — 1)[yp2(z)] = 1.
Anséttningen y, 1 (z) = e”v(z) ger med forskjutningsregeln att D(D+2)[v(z)] = x vilket
med v(r) = (a+bx)x = ax+bx? efter insittning i differentialekvationen v” (z)+2v'(z) =

T gera=—b= —i. Anséttningen yp2(z) = ¢ ger ¢ = —1. Vi far alltsa
1 1
@) = ~1+ (a2~ Lyer

Allménna losningen y(z) till den ursprungliga differentialekvationen ges av

1 1
y(@) = yn() +yp(z) = (A - =t zmQ)ex + Be " — 1.

Begynnelsevillkoren bestdmmer konstanterna A och B. Vi har

1=y(0)=A+B-1



och
0=9'(0)=A—--—B.

Detta ger A = % och B =

ool

Svar: y(z) = (% - ix + i$2)€x + %e*“ -1

. Los differentialekvationen )
{ Y = (z+y)
y(0) =1

t. ex. genom att inféra en ny variabel z(z) = = + y(z).

Lésning:

(6p)

Efter variabelbytet z(z) = x + y(x) fas den separabla differentialekvationen

2 =1+ 22

Detta ges oss
arctan(z(z)) =z + C

och héarur
z(x) = tan(z + C).

Villkoret y(0) = 1 medfér att 1 = 2(0) = tan C' och med C' = J fas

Svar: y() = tan(z + §) — 2, z € (-3, %)

. Beréikna
. sin(sinz) — 2 - V1 — 22
lim = .
z—0 X
Lisning:
Standardutvecklingarna
3 5
. Z T 7
=4 = = Tan —
sing =z — +12O+(’)(ac ), £ —0
och
3 1 % ) (_%) 2 3
\/l—l—le—i—ga:—i—Tx +0(z°), —0
ger 0ss

3 5

X

sin(sinz) — x - V1—a2= sin(z — r 4+ 4 (9(:1:7)) — (1 - }x2 _

6 120 3

9

(6p)

Lt + 0@%)
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=(r—— 4 )= (2 — — — 5 —(r— = O™ =
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19
= :%m5—|—(9(:€7)

Hérur foljer

. 19
Svar: %

. For vilka reella tal  ar serien
o x
(V- 1)(§)k

absolutkonvergent, betingat konvergent respektive divergent?

Losning: Sétt
Vi observerar att
eftersom

och
et =1+t+0(t?), t = 0.
Detta medfor att
lim +/|a |—1
k—o0 kl = 2

och vi far att konvergensradien R for potensserien dr 2. Av detta foljer att potensserien
ir absolutkonvergent for |z| < 2 och divergent for |z| > 2. Aterstar att studera fallen
T =*£2.

: Serien
2 (VE—1)
oo 1

ar divergent enligt jaimforelsekriteriet da 372 | % divergerar eftersom 72 | # divergerar.
: Serien
ko k
(DR (VR - 1)

ir alternerande och 0 < by — 0 da k — oo diir by, = ¥k — 1 Om foljden (bg)p2, &r
avtagande for nagot positivt heltal [ foljer fran Leibniz konvergenskriterium att serien
ar konvergent. Notera att for positivt heltal k géller

Ve—1>"Vk+1-1 &kt > (k+1)F



1
o M > (k4 1)k @k:z(u-%)k.

Da limg_oo(1 + %)k = e ar den sokta avtagandeegenskapen for bg-foljden visad och
potensserien konvergerar for x = —2 men ej absolutkonvergent dér da potensserien di-
vergerar for x = 2. Detta ger oss

Svar: Absolutkonvergens for z € (—2,2), betingad konvergens fér = —2 och divergens
for x € (—o0, —2) |J[2, 00)

. For vilka reella tal a konvergerar serien

o VE+2—-VE-2

k=2 1a ?

Lésning:

Efter omskrivningen

VE+2—-vVEk—-2 4
ka o ke(VEF2+VE - 2)

och utnyttjande av standardutvecklingen
Vitz=1+0(), =0

far vi

VE+2-vVE—-2 1 4
ka KT 240k 2)

Dessutom vet vi att ]
z‘”zlﬁ konvergerar < p > 1.

Av detta foljer enligt jamforelsesatsen for positiva serier att den ursprungliga serien
konvergerar om och endast om a + % >1,dvs a > %

Svar: a > %

. Avgoér om funktionsserien

dr likformigt konvergent pa [0, 1].

(5p)



Lisning:
Vi ser att funktionsserien konvergerar punktvis pa [0,1] da den dr absolutkonvergent

for varje x € [0,1) och konvergent i # = 1 enligt Leibniz konvergenskriterium. Dock kan
man inte anvéinda Weierstrass M-sats da serien

£, max [(CDFD | = 5,
_1 ImaXx — — | = _1T
k=1 z€[0,1] k F=1

ar divergent. Men eftersom (%)20:1 ar en avtagande f6ljd som konvergerar mot 0 géller

for varje x € [0, 1] och positivt heltal n att

k k n+1
x x T 1
X (—1)F -3 (—DFE < (- <
SR (P - S ) sy s
dir L= — 0 da n — oo. Alltsa konvergerar funktionsserien likformigt pa [0, 1].

n+1

Svar: Funktionsserien konvergerar likformigt pa [0, 1].

7. Formulera och bevisa Leibniz konvergenskriterium.

(6p)

Lésning: Se ELW.

8. Bevisa foljande pastaenden:

(a) Antag att
i. f:[-1,1] = [-1,1] samt att
ii. f &r Lipschitzkontinuerlig med Lipschitskonstanten k& < 1, dvs

If(z) = fy)] <klz —y| alla z,y e [-1,1].

Visa att
i. det finns ett entydigt bestdmt o € [—1, 1] sadant att

fla) = a,

ii. for varje zp € [—1,1] géller att foljden (x,)02, dér zp41 = f(xy,) for
n=0,1,2,..., konvergerar mot fixpunkten « foér f.
(b) Antag att
i. f:R — R samt att

ii. f ar Lipschitzkontinuerlig med Lipschitskonstanten k& < 1, dvs

[f(2) = fY)| < klz —y[ alla 2,y € R,



Visa att
i. det finns ett entydigt bestiamt o € R sadant att

fla) = a,

ii. for varje zp € R giller att foljden (z,)52, dir xp41 = f(zy) for
n=0,1,2,..., konvergerar mot fixpunkten « for f.

(4+4p)

Lésning:

(a) Se INR. Specialfall av fixpunktssatsen med a = —1 och b = 1.
(b) Fran kontraktionsvillkoret

[f(2) = fY)| <klz —y| alla z,y eR
med y = 0 foljer att
f(0) —klz| < f(x) < f(0) + k|z| alla z € R.
Vi observerar att det finns R > 0 sa att
f:[-R,R] = [-R,R]
némligen om |f(0)| < R(1 — k). Fixera ett sadant R. Det giller att
r>R=x—f(r)>1—-k)lz— f(0)>(1—k)(z—R)>0

och
r<—-R=z—-f(zr)<(Q1—-k)z—f(0)<(1-k)(z+R)<O.

Av detta och fixpunktssatsen i INR tillimpad pa f pa intervallet [—R, R] foljer
forsta delen av pastaendet. Det andra pastaendet i uppgiften foljer av fixpunkts-
satsen tillimpad pa f pa intervallet [~ R, R] med R = max{R, |zo|}. Vi noterar att
det giller att

f:[-R,R) - [-R,R] alla R>R.



