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1. Los differentialekvationen

y' =2y +y=a(e”+1)

y(0) =0

y'(0)=0

(7p)
Lésning:
Differentialekvationen
(D? = 2D + D[y(x)] = z(e” + 1)

ar linjér av andra ordningen med konstanta koefficienter och inhomogen. Det karakte-

ristiska polynomet ar
2 —2r4+1=(r—1)>.

Detta ger att den allménna homogenlésningen kan skrivas pa formen
yn () = (A+ Ba)e®
En partikulérlésning ges av
Yp(z) = Yp,1 () + yp2(2),

dér (D —1)*[yp,(2)] = we” och (D — 1)[yp(x)] = 2.

Ansattnmgen Yp1(x) = ( ) ger med forskjutningsregeln att D?[v(z)] = x vilket med
v(z) = (a + br)z? = ax? + b3 efter insittning i differentialekvationen v”(x) = z ger
a=0,bb= %. Ansattmngen Yp2(z) = c+dx ger ¢ =2d = 1. Vi far alltsa

1
yp(z) = 63:36"” +2+2.

Allménna losningen y(z) till den ursprungliga differentialekvationen ges av
1
y(x) = yp(x) + yp(x) = (A+ Bz + 63:3)695 +2+ .
Begynnelsevillkoren bestdmmer konstanterna A och B. Vi har
0=y(0)=A+2

och
0=4y(0)=A+B+1.
Detta ger A = —2 och B = 1.

Svar: y(z) = (%ZE‘S +x—2)e"+x+2



2. Los differentialekvationen )
{ Y = (2x +y)
y(0) =0

(6p)
Lésning:
Efter variabelbytet z(z) = 2x + y(z) fas den separabla differentialekvationen
2 =24 22
Detta ges oss
1 z(z)
—arctan(—=)=x+C, C€R
vzt
och hérur o
z(z) = V2tan(v2z + C), C €R.
Villkoret »(0) = 0 medfér att tan C' = 0 och med C' = 0 fas
Svar: y(z) = v2tan(v2r) — 2z, x € (—ﬁ, ﬁ)
3. Berikna f(©)(0) for
f(z) = sin(2?) cos(z) In(1 + z?).
(6p)

Lésning:
Standardutvecklingarna

: t° 5
s1nt:t—g+(’)(t)
2

t
cost =1—— +O(th

2
t2
1n(1+t):t—§+(’)(t3)
ger
_2$6 101$2042$406_
fl@)= (2" = =+ 0@ET))(1 - 5 +0@")(a" - 5 +0@7) =

=zt — 2% + O(2®).

Fran entydighetssatsen for Taylorutvecklingar foljer att

dvs f©)(0) = —720.

Svar: —720



4. For vilka p € R konvergerar serien

(6p)
Lésning: Vi noterar att . L1
Sing = E — 6(5)3 COS(QE)
och 11 1,1, 1.
s = 6(5) +0((5) )

forn=1,2,3,... ddr § = 60(n) € [0, 1]. Foljdaktligen &r
.1
1—nsin(=) >0, n=1,2,3,...
n
och serien £22 (1 — nsin(2))? dr en positiv serie for varje p € R. Vidare giller

(1—nsin(%))p:(#Jro(n%))p_)(})p " s oo
) .

1 1
n2p n2p

Da Z;L’Ozln% konvergerar om och endast om « > 1 féjer att serien i uppgiften konvergerar

om och endast om p > % enligt jimforelsekriteriet pa gransvirdesform.

Svar: p > %

5. Avgor for vilka z € R som serien

nl

: 2n+1
(e — )

dr absolutkonvergent, betingat konvergent respektive divergent.

(7p)
Lésning: Vi noterar att

| |
o T (x o 3)2n+1 _ (:L‘ o 3) o T ($ o 3)2n

n:lﬁ n:lﬁ
Sétt t = (x — 3)? och betrakta potensserien ¥ ;a,t", dir

|
n!
anp=—, n=1,2,3,...
n
n

An+1 n" 1 1
| ‘ = = 1 — —, N — 00
an (n+1)» (144 e



giller att X90° | a,t" dr absolutkonvergent for |¢| < e och divergent for |¢| > e. Foljdaktligen
ar Ele%(x — 3)?" absolutkonvergent fér |z — 3| < y/e och divergent for |z — 3| > /e.
For x = 3 + /e far vi serien
n!
oo n
n:lﬁe :

Séatt b, = %e”, n=1,2,3,... Stirlings formel

(&

ger
b, = V2rn(l +€,) = 00, N — 00

Alltsa divergerar Z;‘leg—ie". Slutsatsen &r att Z%":l%

for x € (3 — \/e,3 4 y/e) och divergerar for 6vrigt.

(x — 3)?" ! &r absolutkonvergent

Svar: Absolutkonvergens for « € (3 — /e, 3 + /e) och
divergens for z € (—00,3 — \/e] U [3 + /e, )

. Avgor for vilka a € R som

. sin y
lim

(z,y)—(0,a) T

existerar samt berdkna gransvéirdet i dessa fall.

(5p)

Lésning: Satt f(x,y) = Sm% Funktionen f(z,y) #r definierad for (x,y) € R?\y—axeln.
For x # 0 géller

sin xy
fla,y)=y- :
zyY
Fixera godtyckligt a € R. Da
(z,y) = (0,a)
géller
zy — 0.

(Observera att da y — a #r y begrénsad) Eftersom

int
lim o = 1
t—0
giller enligt gransvirdesreglerna att
sin zy

im
(zy)—>(0,0) T

Svar: Griansviardet existerar for alla reella tal a och &r lika med a



7. Formulera och bevisa fixpunktssatsen.

Losning: Se D pa kurshemsidan.

8. Antag att (ay)02; och (b,)52; &r begrénsade talfojder.
(a) Visa att om lim,_,oc a, = a (dvs talféljden (a,)5 ; konvergerar) sa géller

lim sup(a, + b,) = a + limsup b,

n—oo n—oo

(b) Avgor om

lim sup(a, + by,) = lim sup a,, + limsup by,
n—oo n—oo n—oo

)
n=1"

giller for alla begrénsade talfoljder (a,)>2; och (by,)
(3+4p)

Losning: Antag att (ay,)52, och (b,)02 ; &r begrinsade talfojder.

(a) Antag att lim, oo an = a. Sétt ¢, = ap + by, f6r n =1,2,3,... Da (¢,)02; &r en
begrénsad talfojd géller att limsup,, .., ¢, € R. Ska visa att

limsup ¢, = a + lim sup by,.
n—oo n—oo

Fixera godtyckligt € > 0. Eftersom lim,, .~ a,, = a finns N sadant att
a—e<ap,<a+e allan> N.
Da giller for n > N att
a—+sup{bg: k>n} —e<sup{cp:k>n} <a+sup{bp:k>n}+e
Foljdaktligen géller d& n — oo att

a + limsup b, — e < limsupc, < a+ limsupb, + €.

n—oo n—oo n—oo

Da e > 0 godtyckligt foljer

lim sup ¢,, = a + lim sup b,,.
n—oo n— oo
(b) Likheten

lim sup(a, + by,) = limsup a,, + limsup by,
n—00 n— 00 n—00

galler ej allmént. Satt t ex for positiva heltal n

0 annars

a _{ 1 n udda heltal



och

y =
1 annars

b _{ 0 mn udda heltal

Da géller

limsupa, = limsupb, =1
n—oo n—oo

och
limsup(a, + b,) = 1.

n—oo



