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1. Betrakta differentialekvationen
YW — a4y 40y — 6y 42y ="
dér a € R. Givet att
y(x) = (A+ Bx + Ccosz + Dsinz)e”

16ser motsvarande homogena differentialekvation for varje val av reella konstanter A, B, C'
och D, 16s (for detta val av a) differentialekvationen

0)=0
y'(0)=0
y"(0) =0
y®(0) =0

(7p)
Lésning: Vi noterar att
y(x) = (A+ Bx + Ccosx + Dsinz)e”

dr den allménna homogenltsningen till en 4:e ordningens linjar differentialekvation
med konstanta koefficienter vars karakteristiska ekvation har en dubbelrot 1 och (en-
kel)rotterna 1 £ ¢. Vi far av detta en karakteristisk ekvation

O=@r—-12(r=12+1)=...=r1 =43+ 7r% —6r + 2.

En jamforelse med den i problemet givna differentialekvationen ger att a = 7. Notera
att om a # 7 maste
y(x) = (A+ Bx + Ccosx + Dsinz)e”

for varje val av A, B, C, D vara en 16sning till (a — 7)y” = 0 vilket &r omgjligt, tag t ex
A=1loch B=C=D=0.

For att bestdmma en partikulérlosning till vart problem dér a = 7 ansétter vi y,(z) =
be™*. Derivering och inséttning i differentialekvationen ger b = %. Vi har nu fatt

1
y(z) = (A+ Bz + Ccosz + Dsinx)e” + 2706—33



dir A, B, C, D ska bestiammas sa att de fyra villkoren i uppgiften blir uppfyllda. Vi far
foljande linjédra ekvationssystem

0= y(0)= A+C+35
0= ¢(0)= A+B+C+D— 5
0= y"(0)= A+2B+2D+
0= y”"(0)= A+3B-2C+2D— 5
En liten kalkyl ger
1 1 1 2
A=—— B=_-,C=_,D=-_.
4’ ¢ =5 5

Detta ger oss

Svar: y(z) = (—1 + 2 + L cosz — Zsinz)e® + e~

. Los differentialekvationen

;) Tty
Y=
y(0) =1
(5p)
Lisning:
Loses med integrerande faktor e~ 37, Mycket latt kalkyl ger
Svar: y(z) = 3e3% — g — 2
. Bestdm det storsta heltal n for vilket
22
. l1l—ez2 -cosx
lim ———
z—0 xm
existerar samt berikna grinsvirdet i detta fall.
(6p)
Lésning:
Standardutvecklingarna
2
e = 1+t+5+(9(t3)
och ) .
x x
=1— "4+ = +0®°
cos x 5 tog T (%)
ger
z? w2 ot 2?2zt
B =(1-"—4+ )1+ =+= 6 =
ez -cosx = ( 2+24)(+2+8)+(’)(x)



RS R 6
—1+(8 4+24)x + O(2°).

Av detta foljer att

22 1
1—e? -cosx = ﬁmA + O(29).

Detta medfor att n = 4 och att grinsvirdet ir -5

12
Svar: n = 4 och grinsvirdet = %
. Berdkna
k
. n k
nan;OZkzl( 1+ 2 1).
(6p)
Losning: Standardutvecklingen
111,
idz=t4ia—t b 2 g p@) e
2 8(1+06x):
ger
k 1k n?
* n? 2n? * (n4)

och foljdaktligen géller

n k 1 o, 1 1 n(n+1) 1
r=1(y/ 1+ O 1) = oz k:lk'i_no(ﬁ) =52 o5 T O(ﬁ)‘

: n k . 1 1 1 1
lim ¥7_;(1/14+ — —1) = lim (1(1 + 5) + O(ﬁ)) =

n—o0 n2 n—o0

Vi har

Svar:

N

. Avgor for vilka x € R som serien

1. .2

n!
(S ()

ar absolutkonvergent, betingat konvergent respektive divergent.

(6p)



Losning: Sétt

Vi noterar att

och att

1
Ve = (P e om0
n

Av detta foljer att £0° a,a™ dr absolutkonvergent for |z| < e och divergent for |z| > e
medan 35 ,b,z" dr absolutkonvergent for |z| <  och divergent for |z > L. Satsen om
potensseriers konvergens ger att

net1(an + bp)a"
dr absolutkonvergent for |z| <  och divergent for |z| > 1. Betrakta nu

(an + bn)e—n _ ( n')n +€n2 1n(1+%)—n‘
en

Stirlings formel, n! = (2)"v2mn(1 + €,), €, — 0o da n — oo, ger

n!
(en)”

= e 2"/2rn(1 +€,) = 0, n — oo.

Standardutvecklingen In(1 + z) = = — % + O(23) ger

(4 d)—n _ —1vo(d) _, i, "= oo,
Ve
Foljdaktligen har vi att
[(an +bn)(£e™")| # 0, n — o0
och potensserien divergerar for x = i%.
Svar: Absolutkonvergens for |z| < % och
divergens for évrigt.
6. Antag att x, > 1, n =1,2,3,.... Antag vidare att talfcljden
1
Tn+—,n=1,23,...
n
konvergerar. Visa att ocksa talfoljden z,, n = 1,2, 3, ... maste konvergera'.
!'Notera att villkoret 2, > 1, n = 1,2,3,... inte kan ersittas med z,, > 0, n =1,2,3, .. .. Betrakta niimligen

for 0 < a < 1 foljden



(7p)

Losning: Sétt
1
b= lim (z, + —)

n—00 Tn

vilket existerar enligt antagandet. Da vidare x,, > 1 for alla n samt att varje konvergent
talfoljd dr begrdnsad maste (z,,)22, vara en begréinsad talfoljd. Av detta foljer att

limsup z,, = lim sup{zy : k > n}
n—00 n—00
och

liminf z, = lim inf{zy : k > n}
n—oo n—oo

existerar (som reella tal). Kalla dessa reella tal d respektive c. Vi har att
1<e<d

och att om ¢ = d géller att talféljden (x,)02; konvergerar (med grénsvérdet ¢ = d). Vi
argumenterar nu med ett motségelsebevis. Antag dérfor att ¢ < d géller. Enligt limsup-
och liminfdefinitionerna finns delféljder (Z,)22, och (2,)52, av (z,)52, sadana att
lim z, =d
n—oo

och

lim z,, = c.
n—o0o

Men eftersom 1
b= lim (z, + —)

n—oo n
maste ) )
- =d+ —=(=0).
et - + d( )
Detta ger
1
a(c2d+ d—d*c—c)=0,
dvs

(c—d)(ed—1)=0.
Vi har fatt en motségelse eftersom 1 < ¢ < d, och alltsa foljer att ¢ = d.

Kommentar: Notera att det var i det sista steget som vi ”verkligen” utnyttjade att
zn>1,n=123 ...

. Formulera och bevisa fixpunktssatsen.

(6p)

Lésning: Se D pa kurshemsidan.



8. Antag att I &r ett oppet intervall och att (s, (2))5; &r en funktionsfoljd av kontinuerligt
deriverbara funktioner pa I. Antag vidare att s, — s punktvis pa I och att s, — f
likformigt pa I. Visa att s #r en kontinuerligt deriverbar funktion pa I och att s’ = f.
Motivera vil!

(7p)

Losning: Vi observerar att s, € C(I) och s], — f likformigt pa I medfor att f € C(I).
Fixera a € I. Da existerar

/mf(t) dt, el

Enligt satsen om gransévergang under integraltecknet géller for godtyckligt x € I att

/xf(t) dt = /w nlgl;o s (t)dt = lim x:s;l(t) dt = lim (sp(z) — sp(a)) = s(x) — s(a).

n—oo a n—oo
Foljdaktligen har vi
x
s(z) = s(a) +/ f)ydt, xel
a

dar funktionen i hoger led &r kontinuerligt deriverbar pa I. Alltsa &r s(x) deriverbar pa
I och pastaendet i uppgiften foljer da % ff f@)dt = f(x).



