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1 Basbyte
Lat
s1=1[1;2;3), =(1,2,3)7T
S2 = [37 27 1]7
s3 = [0; 1; 1],
S = [s1 82 s3],
€1 [1a Oa O]a
€y = [Oa 1) O]a
ez = [0; 0; 1],
=

Vektorerna eq, e, e3 ir tre linjirt oberoende vektorer i R3?. Alltsa bildar
de en bas i R3. Den kallas standardbasen och kallas hiir den gamla basen.

Aven vektorerna si, o, 83 #r tre linjéirt oberoende vektorer i R3. Dessa
utgor alltsa en bas i R?. Vi kallar denna den nya basen.

Lat y = (y1,v2,93)" . Vi far da Sy = y181 + y282 + 383, det vill séiga en
linjdrkombination av basvektorerna i den nya basen. Om dessa basvektorer
uttrycks i den gamla basen (standardbasen), vilket #r fallet hér, sa innebér
det att om y &r vektorn a uttryckt i nya basen, sa dr Sy vektorn x uttryckt
i gamla basen. Later vi [x]g beteckna @ uttryckt i nya basen, det vill sidga
y = [x]s géller saledes x = S[x]s.

Kolonnerna i matrisen S ér linjirt oberoende, vilket innebér att det(S) #
0. Dirmed existerar inversen S~!. Koordinaterna med avseende pa nya basen
ges av [x]g = S~ lx.



Uppgifter
1. Visa att {s1, 82,83} &r en linjirt oberoende méngd.

2. Berékna koordinaterna [x]g med avseende pa den nya basen for

(a) & = [1;1;1];
(b) = = [6;4;2];
(c) & =[0;—1;—1]
(d) = =[0;1;—1]

2 Ortonormal bas, Gram-Schmidts metod

I manga berékningar far man uttryck som s; - s; och ||s;|| fér basvektorerna
s; och s;. Det blir enklare rékningar om vi da har s; - s; = 0 for ¢ # j och
s; - 8; = ||si||> = 1. Det forsta villkoret #r att basvektorerna #r ortogonala,
det vill séiga vinkelrdta mot varandra, och det andra &r att vektorerna &r
normerade, det vill sdga har lingd 1. En sddan bas kallas ortonormal.

En bas {s1, s2, s3} kan ombildas till en ortonormal bas {u1, ug, u3} med
Gram-Schmidts metod. Det sker i f6ljande steg:

(a) Lat v; = s1. Normera: u; = v1/|[|v1]|.

(b) Lat ve = so — tu; vara en linjir kombination av s och u. Koeffici-
enten £, bestdms sa att ve &r ortogonal mot wu;:

0=wvy-us =582 -ur —t1(ur-u1) = s2-up — ty,
det vill séiga t; = s2 - u1. Normera sedan: ug = va/||va]|.

(c) Lat vs = s3 — tju; — taug vara en linjir kombination av s3, u; och
uo. Bestdm koefficienterna ¢; och to sa att vs &r ortogonal mot u; och
Uug:

0=wv3-u; =83 -u; —t1(u; -u1) —ta(uz - uy) = 83 - up — ty,
det vill sdga t; = s3 - w1, och
0=v3 ug =83 uz —t1(ur - uz) — ta(uz - uz) = 83 - uz — ta,
det vill séga to = s3 - ug. Normera sedan till ug = vs/||vs]].
(d) Bilda matrisen Q = [u; w2 us].

Av metoden framgar att w1, us, w3 ar ortogonala mot varandra och att
de &r normerade, det vill séiga de bildar en ortonormal bas.



Uppgifter

1 Anvénd Gram-Schmidts metod pa basen {si, s, s3} dér
s1=[1;2;3],82 = [3;2;1], 83 = [0; 1; 1],

2 Visa att Q &r en ortogonal matris genom att beriikna QTQ och QQT.

3 Man kan &ven normera vektorerna wv; i efterhand, nér samtliga dessa
har berdknats. Hur berdknas da koefficienterna ¢ och 97

3 Ortogonal transformation

Vi beréknade ovan en ortonormal bas {u1,us, us}. Ekvationen x = Q[x]g
ger sambandet mellan @, det vill siga koefficienterna fér vektorn & med
avseende pa standardbasen (den gamla basen) och [x]g, det vill séga ko-
efficienterna for vektorn & med avseende pa den nya basen {uj,us,us}.
Matrisen Q = [u1 w2 us] innehaller de nya basvektorerna uttryckta i den
gamla basen.

Kolonnerna i ) &r ortonormala, vilket innebér att den inversa matrisen
Q! existerar och uppfyller Q! = QT. De nya koefficienterna ges alltsa av
[]g = QT x. Basbyten mellan ortonormala baser bevarar bade vektorernas
langder och deras skaldrprodukter, det vill siga ||[z]g| = ||| och [x]g -

Ylo=z"y.

Uppgifter

1 Beriikna koordinaterna [x]g med avseende pa den nya basen for

(a) = [1;1;1];
(b) = =[654;2];
(c) = =[0;—1;—1]
(d) = =1[0;1;—1]

Kontrollera i varje exempel att normerna av vektorerna « och [x]q &r
lika, det vill séiga ||z|| = |QTx||. Kontrollera ocksa att skalirprodukten
inte forédndras av transformation till den nya basen, det vill séga att

z-y=Q 'z Qy.

2 Visa att QT - QTy = x -y genom att utnyttja a-b = a’b. Visa ocksa
att [|[z]q] = [lz| foljer fran [x]g - [ylo == - y.



