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1 Riktningsfilt

Vi studerar differentialekvationen x'(t) = Az for = € R2. Vi gar under forelis-
ningen pa onsdag morgon igenom hur man loser sadana ekvationer analystiskt.
I studiolab 3b kommer vi att behandla numeriska losningar av dem. I denna lab
ska vi betrakta en metod for att studera de grundliggande egenskaperna hos
samtliga l6sningar, oavsett initialvirden.

For varje initialvérde har vi en (okédnd) 16sning «(t). Om vi istéllet betraktar
' som funktion av x enligt den ekvation som #r given har vi en vektorvird
funktion i lika manga variabler. Sidana funktioner kallas vektorfilt och kommer
att studeras mer i slutet av kursen. Hér ska vi bara plotta vektorfiltet. I varje
punkt x har vi en vektor, som vi askadliggdr med en pil i vektorns riktning och
langd.

Genom att plotta detta vektorfilt far vi ungefirlig information om hur 16s-
ningen x(t) till ekvationen beter sig fér samtliga mojliga startvirden. Om en
partikel fiardas lings kurvan x(t) ges dess hastighet av ', det vill siga Az,
vilket dr det som vi ska rita ut. Vi kan alltsa skapa kurvan x(t) genom att siitta
pennan pa den startpunkt vi énskar och sedan f6lja pilarna.

For att plotta vektorfiltet anvéinder vi kommandot quiver. Vi skriver da
quiver(X, Y, VX, VY, s),dédr X ochY &r matriser med z- och y-koordinaterna
dér vi vill plotta, VX och VY dr matriser med z- och y-komponenterna fér den
vektor vi vill plotta pa dessa positioner, och s &r en skalfaktor som vi kan vilja
lagom stor for att pilarna inte ska bli for langa eller korta. De fyra matriserna
X, Y, VX, VY &r saledes lika stora och i varje given position i dessa har vi x, y,
Fy(x,y) och Fy(z,y) for vektorfiltet F(z,y) = (Fi(z,y), Fa(x,y)).

Vi betraktar till exempel filtet F(z,y) = (x + y,2sin(y)), det vill séga
Fi(z,y) = x +y och Fy(z,y) = 2sin(y). Med raderna
>> x = -3:.5:3;
>> y = -2:.5:4;
>> [X,Y] = meshgrid(x,y);
>> quiver (X, Y, X+Y, 2*sin(Y))

erhalls figuren



5
4 NN N N N e S
g
3l e e e e . . e - >
[ P
2l N P D S A e
NN Nt s s
1k ~ N AN \ i ! /’ 7 -~ -~ P
R S e
0 - - - - - - - -
P N
-1 — e e o o s / | \ NN N
P O A A A NN
-2 P P A A N
3 . .
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

Figur 1: Pilarnas riktning visar filtets riktning.

Uppgifter

Betrakta system @'(t) = Az (t) f6r matriserna A givna nedan. Rita riktningsfil-
ten for dessa. Filtet beskrivs formodligen enklast med

quiver(X, Y, A(1, 1)*X + A(1, 2)xY, A(2, 1)*X + A(2, 2)*Y)

Rita i samma graf egenvektorerna till A och jamfor féltets riktning med
egenvektorerna och motsvarande egenvéirden. Forklara sambandet mellan rikt-
ningsfiltet och matrisens egenvérden och egenvektorer. Nar utgor origo en kélla
(alla losningar strommar fran origo), en séinka (alla 16sningar stréommar till ori-
go), en sadelpunkt (I6sningarna gar mot origo men avviker sedan) eller en
spiralpunkt (16sningarna gar i spiral kring origo)?

Den som inte orkar berikna alla egenvirden och egenvektorer for hand kan
anvinda kommandot eig som gor detta. Anropar man med [V, D] = eig(A)
hamnar egenvéirdena for matrisen A lings diagonalen i D och egenvektorerna

blir kolonner i V.
Rita ocksa losningen till diffekvationen fér nagra startvirden som ni hittar
pa sjélva. Losningen ges av formeln
x(t) = cyvieM! 4 covae?,

déir v; ar egenvektorerna till A, \; motsvarande egenvirden och c¢; koefficien-
ter som bestédms av startvirdena. Koefficienterna kan bestdmmas genom att vi

sétter ¢t = 0, vilket ger
113(0) =c1v1+ v =V ( 1 ) .
C2

Samla slutligen alla dessa utritningar i ett program som givet matrisen A och
startpunkt a(0) ritar riktningsfilt, egenvektorer och losningen till diffekvationen

for ett lagom langt intervall pa t.
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