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1 Projektion

Lat kolonnvektorerna a, b, ¢ och u i R* och matriserna A och B vara givna
av

a=[1; 2; 3; 41;
b=[4; 3; 2; 11;
c=2*xa-3%b;
u=[1;1;1;0];
A=[a b c];

B=[a b];

Vektorn w tillhor inte médngden V' = Span{a,b,c}. Vi skall beriikna pro-
jektionen @ av u pa V, det vill siga den vektor i V som ligger nidrmast u.
Mingden {a, b} idr linjirt oberoende men {a,b,c} #r linjirt beroende, det
vill séga {a,b} &r en bas fér V och V = Span{a,b,c} = Span{a,b}. Vektorn
w tillhor V', och &r alltsa en linjar kombination av a och b, det vill sédga

U = Bx = r1a + x2b.

Vi vill bestamma koefficienterna x1 och x9 sa att residualen w — @ ar orto-
gonal mot V. Detta innebér att (u — @) -v =0 for allav i V.

Eftersom a och b &r en bas for V, ar det tillréckligt att véilja v = a och
v=b.

(u—u)-a=0
(w—1) b=0

eller ekvivalent



Uu-a=u-a
uw-b=u-b.

Med @ = z1a + z2b far vi foljande system med tva ekvationer.

r1(a-a)+z2(b-a) =u-a;
z1(a-b) +z2(b-b) = u-b. (1)

Uppgifter

Anviand de givna vektorerna a, b, ¢ och u och matriserna A och B till
foljande berdkningar.

1. Visa att vektorn u inte tillhér Span{a,b,c}.
2. Visa att {a,b} ar linjart oberoende och att {a,b,c} &r linjért beroende.

3. Bestdm projektionen & av u pa V genom att 16sa systemet (1). Skriv
ett program som tar a, b och u som indata och ger @. Kontrollera att
u — U ar ortogonal mot a, b, ¢ och u.

4. Hur bestédmmer man enklast 4 om a och b dr ortogonala? Hur gor
man om de &r ortonormala?

2 Minsta kvadratmetoden

Lat kolonnvektorerna a, b och u i R* och matrisen B vara givna som ovan.

Vi paminner om att vektorn w inte tillhér mangden V' = Span{a, b}, dvs
ekvationen Bx = u har ingen 16sning. Residualen Bx — u kan alltsa inte bli
noll. Vi minimerar istéllet normen av residualen: Bestdm ett = i R? sa att
| Bz — u||* minimeras.

Detta kallas minsta kvadratmetoden. Vi vet att avstandet ||Bx — u|| &r
minimalt da Bz &r projektionen av w pa V = Span{a,b}, vilket dr vad vi
berdknade ovan. Vi har alltsa redan berdknat minsta kvadratlosningen .
Nu skall vi gora det igen utgaende fran en annan hérledning.

Projektionen u &r bestdmd av ekvationen

(u—u)-v=01f06rallaviV = Span{a,b}.
Hir &r @ = Bz och v = By for « och y i R%. Alltsa vill vi bestimma x

i R? sa att
(u — Bzx) - (By) = 0 for alla y i R%



Det giller att (u — Bzx) - (By) = (BT™w — BTBzx) - y, det vill siga
(BYu — BTBz) -y =0 for alla y i R2.
Detta medfor att
BBz = BTu,

vilket kallas normalekvationerna.

Uppgifter

1. Visa att BT B dr en symmetrisk matris.

2. Bilda normalekvationerna med de givna B och u och 16s ekvationerna
med x = (B’*B)\(B’*u). Jamfor med vad du fick i avsnitt 1. Vad
hénder om du endast skriver x = B\u?

I Matlab ger x = B\u minsta kvadratlosningen om ekvationen Bx = u
saknar 16sning.

3 Exempel

Antag att variablerna x och y uppfyller att y = kx + m. For att betdmma
koefficienterna k och m goér vi métningar av x och y:

) 6 7 8 9 10
y | 19.5888 | 23.4043 | 25.5754 | 29.1231 | 31.9575 | 35.8116

Tabell 1: Matvérden av y for vissa x.
Detta leder till ett 6verbestdmt ekvationssystem pa formen

kxi+m =1

kxg +m = yg

eller, pa matrisform, Av = y, dér den obekanta vektorn &ar v = [ 71;; ] .

Uppgifter

1. Los systemet med minsta kvadratmetoden i Matlab.



TK] | 343 353 363 373 383 393

403

k[s71] [ 2.8107° | 5.6 10™° | 11.2 107> | 22.4 107° | 44.8 10~° | 89.6 107

179.2 10~°

Tabell 2: Data till Arrhenius ekvation.

2. Plotta datapunkterna (x;,y;) och den anpassade funktionen y = kx+m
i samma figur.

3. Anpassa datapunkterna till ett tredjegradspolynom y = agz> + asa? +
a1z + ag. Plotta punkterna och funktionen.

4 Tillampning, Arrhenius ekvation

Uppgift att redovisa
Arrhenius ekvation lyder k = kge £/(BT)

1. Bestdm konstanten ko och kvoten E/R fran informationen i tabell 2.
Detta gor vi genom att logaritmera ekvationen sa att en linjir relation
mellan y = In(k) och # = 1/T erhalls. Denna blir pa formen y = b+az.
Anvind Tabell 2 till att generera datapunkter (z;,y;), dér z; = 1/T;
och y; = In(k;). Bilda ett linjart ekvationssystem och 16s det med
minsta kvadratmetoden.

2. Plotta datapunkterna(x;,y;) och den anpassade funktionen y = b+ ax
i samma figur.




