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1 Eulers metod

I denna laboration betraktar vi linjdra differentialekvationer fér vektorvirda
funktioner, '(t) = Ax. Vi vet hur dessa kan losas analytiskt. Vi ska nu un-
dersoka nagra numeriska metoder for att losa system av differentialekvationer
och jamfora dessa med de analytiska losningarna. Observera att de analytiska
l6sningarna enbart fungerar for linjiara system, medan de numeriska l6sningarna
fungerar generellt.

Ett allmént system av differentialekvationer med begynnelsevillkor ges av

u'(t) = f(tut), a<t<b
u(a) = u,.

Antag att vi diskretiserar ett intervall [a,b] i punkterna a = tg, t1,t2,...t, = b,
sa att alla steg ar lika langa, det vill séiga t;11 — t; = h. Eulers framatdiskreti-
sering av derivatan ¢'(t) i punkten ¢; ges da av

9(tiv1) —g(ti) _ gtisr) —g(ti)

(4 —

Vi later nu U (¢;) beteckna den numeriska losning som ska approximera w(t).
Med Eulers framatdiskretisering skrivs systemet ovan om till

Ul(tiv1) —U(t:)
h

vilket ger iterationen

= f(t;,U(ts)), 0<i<n—1,

U(tit1) =Ut:) + hf (i, Ut:))
med startvirde U (tg) = uq.
1.1 Uppgifter

Betrakta egenvirdesproblemet @'(t) = Az(t) for matrisen A = [ _01 (1) }



1. Bestédm egenvirdena och tillhérande egenvektorer till A. Gor berékningar-
na bade analytiskt (for hand) och med Matlabkommandot [V, D] = eig(A).

2. Los begynnelsevérdesproblemet @' (t) = Az (t),t > 0,z(0) = { (1) } analy-

tiskt med egenvirdesmetoden.

3. Rita fasportriittet for systemet, det vill siga kurvan (x1(t), z2(t)) i x1zo-
planet. Rita i en annan graf x; och x5 som funktion av tiden.

4. Skriv ett program Euler.m som tar matrisen A, intervallgrénser, initial-
véirde och steglingd som argument och sedan returnerar en vektor med
tidpunkterna ¢; och en 2 x n-matris med kolonnvektorer x(t;) enligt Eu-
lers framatmetod. Den som behdver hjéilp kan titta i filen mytrig.m (pa
kurshemsidan). Lés sedan systemet

z = Az, 0<t<2m, m(O)[O}
Anviénd ett ganska stort steg, t ex h = 0.1. Plotta sedan fasportrittet av
denna l6sning i samma graf som det tidigare fasportréttet och x; och xo

som funktion av ¢ i samma graf som dessa redan finns i. Jamfor kurvorna
fran den analytiska l6sningen med den numeriska losningen.

2 Mittpunktsmetoden

Mittpunktsmetoden ges av

U(t)) =Ul(ti_1) + hf <t¢1 +t; U(ti_g) + U(h)) '

2 ’ 2
Observera att detta #r en fixpunktsekvation fér V- = U(¢;) pa formen V' =
g(V):

V = Ut 1)+ hf <ti—1 +t; U(ti1) + V) .

2 7 2
Denna ekvation kan visas ha entydig 16sning om h < 2/Ly, dér Ly &r Lip-
schizkonstanten for f.

2.1 Uppgifter
1. Implementera fixpunktsiterationen

tic1+t; U(ti—1) + Vi1
2 ’ 2 '

Vi= U(ti_l) + hf (
i ett program mittpunkt_ode.m. Anviind toleransen tol = h3 for iteratio-
nerna. Om du behover hjélp, se my_ode.m (ldnk pa kurshemsidan).

2. Los systemet fran avsnitt 1 med mittpunktsmetoden. Hur vil stdmmer
kurvorna du far i detta fall med den korrekta 16sningen?



3 En andra ordningens ODE

Betrakta nu foéljande andra ordningens ODE.

3.1

1.

y'(t) —yt) =0, t>0
y(0) = 0,4'(0) = 1.

Uppgifter

Skriv om problemet som ett system av forsta ordningens ekvationer. Det
kan goras genom att sétta 21 (t) = y'(¢) och 22 (t) = y(t) och sedan berikna
derivatan av (z1,72)7T.

. Los problemet for hand med egenvirdesmetoden och rita fasportréattet.

Anviand Eulers metod eller mittpunktsmetoden for att 16sa systemet och
plotta fasportréttet.

Genom att skriva en programsekvens som nedan, kan Du plotta fasportrét-
tet for startvirden, som l6per 6ver looparna ¢ och j och se hur portréttet
véxer fram.

clear
axis([-5 5 -5 5])
hold on
for i=-3:.5:3
for j=-3:.5:3
[t, W] = mytrig([0 1; 1 0], [0 2], [i;j], .1)
plot(W(l,:), W(2,:))
pause(0.1)
end
end



