Optimering

Analys och Linjar Algebra, del C, K1/Kf1/Bt1, vt10

1 Inledning

Vi skall bestdmma maximi- och minimipunkter samt sadelpunkter till en funktion f : R* — R.
Som exempel tar vi funktionen

1‘2—31'1+$1232
1+ 22 + 23

f@) =[xy, 25) =

Vi ritar upp funktionsytan samt nivakurvor for att fa en kénsla for var de stationdra punkterna
finns och av vilken typ de ar.

Det ser ut som vi har tre stationdra punkter, en lokal minimipunkt, en lokal maximipunkt och en
sadelpunkt.

En stationédr punkt till f(x) &r en punkt a for vilken gradientvektorn V f(a) = 0. Bestdmnin-
gen av vilken typ av stationédr punkt det &r kan vi géra med hjélp av egenvérdena till Hessian-
matrisen.

I den forra studioévningen linjériserade vi en funktion f(x) runt a for att beskriva funktion-
sytans lutning, dvs. vi gjorde en linjar modell av funktionen runt a med

f(x) = L(z) = f(a) + Vf(a)'(z - a)

Nu vill vi ha en modell av f(x) runt den stationira punkten a som beskriver hur funktionsytan
buktar (har vi en kulle, en svacka eller ett pass pa ytan), och da ger den linjdra modellen inte
tillrackligt med information.



En kvadratisk modell av funktionen f(z) runt a kommer déremot att beskriva hur funktion-
sytan buktar och den modellen ges av (Taylorutveckling runt a)

f@) % fla) + V(@) (@~ a) + (@ - a) H(a)(z - a)

dér H (x) dr Hessianmatrisen av andra derivator

frr(®) [, ()
H(z) =

s (®) [0, (@)

Eftersom a en stationdr punkt sa dr V f(a) = 0 och vi far att
1
f(@)~ f(a) + 5(x —a)" H(a)( — a)

Genom att berdkna egenvérdena till H(a) kan vi avgora vilken typ av stationdr punkt vi har (se
Adams s. 746).

Ar egenvirdena positiva har vi en minimipunkt, #r de negativa har vi en maximipunkt och
har de olika tecken har vi en sadelpunkt.

Nérmast skall vi beskriva hur vi kan anvéinda Newtons metod for att berdkna stationéra punk-
ter genom att losa ekvationen V f(x) = 0 och sedan skall vi beskriva Steepest descentmetoden
for att berdkna lokala minimipunkter. Avslutningsvis skall vi beskriva de i MATLAB inbyggda
optimeringsrutinerna. Men forst en liten 6vning.

Ovning 1. Betrakta funktionen f(zy,2,) = 223 — 322 — 62125(21 — 22 — 1). Rita upp funktions-
ytan och nivakurvor, sa att eventuella lokala maximi- och minimipunkter samt sadelpunkter blir
synliga.

2 Newtons metod

I forra studiodvningen generaliserade vi Newtons metod for att 16sa system av icke-linjira ekva-
tioner f(x) = 0. Villkoret for en stationédr punkt V f(x) = 0 ar ett sadant ekvationssystem.
Vi kan alltsa berékna stationdra punkter till en funktion f(x) genom att forsoka losa ekvatio-
nen g(x) = 0, dar
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med Newtons metod.
Antag att vi har en approximation x; av en stationir punkt, dvs. en approximation av 16s-
ningen till g(«) = 0. Vi bildar nésta approximation av lésningen:

Ty = Ty +h,
dér h ar losning till det linjara ekvationssystemet

Dg(xr)h = —g(xy).



Hér ar Jacobimatrisen Dg(xy) dr en n X n-matris. (Jacobimatrisen till g #r faktiskt Hessian-
matrisen till f.)

Ater till vart exempel. Nu maste vi finna bra startapproximationer. Vi har redan en graf av
nivakurvorna till funktionen, men for att lite noggrannare se var de stationdra punkterna ligger
ritar vi ocksa noll-nivakurvor till de tva komponenterna i gradientvektorn

Nu kan vi ldsa av startapproximationer av de stationéra punkterna och bestdmma dem noggrannt
med Newtons metod.

Ovning 2. Vi atervinder till funktionen f(z1,zs) = 22% — 32?3 — 6z,29(2) — x5 — 1) i 6vning 1.

a) Berékna alla stationéra punkter noggrannt med Newtons metod,
dvs. 16s ekvationen V f(x) = 0.

b) Bestdm vilken typ av stationdra punkter vi har genom att studera egenvirdena till Hessian-
matrisen H (x).

3 Steepest descentmetoden

En funktion véxer som snabbast i gradientens riktning och minskar snabbast i negativa gradientens
riktning. Vi skall soka efter minimipunkter genom att utgaende fran en startapproximation réra
oss 1 negativa gradientens riktning for att komma ned sa snabbt som mojligt lédngs funktionsytan
ungefiar som vi kan lata en snoboll rulla ut for en sluttning.

Vi ser nedan till vanster nivakurvorna till var funktion. Omradet runt minimipunkten ser vi
uppforstorat till hoger. Dar har vi &ven ritat ut gradienterna pa nagra stéllen.
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Vi ser att de pekar mot det hall funktionen véxer som snabbast och vi skall alltsa ga i motsatta
riktningarna.

Vi beskriver nu Steepest descentmetoden. Antag att vi har en approximation x; av en lokal
minimipunkt, vi bildar nésta approximation:

LTpy1 = T — Oéka(wk),

dér ay en konstant som avgor hur langt vi gar i riktningen —V f ().
Ett basta val av 4, ar sadant att

9(s) = f(@x — sV f(2))

minimeras, vilket leder till ett en-dimensionellt optimeringsproblem. Man kan ocksa vilja ett ay
sa att

[y — oV f(z1)) < flzw),

vilket garanterar en minskning av funktionsvérdet.

Vi ser hur det gar da vi anvéander Steepest descentmetoden med optimalt ag-véirde for tva olika
startapproximationer av minimipunkten, (vi véljer "daliga” startapproximationer for att béttre
kunna se hur metoden stegar sig fram).
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Startpunkten xq dr markerad med gront och foljande punkter @, xo, - - - med rétt. Vi laimnar

@), med rit vinkel mot nivakurvan genom punkten (varfor?) och tar ett steg lings —V f(ay) tills



vi tangerar en nivakurva (varfor?), dér har vi nésta approximation x;,;. Detta far du reda ut i
ovning 4 nedan.

Vill man istéllet soka en lokal maximipunkt gar man antingen i positiv gradientriktning (steep-
est ascent) eller tillimpar steepest descent pa — f ().

Pa hemsidan finns filerna SD.m och Jacobi.m. I filen SD.m utférs berdkningar enligt Steepest
descentmetoden och i Jacobi.m berdknas en approximation till gradientvektorn.

Ovning 3. Betrakta funktionen f(zy,xy) = 22 -z - e~ i +73),

a) Rita upp funktionsytan och nivakurvor, sa att eventuella lokala maximi- och minimipunkter
samt sadelpunkter blir synliga.

b) Anvénd Steepest descentmetoden for att berdkna lokala maximi- och minimipunkter.

4 Optimeringsprogram i MATLAB

I OPTIMIZATION TOOLBOX i MATLAB finns fsolve for att 16sa icke-linjéra ekvationssystem och
fminunc f6r minimering av funktioner i flera variabeler. For funktioner vi vill minimera men som
inte dr derivarbara finns fminsearch. Vill vi minimera en funktion i en enda variabel anvander
vi fminbnd.

Ett anrop av fminunc kan se ut sa hér:

>> x = fminunc(@(x)x(1)"2+x(2)"2,[1;1])
vilket minimerar funktionen f(xy,x5) = 23 + 23 fran punkten (1, 1), eller

>> x0 = ginput(1)
>> x=fminunc(@funk,x0’)

som minimerar funktionen funk fran en punkt som ges av ett klick fran musen. Hér dr funk.m
en MATLABfunktion, till exempel

function f=funk(x)
f =x(1)"2+x(2)"2;

Ovning 4. Vi gor hér en utforligare undersokning av funktionen fran Studio 1,

f(zy) = 2* + 3zy* — 152 + y* — 15y

a) Bestdm alla stationéra punkter till f och klassificera punkterna som maximi-, minimi- eller
sadelpunkt med hjélp av Hessianmatrisen. Bestdm gradientvektorn och Hessianmatrisen for
hand. Gor de aterstaende berdkningarna med MATLAB.

b) Plotta funktionen och gor en konturplot, som &r sa pass detaljerad att du ser var eventuella
lokala maximi-, minimi- och sadelpunkter finns. Jaimfoér med vad du kom fram till i (a).

¢) Funktionen har en minimipunkt. Bestdm denna med SD.m. Klicka in en startpunkt till SD.m
med MATLABs kommando ginput.

d) Bestam minimipunkten med fminunc. Jimfor med resultatet i (c).

e) Beskriv med penna och papper hur Steepest descentmetoden fungerar. Anvénd Dig av
gradientvektorer och nivakurvor.



