Linjara system av differentialekvationer

Analys och Linjar Algebra, del C, K1/Kf1/Bt1, vt10

1 Inledning
Tidigare har vi studerat allména system av differentialekvationer med begynnelsevillkor:

z'(t) = f(t, =), a<t<b (1)

x(a) = x,.

Vi har ocksa lért oss att 16sa dem i MATLAB med t.ex ode45 eller den egna odelésaren myode.
I det hér avsnittet kommer vi att studera allménna linjira system av differentialekvationer:

z'(t) = Ax(t), a<t<b (2)

z(a) = x4
déar A ar en kvadratisk matris (n x n). Sambandet mellan f och matrisen A ges av:
flta) = Az

Det &r enkelt att losa system (2) i MATLAB (skapa funktionen f som t.ex en anonym funktion:
>> f = 0(t,x) A*x % f beror av variablerna t och x

och utnyttja sedan ode45)

Till skillnad fran de flesta ickelinjéra system sa kan vi losa de linjira analytiskt (dvs exakt)

med egenvirdesmetoden, (se kapitel 5 i Lay).

2 Riktningsfilt och fasportratt

For att fa en lite béttre uppfattning av vilka egenskaper systemet (2) har sa skall vi titta
nidrmare pa hogerledet: F(x) = Ax. Funktionen F &r exempel pa en vektorvéird funktion
och kallas vektorfilt (dessa kommer att studeras mer i slutet av kursen).

For varje initialvdrde till (2) sa har vi en (okénd) 16sning x(¢). Genom att betrakta
derivatan som en differenskvot sa vet vi sedan tidigare att (differens-)vektorn

Az =x(t+h) —x(t) ~ hF(x)

Dvs vektorfiltet F' ger oss i varje punkt @ den riktning i vilken lésningen foréndras och
dess ldngd forandringstakten. Genom att i ett ldmpligt antal punkter & markera styrka och
riktning for vektorn F'(x) med en pil sa far vi ett sa kallat riktningsfdlt.

Genom att plotta detta vektorfilt far vi ungefirlig information om hur 16sningen () till
ekvationen beter sig for samtliga mojliga startvirden. Vi kan alltsa skapa kurvan x(¢) genom
att séitta pennan pa den startpunkt vi énskar och sedan folja pilarna.



For att plotta vektorfilt i planet anviénder vi kommandot quiver. Men forst maste vi

skapa ett gitter (grid) med de punkter i vilka vi vill sétta ut pilar (som beskriver vektorféltets
storlek och riktning i respektive punkt).

F(x1,22) = (1 — z2,z172) kan vi t.ex. plotta med kommandona
>> x1 = -2:.3:2;
>> x2 -2:.3:2;
>> [X1,X2] = meshgrid(x1,x2);

>> quiver(X1,X2,X1 - X2, X1.%X2,1.2) % 1.2 &r en skalfaktor som forlinger pilarna
>> axis[-2 2 -2 2]

Vi kan ocksa ldgga till nagra stromlinjer (banor) med kommandot streamline:

>> si

[-1.2 -1.1 0.35 0.4]; % Forsta-koordinater for fyra startpunkter

>> s2 = [-2 -2 0.2 0.2]; % Andra-koordinater for fyra startpunkter
>> streamline(X1,X2,X1 - X2, X1.*X2,s1,s2)
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Figur 1: Pilarnas riktning visar filtets riktning.

Ytterligare ett exempel hamtar vi fran kursboken i Linjér Algebra (Lay, Exempel 2, kap
5.7): Vi loser '(t) = Azx(t), x(0)=x9 t>0, da

4 -5 2.9
A‘[—z 1}’ "”’”‘[2.6]
En (numerisk) 16sning erhaller vi enligt foljande:

>> A=[4 -5;-2 1]; x0=[2.9;3.6];
>> F = @(t,x) Ax*xx;
>> [t,x]=o0ded45(F, [0 10], x0);



Tidigare har vi framst ritat ut graferna for koordinatfunktionerna x;(t) och za(t), men det

ar ocksa naturligt att visualisera losningen i ett sa kallat fasportrdtt ddr vi plottar x;(¢) mot
x2(t). Det blir extra intressant att rita in en sadan kurva (bana) i ett riktningsfélt:

>> x1 =-3:.3:3;x2=-1:0.2:5;

>> [X1,X2] = meshgrid(x1,x2);

>> F1=A(1,1)*X1+A(1,2)*X2;

>> F2=A(2,1)*X1+A(2,2) *X2;

>> quiver(X1,X2,F1,F2,1.2)

>> axis[-3 3 -1 5], hold on

>> plot(x(:,1),x(:,2),’r’, ’LineWidth’,2)
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Figur 2: Losningen x(t) foljer filtets riktning.

Ovning 1. Betrakta begynnelseviirdesproblemet:

z'(t) = Ax(t), 0<t<T

a) A:[; :i], moz[_g], T =5.

0 3 2
b) A—I:_121], $0—[4], T =06.



3 Egenviardesmetoden

Har behandlas begynnelsevirdesproblemet (3) som ett egenvirdesproblem.
Antag att A &r en diagonaliserbar 2 x 2-matris med en bas av egenvektorer v; och v2 och
med tillhérande egenvérden A; respektive Ao. Da ges 16sningen av formeln (Lay kap. 5.5)

xz(t) = c1v1eM! 4 cpvget?t

dar koefficienterna ¢; och ¢y bestdms av startvirdena. Vi sdtter ¢ = 0 och erhaller

c
x(()):clv1+02v2:['v1 Vo ] [ c;]

Detta visar att
c _
|: ! :| =V 13307 (33(0) = ZBO),

C2
dér matrisen V = [ v U2 } (kolonnerna &r egenvektorerna till matrisen A).

Ovning 2. Undersdk system ' (t) = Ax(t) for matriserna A nedan. Rita i samma graf egen-
vektorerna till A och jamfor riktningfiltets egenskaper med egenvektorerna och motsvarande
egenvérden. Forklara sambandet mellan riktningsféltet och matrisens egenvirden och egen-
vektorer. Nér utgor origo en killa (alla l6sningar strommar fran origo), en sdnka (alla 16s-
ningar strommar till origo), en sadelpunkt (losningarna gar mot origo men avviker sedan)
eller en spiralpunkt (l6sningarna gar i spiral kring origo)?

Den som inte orkar berikna alla egenvirden och egenvektorer fér hand kan anvinda kom-
mandot eig som gor detta. Anropar man med [V, D] = eig(A) hamnar egenvirdena for
matrisen A ldngs diagonalen i D och egenvektorerna blir kolonner i V.

Rita ocksa losningen till diffekvationen for nagra startvirden som ni hittar pa sjilva. Samla
slutligen alla dessa utritningar i ett program som givet matrisen A och startpunkt a(0) ritar
riktningsfilt, egenvektorer och 16sningen till diffekvationen for ett lagom langt intervall pa .
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4 En andra ordningens ODE

Betrakta nu féljande andra ordningens ODE.

y"(t) + 2y (t) + 17y(t) =0, t>0
y(0) =0,4'(0) = 1.

Ovning 3. .

a)

Skriv om problemet som ett system av forsta ordningens ekvationer.
Det kan goras genom att séitta 21 (t) = y(t) och x2(t) = y/(t) och sedan berikna derivatan

av & = [ 1 }:
€2
i 2@ 07 x1(t)
=0 =17 2] [0
Los problemet for hand med egenvéirdesmetoden och rita fasportréttet.

Anvind myode (fran alaB) eller ode45 for att 16sa systemet och plotta fasportriittet.

Genom att skriva en programsekvens som nedan, kan vi plotta fasportratt for flera
startvarden,

clf
axis([-5 5 -5 5])
hold omn
A=[0 ?; ? 7];
f=0(t,x) A*xx;
for i=-2:.5:2
[t, W] = ode45(f, [0 4], [i;01);
plot(W(:,1), W(:,2),’Color’, [rand rand rand],’LineWidth’,2)
% "rand" ger ett slumptal mellan O och 1
% tre tal sitter fargen (RGB)
pause(0.1)
end

Vad kommer det sig att banorna inte korsar varandra?



