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1. Los initialvirdesproblemet @'(t) = Ax(t) for
1 1
=i 2)

Lésning: Egenvardena berédknas genom

givet att x(0) = (1,6)".

4 —2-)
=(1-XN(—2-))—4
= A4+ X—6
=A+3)(A=2).

OzdaM—AD:‘l_A 1 ‘

Egenvérdena &r saledes —3 och 2. Ekvationerna (A — Al)v = 0 for
dessa viirden 16ses av v1 = (1, —4)T och vy = (1,1)7.

Den generella 16sningen blir da

w(t):cl<_jl>e3t+02< i >e2t.
(6)=a(a)+e(1)

som 16ses av ¢; = —1 och ¢g = 2. Problemet loses alltsa av

m(t):( —411)6_3t+2< 1 )e%.

Fort =0 fas



2. Antag att A #r en symmetrisk matris med egenvektorer (1,2,3)” och
(2,—1,0)T. Beriikna en tredje egenvektor.

Losning: Eftersom A ar symmetrisk dr kan egenvektorerna goras or-
togonala. En vektor ortogonal mot de tva givna maste alltsa vara en
egenvektor. Den fas enklast genom att berdkna

(1,2,3) x (2,-1,0) = (2-0—3-(=1),3-2—1-0,1-(—1) —2-2)
= (3,6,—5).

3. Skissa nagra nivakurvor till funktionen f(z,y) = 23 — y? och berikna
lingden av nivakurvan f(z,y) =0 for 0 < z < 3.

Lisning: Vi far C = 3 — g2, vilket ger y = Va3 — C. Fér C = 0 har
vi y = 23/2, vars lingd ges av
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4. Bestdam det storsta och minsta viirdet av f(z,y) = 22 — 22y + 2y* — 2y
pa den slutna triangeln (det vill sdga inklusive triangelns inre) med
horn i (2,-2), (2,3) och (—3,-2).

Losning: 1 det inre av triangeln maste ett eventuellt extremvirde mi-
nimum antas i punkter dir Vf =0. Vi far 0 = Vf = (22 — 2y, —2z +
4y — 2)), vilket ger att z = y = 1. En kritisk punkt &r saledes (1,1).

Vi delar upp randen i 3 delar, som ges av z = 2 for —2 < y < 3,
y=-—-2for -3<zx<2samty=x+1 for -3 < x < 2.1 forsta fallet
far vi f(2,y) = 4+ 2y? — 6y = g1(y), diir 0 = ¢'(y) = 4y — 6 16ses
av y = 3/2. En kritisk punkt blir saledes (2,3/2). Pa samma sitt fas



f(x,=2) = 22 + 42 + 12 = go(x), som ger kritisk punkt (—2, —2) och
f(z,z+1) = 22, som ger kritisk punkt (0, 1). Till dess kritiska punkter
lagger vi dessutom hornen.

Beréknas vérdet i dessa punkter far vi f(1,1) = —1, f(2,3/2) =
—1/2, f(=2,-2) = 8, f(0,1) = 0, f(2,-2) = 24, f(2,3) = 4 samt
f(=3,—=2) = 9. Storst ar alltsa 24 och minst —1.

// eV’ dz dy,
D

dér D &r omradet givet av 0 < z < y < 1. Approximera dven integra-
len med en Riemannsumma, dir omradet delats upp enligt bilden till
hoger.

5. Bestam

Lésning: Integralen 16ses genom

2 1 Y 2
// e¥ dxdy:/ / eV dzdy
D y=0 J =0

For att berikna Riemannsumman konstaterar vi att kvadraten har
arean 1/4 och trianglarna 1/8 var. Dessa areor ska nu multipliceras
med funktionsvirdet for nagon punkt i respektive omrade. Véljer vi
samtliga punkter pa linjen y = 1/2 far vi

el//8 tel/tja 4 el/t/8 =el/t )2,
men andra val dr naturligtvis ocksa mojliga.

6. Kroppen K ges av 0 < %+ y2 < z < 1. Berikna

[l =




Lésning: Vi ser genast att

1 1
/// 72 dV = //x2+y2§1 [arctan(z)]x2+y2 dA

= // arctan(1) — arctan(z? + %) dA
z24+y2<1

= // T arctan(z? + %) dA
$2+y2S1 4

2
=T // arctan(z? + y%) dA
4 1‘2+y2§1

Den senare termen beridknar vi sedan med poldra koordinater och en
av de pa tentan givna integralerna.

1
// arctan(z? + %) dA = 27r/ arctan(r?)r dr
r24y2<1

= 71/ arctan

=7 |tarctan(t) —

In(2)
4——".
T (7T/ 5 )
Summerar man detta far man

///I(lezdv: er;(2).

7. Beriikna flodesintegralen
// ($7yvz) ' ndSv
D

diir D &r den del av paraboloiden z = 4 — 22 — y? som ligger ovanfor
z = 2. Enhetsnormalen n har positiv tredje komponent.
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ndS—(—ax, 3y >dxdy
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Losning: Av



foljer att

//(fc,y,Z)-ndSZ// (z,y,2) - (22,2y,1) dedy
D $2+y2§2
:// (222 + 2y% + 2) dz dy
r24y2<2

:// (@ + 1% + 4) dz dy
r24+92<2

V2
= 27r/ (r2 + 4)rdr
0

= 10m.

rd V2
=27 [ + 27“2]
4 0

8. Visa att faltet

F ) 1 y+z 1 y+z
X zZ) = —
s T+(@—y)2 T+(y+2? 1+@—y? 1+ y+2)7

ar konservativt och beridkna sedan

/F-dr
.

—cost) dér ¢ gar fran 0 till 7.

cos2t ,sin2t
) )

for kurvan v = (e

Lésning: Vi vill finna ¢(z,y, z) sa att V¢ = F. Om sadant ¢ finns
géller

€

[ 1
or 1+ (z—y)?
och ddrmed
¢ = arctan(zx — y) + f(y, 2).
Av detta foljer

1 of _0¢ _ y+z 1

l+(x-y? Oy Oy 1+(y+2)? l+(@—y?
som forenklas till
of _ _ytz
dy 1+ (y+2)?
Vi har alltsa
In(1+ (y + 2)?)
2

¢ = arctan(z — y) + f(y, z) = arctan(z — y) + +g(2)



och deriverar vi med avseende pa z ser vi att g(z) = C ger V¢ = F.

Déarmed har F' den berdknade potentialen och vi kan skriva

F - dr = ¢(r(m)) — ¢(r(0))

ol
= ¢(e) 17 ]-) - ¢(e7 1) _1)
lnil _ In5

Inb
= arctan(e — 1) + DT —arctan(e — 1) — 5 -

9. (a) Visa att om matrisen A har tva olika egenvérden \; och Ay med
tillhorande egenvektorer @y och xs, sa dr x; + x2 inte en egen-
vektor till A.

(b) Antag att A &r symmetrisk med egenvirdena A; > ... > A\, och

deras normerade egenvektorer w1, . .., u, (kolumnvektorer). Ange
egenvirdena till matrisen A — A\juju? med hjilp av egenviirdena
till A.

Losning:

(a) Antag att ;1 + @2 dr en egenvektor till A. Ur Ax; = A\jx; och
Axo = Aoxo samt linjéritet foljer da (a1 + x2) = A(xy + @2) =
A1x1 + Aoxo. Men da har vi

_ e
TN
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vilket ger motsigelse, eftersom tva egenvektorer med olika egenvirden
maste vara linjirt oberoende.

(b) Vi har
(A— AlululT)ul = Au; — Alul(ulTul) =Mu; —A\u; =0
samt, for ¢ > 1,
(A— Alulu{)ui = Au; — Alul(u{ui) = \u;,

eftersom ufu; = 1 och ulu; = 0 for i > 1. Eftersom vi har n

linjért oberoende egenvektorer har vi funnit samtliga egenvérden,
nédmligen Ag, ..., A, och 0.

// zy? da dy
D

6

10. Beridkna



dir D ges av omradet begrinsat av kurvorna x <y < 3x, 1/ 2?2 < y <
2/x2.
Losning: Vi forenklar omradet genom att byta variabler. Vi viljer

u = y/z och v = x?y. Griinserna blir dd 1 <u <3 och 1 <v <2. Vi
far dessutom

d(u,v) _% l
=77 | =—y-2y=-3
oy = |2ty 2| ==
och saledes q
dudvz‘ (u,0) dr dy = 3y dz dy.
d(x,y)

Genom att 16sa ut zy = u!/3v?/3 far vi

1
// my2d$dy:// xy(3y) de dy
D 3JJ)p

1 3 2

:/ / w303 du do
3J1 N1
1 [3u4/3]° [305/3]7

T3 4 5

1 1

3
= %(34/3 —1)(2°3 —1).




