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1. Berikna egenvirden och egenvektorer till matrisen

3 2 1
A=1 0 0 4
0 2 -2
Lésning: Egenvardena berdknas genom
3—A 2 1
0=det(A—\)= 0 —A 4

0 2 —2-2)
=B =A(=A(-2-A) -8
=(B-N(\+2)1-28)
=B-MNA+4)(\-2).

Egenvirdena ar sdledes Ay = 3, Ay = —4 och A3 = 2. Vi sdker nu
l6sningar till ekvationerna (A — \;I)v; = 0 och far

0 2 1 0 21
A-31=|0 -3 4 |~[0 —-11 0|,
0 2 -5 0 12 0

vilket ger v1 = (1,0,0)7. P4 samma siitt far vi

7
A+4I=1| 0
0

N =~ DN

1 710
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2 000



vilket ger v = (1,—7,7) och

1 2 1 1 0 5
A-21=[0 -2 4|~ 1 -2 |,
0 2 —4 00 O
vilket ger v3 = (—5,2,1)7.
. Verifiera att
—4 1
{ul, UQ} = 2 1
1 2

ar en ortogonal méngd, och projicera sedan & = (3,2, —4)T pa U =
Span{ui, ua}.

Losning: Eftersom uy-us = —44-242 = 0 dr vektorerna ortogonala. Vid
projektionen giller att vi ska projicera pa var och en av basvektorerna,
det vill siaga

PIOjy®& = PTrOJy,, T + Proj,,, T
- Ul - U

— u u
27 a2
—12 -3

= (421D + =1,1.2)T
21 ( )= ) + 6 ( b )
1

= ﬁ(25, —23,-22).

Vi kan verifiera att 16sningen &r en projektion genom att kontrollera
att  — projyx = 17 % (1,3, —2)/14 &r vinkelrdt mot w; och wus.

. Ange tangentplanet till funktionen f(z,y) = sin(z? — y?) + cos(nz) i

punkten (2, -2, 1) och ge sedan ett ungefiirligt virde for f(2.1, —1.8).

Lésning: Tangentplanet i punkten (a,b, f(a,b)) ges av z = f(a,b) +
f1(a,b)(x — a) + f5(a,b)(y — b). Genom att derivera partiellt far vi
fi(z,y) = 2z cos(z? — y?) — wsin(wx) och fi(x,y) = —2ycos(z? — y?),
och ddrmed z = 1 + 4(z — 2) + 4(y + 2). Ett ungefirligt virde for
f(2.1,—1.8) ges av planets virde i denna punkt, vilket &r z =1+ 4 -
01+4-02=22.
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. Bestdm det storsta och minsta virdet av f(z,y) = zy? — 22 — y pa

rektangeln 0 <z <1, 0 <y < 2.

Losning: I det inre av triangeln maste ett eventuellt extremvérde antas
i punkter dir Vf = 0. Vi far 0 = Vf = (y? — 2z, 2zy — 1), vilket ger



r=19%/2=1=2xy =13, och dirmed (x,y) = (1/2,1). Denna punkt
ligger inuti det givna omradet och &r saledes en kritisk punkt.

Vi delar upp randen i 4 delar, som ges av z = 0 respektive x = 1
for 0 < y < 2, samt y = 0 respektive y = 2 for 0 < x < 1. I forsta
fallet far vi ¢1(y) = f(0,y) = —y, som saknar extremvérden i det inre
av 0 <y < 2. Det andra fallet ger ga2(y) = f(1,y) = y?> — 1 — y, vars
derivata ér g5 (y) = 2y—1. Vifar g5(y) = 0 fory = 1/2,sa (1,1/2) dren
kritisk punkt. Vi har dven g3(x) = f(x,0) = —2? utan extremvirden
i intervallets inre och g4(z) = f(r,2) = 42 — 2% — 2, med derivatan
gy(x) = 4 — 2z, vars nollstiille hamnar utanfor 0 < z < 1.

Kritiska punkter dr saledes (1/2, 1) och (1,1/2) samt hérnen. Beridknas
véirdet i dessa punkter far vi f(1/2,1) = =3/4, f(1,1/2) = —5/4,
£(0,0) = 0, £(0,2) = —2, f(1,0) = —1 samt f(1,2) = 1. Storst &r
alltsa 1 och minst —2.

5. Beridkna

)

pl+y?
dir D dr omradet givet av 22 <y < 1,2 > 0.

Lésning: Integralen 16ses genom

x Loy
// 2dA:/ / 5 dzdy
pl+y 0 01+y
1 22 VY
o L2(1+y?) ],

1 /! Y
== ——d
2/0 1+4?) Y
{t:yQ, dt:2ydy}

SRV
/ 14+t

= In(1 1)} =

1112

6. Kroppen K ges av 22 + 4% + 22 <1,y > 0,z > 0. Beriikna

J[] =av



Losning: Vi gar 6ver till sfiriska koordinater. I detta fall har vi 0 <
p<1,0<60<moch0<¢<nm/2 Vifar

1 T /2
/// zdV = / / / psin(yp)p® cos(p) dpdf dp
K p=0J6=0 J =0

1 T /2 o
:/ p3 dp/ d9/ 78111(2@ dey
p=0 =0 - 2
1

{,; ﬂ [cos@so)r/(;

40 4 0

™ ™
=—(1+1)=.

6=

7. Beriikna flodet av F(x,vy,2) = (4zz, —y?,yz) ut genom enhetskuben,

det vill siaga
// (41‘25 73/2’ yZ) -nds,
S

dér S begransar omradet 0 <z <1,0<y <1,0< 2 < 1.

Losning: Vi anvinder Gauss sats och far

//F-ndS:///V-FdV
S K
11 gl
:/ / /(4z—2y+y)dxdydz
o Jo Jo
1 1
—//(4z—y)dydz
0o Jo
1 1
:/ 4zdz—/ ydy
0 0

=2-1/2=23/2.

8. Bestam storsta mojliga volym for en lada vars botten och sidor har
sammanlagd area 3. Locket riknas alltsa inte till arean. Ladans sidor
forutséitts vara parallella med koordinatplanen (rédta vinklar i ladan).

Losning: Om vi ldgger ett av hornen i bottenplattan i origo och det
bortesta hornet i (x,y, z) sa ges volymen av V(z,y, z) = zyz och arean
av A(z,y, z) = xy+2xz+2yz = 3. Vi ska saledes maximera V (z,y, z)
under bivillkoret A(z,y,z) —3 = 0 och tar till Lagrange.
Lat
L(x,y,z,\) = V(z,y,2) + MA(x,y,z) — 3)
=zyz + Mzy + 2xz + 2yz — 3).
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Sétter vi VL till noll far vi saledes ekvationerna
Yz + Ay + 2z = 0;
xz+ Ax + 2 z = 0;
xy + 2 x4+ 2My = 0;
zy+2xz 4+ 2yz — 3 =0.

Den forsta minus den andra av dessa ger (y — z)(z + \) = 0, vilket
innebér att minst en av y = x och z = —\ &r sann. Den senare likheten
ger insatt i forsta ekvationen 2z = 0 som inte ar intressant, eftersom
z = 0 ger att volymen é&r noll.

Vi antar saledes = y. Den tredje ekvationen ger da 22 + 42\ = 0 och
eftersom vi kan anta x > 0 far vi x = y = —4\. Forsta ekvationen ger
da genast z = —2\ = /2. Allt insatt i sista ekvationen ger 48)\? =
3 = X = £1/4. Genom att insistera pa positiva koordinater far vi
saledes z =y = 1, z = 1/2. Volymen blir da 1/2.

. Bestdm minsta-kvadrat-16sningen till systemet
Tr1 — T3 = 6;
2x1 + 2 — 223 = 0;
71+ a2 = 9;
T+ x9 — 3 = 3.

Losning: Betrakta problemet pa matrisform Ax = b. Minsta-kvadrat-
l6sningen ges da av l6sningen till AT Ax = ATb. Vi far

1 21 1 ; (1) :; 7 4 _6
ATA= 0o 11 1 L1 ol=l 4 3 -3
-1 -2 0 -1 L1 1 6 —3 6
och
6
1 2 1 1 0 18
ATb=( 0 11 1 o | =1 12
-1 -2 0 -1 3 -9
Gausselinimation av systemet (AT A|ATb) ger nu
7 4 —6| 18 -1 -2 0] —6 -1 -2 0
4 3 =312 | ~ 4 3 =312 | ~ 4 3 -3
-6 -3 6|-9 1 1 0 9 0 -1 0
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10.

vilket ger 27 = (12, —3,9).

Berdkna kurvintegralen
2 (1+2)?
22 —y+2In(l +y))de + —2 dy,
/F (z" —y (1+y)) 11, W

dér I' &r den o6vre halvan av enhetscirkeln medurs fran (—1,0) till
(1,0).

Losning: Vi sluter kurvan med linjen o given av y = 0 och = gaende
fran 1 till —1. Sétter vi P(z,y) = 22 —y + 2In(1 + y) och Q(x,y) =
(14 2)%/(1 + y) giller enligt Greens formel

/de+Qdy: de+Qdy—/Pd:):—|-Qdy
r I'+o o

:_//D (2239_?9 dxdy—/apdeery,

dér D &r 6vre halvan av enhetscirkelskivan. Minustecknet foljer av att
kurvan runt D har negativ orientering.

Vi har
0Q  2(1+u)
or 14y
och
or _ 2
oy 1+y
Saledes far vi
0Q 0P //< 295)
— — — ) dzdy = 1+ dedy = 7/2,
//D<ax 39) T D 1+y) Y ™/

eftersom den forsta termen i integranden ger arean av omradet D och
den senare dr en udda funktion i x pa ett symmetriskt intervall, vilket
ger integralen 0.

Dessutom har vi

-1 37—1
2
/Pd:z:—FQdy:/ 22 dz = [gj] =——.
o =1 3 1 3

Sammanlagt blir kurvintegralen

™ 2_4—37r
2 3/ 6




