Losningsforslag, tenta 13 mars 2010

Analys och linjir algebra K Kf Bt, del C

1. Vi rdknar med upprepad integration:
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2. Lat B vara matrisen B = [b; by].

a) Det dr klart att by och by &r linjirt oberoende (ingen &r en skalidr ganger den
andra). Vi méste ocksa kolla att b; och by spanner upp R?, dvs. att varje vektor
v € R? kan skrivas v = z;b; + z9bsy. Detta ir samma sak som att siga att
ekvationssystemet Bx = v har en l6sning. Men det har det; B &r inverterbar
eftersom by och by &r linjirt oberoende.

b) Vi vill hitta skaldrer z; och x5 s& att y = x;by 4+ z2bo, dvs. vi vill 16sa ekvations-
systemet y = Bx dir x = [z; z,]7. Efter radreduktion far vi att x = [3/7 1/7]T
som Ar den 6nskade koordinatvektorn.

3. Kandidater till stérsta och minsta virde i D #r singuldra punkter, kritiska punkter och
randpunkter.
Singulidra punkter finns inte eftersom f #r differentierbar.

Kritiska punkter &r de som uppfyller 0 = V f(z, y). Vihar att Vf(z,y) = (4/9+y/3,1+
z/3), 58 0 = Vf(r,y) = ¢ = -3,y = —4/3. Men (-3, -4/3) ¢ D si det finns alltsi
inga kritiska punkter i D.

Randpunkter: "Hornen” &r alltid kandidater.
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Kurvan Cy &r parametriserad av o = ¢, y = 1 — ¢, 0 < ¢t < 1 sa f betraktad pa C) 4r
Si(t) =4t/94+1—t+t(1 —)/3 = 1~2t/9 — /3. Kritiska punkter till f;(¢) ar de som
uppfyller 0 = f{(t) = —2/9—2t/3. Vi fir t = —1/3 som inte motsvarar en punkt pa C;.

Kurvan ' #r parametriserad av 2 = ¢, y =1 -2, 0 < ¢ < 1sa f betraktad pa Cy
Ar fo(t) = 4t/9+ 1 — 2 + (1 — t%)/3 = 1 + 7t/9 — t? — 3/3. Kritiska punkter till
f2(t) dr de som uppfyller 0 = fi(t) = 7/9 — 2t — ¢2. Vi far t = 1/3 eller t = —7/3.



4.

t = —7/3 svarar inte mot nigon punkt pd Co men ¢t = 1/3 svarar mot punkten x = 1/3,
y=1-1/9=8/9.
Kandidater till max- och minpunkter #r: (0,1), (1,0) och (1/3,8/9). Vi har f(0,1) = 1.
f(1,0) = 4/9 och f(1/3,8/9) = 92/81, sa storsta viirdet dr 92/81 och minsta viirdet &r
4/9.
a) Ja! Matrisen A dr symmetrisk sa spektralsatsen ger att det finns en oxtogondlbab
for R? bestaende av egenvektorer till A. :

b) Vi bérjar med att diagonalisera A. Egenviirden hittar vi genom att Iosa den ka-
raktéristiska ekvationen 0 = det(A—AI) = (9/10—\)(3/5—-A)—1/25. Vifar Ay =1
och Ay = 1/2. Tillhérande egenvektorer hittar vi genom att 10sa ekvationssystemen

(A= MI)x=0o0ch (A-Xx=0
Efter radreduktion far vi att [—2s s]7 dr losningen till det forsta ekvationssystemet

och att [t 2t]7 #r l6sningen till det andra (s och ¢ &r fria variabler). Vi tar v, =

[-2 1] och vo = [1 2] som egenvektorer hérande till Ay = 1 och Ay = 1/2

respektive. Satt nu
-2 1 10
P—[ 1 2}’ D—[O 1/2]
Vi far

5 % prspel | =2 1][1 0 J1[-21
A" = (PDPT) = PD°P ‘[12 0 1/2° |5 1 2
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a) Planet IT &r nivaytan {(z1,z2,23); f(z1,22,2,3) = 0} si en normalvektor ges av
gradienten V f(zy,z2,23) = (1,-1,2).

b) Projektionerna av standardbasvektorerna e; = [1 0 0]7, e; = [0 1 0]7 och e3 =
[0 0 1)7 pa underrummet V genererat avn=[1 —1 2 |7 ges av

eom 1] 2 1/6
ProlvleD = e =5 | 5 | 7| Vs |
. B 1 ~1/6

o) =R || LU
1 1/3

Projy (e3) = “‘;“;} —-g m; = -;;g

¢) Matrisen for T' i standardbasen ges av [T'(e;) T(es) T'(e3)] sa vi riknar:

e n 1 1/6 2/3
T(el):elean 0 -2 —"1/6 = 1/3 N
0 1/3 ~2/3



jern 0 ~1/6 1/3
T(eg) = ey — HEI 1| -2] 1/6 | =] 2/3

1* 0 ~1/3 2/3
e n 0 1/3 ~2/3
T(es) = e3 — 2——— 0|-2| -1/3|=1| 2/3
Sl " 1 2/3 ~1/3
Marisen for T' i standardbasen blir alltsa
2/3 1/3 -2/3
1/3 2/3 2/3
-2/3 2/3 —1/3

6. Figuren nedan antyder att foljande variabelbyte majligen kan underlitta rikningarna.

{u = 2:17—-3;’ dvs. {:v = (u+v)/2'
v o= y y = v

AN
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Omradet D uttryckt i uv-koordinaterna blir
D' = {(u,v) € R% 0 < u <2, 0< v <2} Viberiknar ocksa funktionaldeterminanten

day) _ . [1/2 127, _
A(u,v) det [ 0 1 } ) =172

Enligt regeln for variabelbyten i dubbelintegraler fir vi nu

// sin (—75(2:1: —y))dedy = // sin ( dudv = / / sin ( dudv
p 2 ' =0
= /o sm(Qu)du:;‘

7. Vektorfiltet F = (Fy, Fy) = (zy,2? +y) #r differentierbart och kurvan C genomlops
moturs och innesluter triangeln 7. Vi kan alltsd beridkan det efterfrigade flédet m.h.a.

divergenssatsen i 2D.



Vi far
aF;
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8. Vi borjar med att skriva om funktionen f:

flx) = |Ax —b|f?

——+?—Ifgdx(iy—//y+ldxdy
T

{av symmetri} = // drdy = Area(T) = 1.
T

i

= ”:L‘ivl + rovy — b”Q = (1Vvy + Tovy — b) {xyvy + zove ~ b)

= z2(vy-vi) +23(ve - va) + 2zxa(vy - va) — 2z1(vy - b) — 2a9(v2 - b) + b - b.

a) Gradienten av f blir alltsd

Vix) =

2(zy(vy -

v1) + z2(vy - va) — vy - b, @a(va - ve) + x1(vy - v2) —va - b)

= 2(3zy + 6z — 7/6, 14z9 + 621 — 1).

b) Per definition dr x = [z} zo)”
kan denna ekvation skrivas

en kritisk punkt om 0 = Vf(x). Enligt uppgift a)

{ 0 = z1(vi-vi)+ax2(vi-va)—vVvi-b
0 = zo(vo-vo)+ai(vi-va)—va-b’
som p& matrisform blir
[(vl»vl) (Vl-Vg)}{CEl}:{Vl'b} (1)
(vi-vz) (v2-va) 2 vo-b |’
Men eftersom A = [v; vy &r

ama= [ v = [0

2

MV I
Jo=[mr].

Ekvationssystemet (1) kan alltsa skrivas som AT Ax = ATb och vi har visat att
Vf(x) = 0 om och endast om ATAx = ATb.

9. Se beviset av sats 12.7:6 i Adams.



