Lésningar till Transformer och matematisk programvara for 12, den 25/10-02

1. Funktionen &r jamn sa inga sinustermer finns med i serien. Vidare galler da for cosinuskoefficienterna
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For n = 0 har vi
medan vi for n > 0 har
Partiell integration ger har
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Detta ger att
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Den sokta fourierserien &r alltsa

() ~ %Z cos(2k+1)t.
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da n — oo. Enligt rotkriteriet ar darfor serien konvergent om 2/3 < 1 dvs om |z| < /3 och divergent
om z2/3 > 1 dvs om |z| > /3. Konvergensradien &r alltsa /3.

(b) For den geometriska serien har vi for |z| < 1
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Derivering ger
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Vi sétter nu in z = 1/3 och far
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3. Vi har tva olika metoder till hands, dels med z-transform, dels metoden for linjara ekvationer allmant.



Variant 1 Lat Y (z) vara z-transformen av foljden {y,, }. D& har foljden {y,, -2} 2-transformen 22Y (z)—22yo—zy1 =
22Y (2) — 2% Eftersom vi har (formelsamlingen)
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overgar differensekvationen efter z-transformering i ekvationen
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(22 —4)Y (2) = P + z“.

Detta innebér att
Y(2) 2 L2
z (22— 4)(22+4) 224

och vi skall gora parialbraksuppdelning. Vi ser att
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Eftersom
1 1 1 1 1
224 4z2-2 42+2
har vi alltsa

2 11 1 1 1 1
(22—4)(22+4) 162—-2 16 2+2 42244
For den andra termen i uttrycket for Y(z)/z har vi

sd sammantaget far vi
Y(z) 9 1 701 11
= — _|_— -
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dvs
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som leder till att 9 . )
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Detta gar ocksa att uttrycka genom att

_ 2" om n ar jamnt
Yn =19 2n-3. (1 —sin %) omn &rudda

Ytterligare omskrivning ar méjlig sé att

2m omn = 4kellern =4k + 2
Yn = 0 omn=4k+1
2"=2 omn=4k+3

(Dessa omskrivningar &r inte nddvandiga for full poéng.)

Variant 2 Ekvationens karakteristiska ekvation ar 72 —4 = 0 med rétternar = 42. Motsvarande homogena ekvation
har alltsa den allméanna lésningen
y(M = A2" 4+ B(—2)".

For att hitta en partikularldsning utnyttjar vi att
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sin— = Ime 2
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och betraktar istéllet forst ekvationen

Znta — 4z, = (20)™.
Har ansétter vi en partikularlésning pa formen

zn = C(20)".



Eftersom detta ger z,, 12 = —4C (2i)™ far vi en lésning om
—8C (21)" = (2i)"

dvsom C = —1/8. Detta ger
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Till den ursprungliga ekvationen fér vi darfor

1 itn 1
7(Lp) — —§Im2"e 2 = ~3 -Sin%.

Den inhomogena ekvationens allménna l6sning ar darfor
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och vad som aterstar &r att bestdamma koefficienterna sa att yyo = 1 och 3y; = 0. Detta leder till

A + B =1
24 - 2B -% =
dvs
A 4+ B =1
A - B = |

med l8sningen A = 9/16 och B = 7/16. Fortséattningen blir sedan som i Variant 1.
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ar faltningen av e’ med y(¢). Néar vi laplacetransformerar ekvationen dvergar den darfor i

4. Vi observerar att

1
s—1

sY(s) — sy(0) —2- Y(s)=e"".

Eftersom y(0) = 0 leder detta till
(s(s—=1)—=2)Y(s) =(s—1)e~®

dvs

s

52 —5—2

Vi faktoriserar s2 — s — 2 = (s + 1)(s — 2) och observerar partialbraksuppdelningen
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Y(s) = e
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Detta uttryck &r laplacetransform av

ar transform av A(t — 1)uq (¢) dvs

1
y(t) = 5 (2e7 7 + 2 (t).

5. Tag a = 2 och lat
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up () = m



(a) For alla reella = har vi da

1
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Serien
>
= (n?241)2
ar konvergent eftersom férn = 1,2, ... har vi
1 < 1
(n2+1)2 — nt

och serien Y_>° | n~P &r konvergentom p > 1. D4 ger Weierstrass majorantsats att serien

n=0

konvergerar likformigt pd 7 =] — oo, oo|. Eftersom varje u,, ar kontinuerlig pa I s &r summan av serien
det ocksa enligt resultat i kursen.
(b) For att visa summafunktionen &r deriverbar pa I =] — oo, oo racker det enligt resultat i boken att visa att

i. >0 o un(z) konvergerar punktvis pé I.
ii. Funktionerna u!/, &r kontinuerliga pa I.
iii. Serien >~ ! (x) konvergerar likformigt pa I.

n

Av dessa villkor foljer det forsta av (a), det andra direkt av att cosinusfunktionen har kontinuerlig derivata.
Vad som aterstér ar alltsa att visa den likformiga konvergensen i villkor tre. Aven har anvander vi Weier-
strass sats. For n = 1,2, ... har vi uppskattningen

n < 1
(n241)2 — nd

—nsinnx
(n? +1)2

| ()] = <

for alla = i 1. Aven serien >7 , n=3 ar konvergent sa Weierstrass garanterar likformig konvergens av
oo gun(z) pal.
Alltsa & summan f(z) deriverbar pa I.
6. (b) Sattin = = 1/z i maclaurinserien for sin . DA ser vi att koefficienten framfor =3 ar —1/3! dvs y3 = —1/6.
(c) Tatill exempel y,, = n™, n=1,2,...0ch yg. | serien

ooyn_oo nAn
Z=>(%)

n=0 n=1
har vi for varje z att n/z — oo sa serien kan aldrig konvergera.

8 (a) Man skapar en fil tentafun.m med féljande utseende.
function y=tentafun(x);
y=x.A3-abs(x-1)+exp(2*x);

(b) Forstaraden delar in rektangeln 0 < x < 2,1 <y < 3 i ett rutnét. Sedan réknas i andra raden ut vérdena
for funktionen z = xy — 2« i alla noderna. Dessa vérden anvands sedan for att rita ut ytan z = zy — 2z
Over rektangeln.



