Losningar till Transformer och matematisk programvara for 12, den 19/8-03
1. Ekvationen har den karakteristiska ekvationen
P —r—6=0
vilken har rotterna ry = 3 och ro = —2. Tillhérande homogena differensekvation har alltsa allménna 16sningen
yW = A4.3"+ B (-2)"
For att hitta en partikulidrlosning ansitter vi y,, = a - 2". Vi har da en 16sning om for alla n giller
a-2"t? —q.2" _6q-2" = 2"

vilket efter division med 2" leder till

a4-2-6)=1
dvs a = —1/4. Differensekvationens allminna 16sning dr darfor
ynzA-3"+B-(—2)"—i-2".
Vi har yo = 0 och y; = 1 precis da
A + B = %

Detta innebir att A = 2/5 och B = —3/20. Alltsa har vi svaret
_2:3" 3-(-2n 2n

=5 20 4
2. (a) Med hjilp av bland annat faltningssatsen far vi

1 ]

F F(s)- =

&)+ F(s) 57 = 371
dvs vi far s
F(s)= ——.
(s) s2+2

(b) Direkt fran formelsamlingen far vi

f(t) = costv/2

3. (a) Vi ser att funktionen dr jimn sé fourierserien dr en cosinusserie
oo
a0 + Z a, cosnt
2 n=1

dir
™

TGy = f(t)cosntdt = 2/ f(t) cosntdt.
0

—T

Vi har hir alltsa infort beteckningen f for funktionen. Vi ser ocksa att

/wa(t)dtzo

sa ag = 0. For ovriga koefficienter behover vi ett analytiskt uttryck for f
1
f(t) = —(mr—2t).
e
Detta leder till att

2 bl
—-anz/ (m — 2t) cosntdt
2 0

som med partiell integration ger

2 . ¢ ™ 1 T 2 t ™ 1—
o, = [(w—2t)smn ] +—/ 2sin nt dt = [— L ] =g T
2 n |y, nJo n 0 n

Av detta foljer att

o = 0 om n jimnt
no > omn udda
Den sokta fourierserien ir alltsa
8 i cos (2k + 1)
(2k+1)% °

—



(b) Eftersom funktionen &r kontinuerlig i £ = 0 och dér har vénster- och hogerderivator vet vi att fourierserien
for ¢ = 0 konvergerar mot f(0) = 1. Detta ger

Z _ s
_ =
= (2k+1) 8
(c) Parsevals formel ger
64 1 2 (" )
= t))? dt
w O 0
Hir giller
" I 1 23 7
1) dt = = —otVldt = — [—(r—2t)3" = L =
[rua= 2 [M -2y = o -2y = 25 =
Vi har dérfor

4. Vi anvinder laplacetransformering och far
2 _ —
(S + ].)Y(S) = F(S) dvs F(S) = m

sa problemet reduceras till att forst bestimma F'(s). Vi kan anviinda definitionen direkt

F(s) = /0 (et dt = /0 "1 et ar.

Vi gor partiell integration och far
—st71 1 1 1 -5 _1 1 1 s
F(S):[—(l—t)e :| ——/ e_Stdt:g-}-e :___+e_
0

Detta leder till att

¥ (s) 1 1 e~ ?
s) = — .
ss2+1 s%2(s2+1)  s2(s2+1)
Hir observerar vi att
11 1
s2(s24+1) 52 s2+1
vilket ocksa ger
1 s 1 s

Sammantaget ger detta att
1 s 1 1 e ? e ?
s s2+1 32+s2+1+s—2_m'
Vi anvinder nu den generella regeln att e~ %° F'(s) ér transform av u, (¢) f (t — a) for att se att
y(t) =1—cost —t+sint + uy(t)(t — 1 —sin (t — 1))

eller annorlunda uttryckt
() = 1—1t+sint —cost dat<1
yi = sint —cost —sin(t —1) dat>1

5. Vid z-transformering ger de givna startvirdena yo = ¢ och y; = d att {y,41 } har transformen 2Y(2) — ¢z och
{Yn42} har transformen 22Y (z) — cz? — dz. Transformerar vi hela ekvationen far vi darfor

22V (2) —e2® —dz + a(2Y (2) —c2) + bY (2) =0

vilket ger
(22 4+ az + b)Y (2) = c2® + (d + ac)z

och alltsa
cz? + (d+ac)z

Y =
(2) z224+az+b
Eftersom vi vill att 2,y
225+ Tz
Y(2)= ———
@)= Zi3.15

ger identifiering av koefficienterna atta = 3,b = 5,¢c = 2ochd = 1.



6. (a)

(b)

©)

Lét f,(z) = n*z"(1 — ). Om 0 < z < 1 gillern®z® — 0ddn — oo. Omz = 1 har vi f,(1) = 0 for
alla n. Alltsa f,, konvergerar punktvis mot O pa hela intervallet [0,1].

Funktionerna f,, ir alla kontinuerliga pa [0, 1]. Eftersom den punktvisa konvergensen ger grinsfunktionen
0 later vi m,, vara maximala virdet av | f,(z) — 0| pa [0,1] och vet att konvergensen ir likformig precis da
talfljden {m,, } konvergerar mot 0. Eftersom | f,,(z) — 0| = f,,(z) undersdker vi var f,, har sitt maximum
pa [0,1]. Derivering ger att

fr(z) = n®(na""! — (n+1)z")

n

vilket leder till att f,, har sitt maximum i z = n/(n + 1) och att alltsd

n 1, n
my = na(n+ 1)" - fracln+1=n* 1(—n+ 1)"Jrl.
Hir giller
N 1 1 1
( ) = T\ 1 -
n—l—l (1-}-5) (1+ ﬁ) e
dan — oo.

Allts3 giller m,, — 0 precisdd n®*~! = 0dvsdia < 1.

For z = 1 ér alla termerna 0 sa da dr serien konvergent. Fér 0 < z < 1 anvénder vi rotkriteriet [n*z™ (1 —
z) [/ =ne/m|z| - |1 = z|'/™ = 1- || - 1 = |2 s serien konvergerar oavsett virde pa a.
Av rikningarna i (b)ser vi att pa [0,1] giller

n

[fn(@)] < mn =0 (—=

s 1)n+1 S nafl‘

Eftersom Y>>, n®*~! konvergerar om @ — 1 < —1 konvergerar alltsd den ursprungliga funktionsserien
likformigt om @ < O enligt Weierstrass majorantsats.



