Losningar till Transformer och matematisk programvara for 12, den 24/10-03

1. Vi anvinder laplacetransformering och far

dvs
24

YO = oG+ -1

som efter vanlig partialbraksuppdelning leder till

2 n 1 _ 3
(s—3) (s+3) (s—1)

och alltsa
y(t) = 23 + 73 — 3et.

2. (a) Vi ser att funktionen ir jimn sa fourierserien dr av formen

o«

ao

5 + E ap COSNT
n=1

dir
™

Ty = f(z) cosnzdr = 2/ f(z) cosnz dz.
- 0
For 0 < z < 7 har vi f(z) = |z| = = vilket alltsd ger
T, = 2/ z cosnz dx.
0

For n # 0 kan vi hir in tegrera partiellt och fa

9 [w sinmc]ﬂ_2/7r sinnz dr — 2 [cosnm]ﬂ' _. cosmr—l‘
0 0 0

n n n? n?
Eftersom cosnm = (—1)™ ger detta att a,, = 0 for positiva jimna n medan
4
an = ———>5 for udda n.
™
Det aterstar att bestimma ag. Vi gar tillbaka och har alltsa
™
7ra0:2/ zdr=ndvsag =7
0

sa den sokta fourierserien dr

T 4 =cos(2k—1)z
I;w%—l cos (2k — 1)z _E_E; (2k — 1)2

l\?|>1

(b) Vitar z = 0 i serien och vet att dess summa da blir f(0) = 0 eftersom f ir kontinuerlig i 0 och styckevis

deriverbar. Alltsa har vi -
T 4 1
5_%;(%—1)2 =0

vilket leder till

3. (a) Med hjilp av formelsamlingen ser vi att

22—z+1 3
och att
@z C{s' n7r}
in —
22—z2+1 3



(b) Vi kan direkt avlidsa att

vilket direkt ger y3 = 1/16.
(c) Sinusserien #r udda s summan dr —m /2.

(d) Cosinusserien ér jimn si summan &r + /2.

4. Observera att

( k+3 ) (k43! (k+3)(k+2)(k+1)
. =

El-30 6
Vi anvinder kriteriet pa den serien och med
E+3 Y 2"
b = —
k 2k

_ G HE+k+2) 1 kt4 ol

har vi alltsa
) 5 lal=Er2
by, (k+3)(k+2)(k+1) 2 E+1 2

Nir vi hér later & — oo fér vi grinsvirdet |z|/2 vilket enligt kvotkriteriet innebir att serien dr konvergent for
|z| < 2 och divergent for |z| > 2. Konvergensradien ir alltsa 2.

5. Vi anvinder faltningssatsen for laplacetransformer och vet da med vanliga beteckningarna att

Y (5)F(s) = G(s) dvs Y(s) = 2.
F(s)
Funktionen f(t) ér periodisk med period 2, vilket ger
1 27 -
F(s) = T |, ft)e * dt.

Hir ser vi att

1 e TS e TS 6727rs

2w bl 2w _
f(t)e*“dtz/ e*stdt—/ e *tdt = -
0 0 T

S S

Detta leder till att ) 9 2
™ 1 —2e 75 —27s 1—e 78
ft)e *tdt = c *Fe o™
0 § 8

Eftersom
1— e—27rs — (1 _ e—ns)(l + e—ws)

har vi alltsa
1 (1 _ e—ws)Q 1—e 78

T 1—e2ms s - s(1+ems)’

Funktionen g(t) kan framstillas
g(t) =sint +sint - u,(t) = sint —sin (t — 7) - u.(t)

vilket leder till att

1 e~ 7S 1—e77s
G(s) = - = .
&)= w31 211
For Y (s) har vi dérfor
G(s 1—e ™ s(1+e ™ s
R e I
F(s) s24+1 1—e 7 s24+1
Vi har alltsa s s
Y - —TS -
(s) 217 ¢ s2+1
Eftersom s
m C cost
giller darfor

y(t) = cost + cos(t — ) - ur(t) = cost — cost - ur(t).
Detta innebdr att y(t) = cost for 0 < ¢t < 7 medan y(t) = 0 fort > 7.



6. (a) Eftersom

for alla z > Qoch serien

=1
7;0712—}-1

konvergerar likformigt pa intervallet 0 < 2 < 0 och ddrmed reprenterar en kontinuerlig funktion dér.

(b) Om vi deriverar serien termvis tva ganger far vi serierna

oo oo
(—n)e "® i nZe "
A~ respektive _—.
D a g respektive 30—
n=0 n=0

For bada serierna géller att om x > a sa har termerna ett absolutbelopp mindre &dn e~™®. Eftersom serien

ar en geometrisk serie med kvoten mindre én ett om a > 0 idr den konvergent. det gor att man far
derivatorna av f(z) genom att derivera termvis.

(c) Enligt (b) har vi

X 2,—nz el —nz el 2 —nx el
" _ n-e ¢ _ (n + l)e — —nz
P@+f@ =3 e T+ 1= et
n=0 n=0 n=0 n=0
Den senare serien ir alltsd en geometrisk serie med kvoten e ~®. Alltsa har vi
['(@) + @) =
1—e®
forz > 0.
8. Den karakteristiska ekvationen
r?—r—-6=0

har rotterna 3 respektive -2. Alltsa har motsvarande homogena ekvation 16sningen
yh=A.3"+B-(-2)"
For att hitta en partikuldrlosning till den givna inhomogen ekvationen observerar vi forst att
cos n2_7r =Ree® = Re (e%ﬂ)n = Rei".
Vi soker dérfor istéllet en partikulédrlosning 22 till
Znt2 — Znt1 — 62, = 0"
varefter y? = Re 2. Ansiitt z, = a - 4". Vi sitter in i differensekvationens vinsterled vilket ger
Znto — Zng1 — 62n = a(i® — i — 6)i™ = a(—7 —4)i"
som visar att vi har en 16sning till differensekvationen om

1 T—i i-7

T 7 =i 50 50

a

Alltsa dr -
P = (i —T1)i" _ (i—Te 2 _ (i — 7)(cos &F +isin &F)
" -

50 50 50




Genom att ta realdelen av denna 19sning far vi

7cos & + sin °F
50

P o_
Yn =
sa den allminna l6sningen till den givna differensekvationen ér
7cos Tt + sin =t

2

yn=A-3"+ B (-2

50

Villkoren yg = y; = 0 svarar mot

{A+B %

3A - 2B 5
Detta leder till A = 3/50 och B = 4/50 sé den sokta 16sningen dr

Ot

_ 3t 4 (—2)™ — Tcos & — sin 2F ‘
50

Yn



