Ldsningar till Transformer och matematisk programvara for 12, den 17/1-04

1. Karakteristisk ekvation ar
r2—r—2=0

med rétterna 2 och -1. Den tillhdrande homogena ekvationen har darfér allmanna Iésningen
y W =A.2" 4 B.(—-1)"
For att hitta en partikularlésning till ekvationen ansattey,yi= a - n2™ vilket leder till
Ynt+2 — Yn+1 — 2Un = a- (n+ 2)2""‘2 —a-(n+ 1)2”'|r1 —2a-n2"=a-(4n+8—2n—2—2n)2" = 6a2"

s& vi har en 16sning om = 1/6.
Den givna ursprungliga ekvationen har alltsa I6sningen

n27l
6

yn: +A27L+B(_1)'IL

dar A och B ar godtyckliga konstanter.

2. (a) Viser att funktionen &r jamn sa fourierserien &r av formen
a o
0
5 + nE_l Qay COSNT

dar

™

Ty = f(x)cosnzdr = 2/ f(x) cosnz dx.
0

—T

Funktionens utseende gor att vi far
Ty = 2/ cosnx dx

/2
Forn # 0 integrerar vi och far
e, =9 {sinnm]ﬂ _ sinng.
no ] n

Detta gera,, = 0 for positiva jamnar medan for unnda = 2k — 1 har vi

sin (2k —1)%
2%k -1 2%k —1 T2k —1"

Csin (=15 +kn) _ 2(=1)*

Ta2k—1 = —

Forn = 0 har vi .
Tag = 2/ lde =7
/2
dvsag = 1. Den sokta fourierserien &r alltsa

a4 ~— I 2 (-1
?—&—;ancosnx:§+;;2k_1cos(2k—1)x.

(b) Eftersomf(x) ar styckevis kontinuerlig och deriverbar, kontinuerlig i= 0 far vi genom att tac = 0 i

serien att .
1 2 (-1)
~4 = =f(0)=0
2 + T Z 2k —1 f( )
k=1
dvs .
2 = (—1) 1
T > 2k—1 2
k=1
och alltsa



(c) Parsevals formel ger att

ﬁ+ia2:l ﬂf(aj)de:z/ lde = 1.
2 " —T ™ T

1, 4 Ly
9 2 —1)2
2 w2 (2k-1)
vilket i sin tur ger
St -5
_ 2
Pt (2k—1) 8
3. Eftersomy} (t) C sYi(s) — y1(0) = sYi(s) ochyb(t) C sYa(s) — y2(0) = sYa(s) — 1 6vergar systemet i
SY& = 2Y2
83/2 -1 = —2Y1
Har loser vi utY; i den forsta ekvationen och stoppar in i den andra och far
Yo = n
82Y1 -2 = 74Y1
vilket forst ger
2
Y= ——
1= 214
och sedan s s
Yo=Y =——.
T2 T 214

Det innebar nar vi gar tillbaka till funktioner agt (t) = sin 2t ochys(t) = cos 2t.

4. Vi anvander kvotkriteriet som sager att om

lim |an|% =A

n—oo
sa ar serien _ a,, konvergent on4 < 1 och divergent om¥ > 1.

(a) Har anvander vi kvotkriteriet med
.,L.TL

3n+1

Ap =

vilket ger
la |%:¢:M.;_,M
n (3n i 1)1/n 3 (1 +3—n)1/n 3
dan — oo. Serien ar alltsa konvergent dmr| < 3 och divergent onz| > 3. Konvergensradien ar darmed
3.

(b) Har anvander vi

"

ap = 27
som ger
| oo ,om|z|>1
0.5 ,omjz| =1
0 ,omlz| <1

1
|an| n —

2

Serien ar alltsd konvergent féit| < 1 och divergent fofz| > 1. Konvergensradien ar darmed 1.

5. Vi anvénder-transformen och observerar forst att foljdgh, } °2, har z-transformen

oo
dy, 2 z-2
D == —_— = ]_ —_ - = .
n=0
Later vi Y (z) som vanligt varaz-transformen af{y,, }°2, s& har{y,+1}5°, transformenzY (z) — zyo =
2Y (z)—z ochmeda{y,, ;2 }2° o har transformen?®Y (z) — 22y —zy; = 22Y (2)—2%—22. Differensekvationen
overgar darfor i
z—2

~

2Y (2) — 22 =22 = 5(2Y(2) — 2) +6Y(2) =



dvs
(22 =52+ 6)Y(2) = 2°

Eftersomz? — 52 + 6 = (2 — 2)(z — 3) leder detta till

z 1
Y =
(2) 272—’—2(2—3)
Har har vi .
50 {2
och . .
z nyoo 0 ,omn =0,1
2(z—3) 22 z-3 o 1f3 }”_0_{ 3772 omn >2
Detta ger

B on ,omn =0,1
Yn " 1372 omnp > 2

6. (a) Skall funktionsfoljden konvergera punktvis [pal] maste den gora det speciellt i punkters= 1. | denna
punkt arf,, (1) = n®/(n? + 1) som konvergerar mot ett andligt varde bara @ 2. Vi behéver alltsa
bara undersoka sddanavarden. Vi ser atff,,(0) = 0 for allan sd i punktenz = 0 konvergerar foljden
alltid mot 0. Forz # 0 har vi

nx n® 2g
n2z2+1 224 n-2

Oma < 2 har vi darforf,, (z) — 0 for allaz i [0,1]. Ar daremota = 2 har vi

x 1

fu@) = 55— — =

2+ n—2 T
daz # 0.
Konsekvensen ar alltsa att funktionsféljden konvergerar punktvi8,gdom och endast om < 2.

(b) Fora < 2 ar gransfunktionery(z) = 0 pa helalo, 1] enligt (a) och alltsd kontinuerlig. Far = 2
ar gransfunktionery(z) = 1/z pa]0,1] medanf(0) = 0 och &r darmed inte kontinuerlig g, 1].
Gransfunktionery (x) &r alltsa kontinuerlig pé0, 1] om och endast ora < 2.

(c) Om funktionsfoljden konvergerar likformigt g8, 1] sa ar gransfunktionen kontinuerlig, 8&< 2 ar ett
nodvandigt villkor. Fom < 2 har vi pa [0,1] att

|fn() = f(2)] = |ful2) — O = fu(z).
Vi bestammer darfor maximum a, (x) pa|0, 1] och borjar med att berakng (z)

1-(n%2? +1) — z(-2n%x) 1 —n?a?

! — Q. _ e,
fo(z)=n (n222 + 1)2 n (n2m2+1 2

)
vilket visar attf,, (x) har maximum i = 1/n. Alltsd ar maximum a\f,(z) — f(z)| pa [0,1] lika med

Eftersom funktionsféljden konvergerar likformigt om och endast om maximupf,dw) — f(z)| pa[o0, 1]
konvergerar mot O, har vi darfor likformig konvergens om och endast eml.

8. Genom att satta in= 0 i ekvationen ser vi att vi maste hg0) = 0. Vi laplacetransformerar ekvationen och
far med hjalp av bl a faltningssatsen

1 1
Y(s)=—= +Y(s)- 2
vilket leder till )
s —1 1
Y(S) = 52 = ?
och alltsa
1 1 1 1 1 1 et —et
Vis) — _ — . - = = sinh?
)= T T GoDes) 2 6D 2 61D 2 s



