Ldsningar till Transformer och matematisk programvara for 12, den 17/8-04

1. Tva fall uppkommer, ett om a # 2 ett annat om a = 2.
Om a # 2 sa ar allménna I6sningen till differensekvationen y,, = A-2" + B-a™. Nar man kontrollerar villkoren
yo = 0 och y; = 1 far man villkoren A 4+ B = 0 och 24 + aB = 1 som leder till
2" — a”
In = "0

Om a = 2 &r allménna ldsningen y,, = (An + B) - 2™ och de bada villkoren leder till att B = 0 och A = 1/2
varfor
Y =n2" 7L,

2. () Vianvander rotkriteriet och later

Da galler
E $2 _ 332 _ .132 ],‘2
Jax /¥ = - - - =
(BF+1)V/k  (BE4+ 1)k 31437k 3
da k — oo. Serien ar alltsd konvergent om detta gransvarde ar mindre &n ett och divergent om det ar storre
an ett. Detta ger att konvergensradien ar /3

(b) Har later vi

ap = L l‘k
R (2k)!
och anvander kvotkriteriet. Vi observerar att
lags1| (K4 1)! . (2k)! o] = k+1
lar]  (2k+2)! k! 2k +1)(2k +2)

Sz — 0

da k — oco. Serien ar alltsd konvergent for alla . Konvergensradien ar alltsa odndlig.

3. Problemet handlar om att utveckla funktionen f(¢) = /4 i en sinusserie pa intervallet [0, r]. Denna utveckling
ar

ft) ~ Z by, sin kt
k=1

dar 5 [
by, = —/ f(t) sin kt dt.
™ Jo

I vart fall leder detta till

b, =

DN | =

T 1 1
/0 sin kt dt = %[f cos kt| = %(1 — cos k).

som i sin tur ger att

2 1
b = 0 om k jamnt, och b, = %=k om k udda.

Alltsé har vi

f(t) ~ Z 1 sin (2n + 1)t.
n=0

Eftersom f(¢) = /4 ar savél kontinuerlig som deriverbar pd 0 < ¢ < 7 har vi i sjdlva verket likhet for dessa ¢.
Den givna likheten ar alltsa bevisad.

4. (a) For funktionen, f(t), i figuren géller att f(¢) = 0 for ¢ > p och att
k Q
f@) = ;(p—t) dao<t<p.
Definitionen av laplacetransform ger darfor

F(s) = /OOO F(t)e=" dt = /Opf(t)e—Sf dt.



Genom partiell integration far vi

F(s) = = [—f(t)e"]g + %/Op f(t)e*"dt

S

dvs

ko1 (P k kook k
F(s):f+f/ <—>~e5tdt——2~(1—em)—2(eps_1+ps).
0 pSs

S S S

p pSs
(b) Eftersom vi i detta fall har

F(s) = ’ f(t)e st dt
0

svarar F'(s)/(1 — e~P*) mot den periodiska fortsattningen av f(¢) pa [0, p] till hela positiva reella axeln.

Figuren ar alltsa

A

p 2p 3p 4p

5. (b) Vi borjar med att bestamma z-transformerna av de tva foljderna och utnyttjar serieutvecklingen exponen-

tialfunktionen

Vi har med hjalp av denna

P& samma satt har vi
Y(z) = e

Enligt faltningssatsen har {z,,} x {y.,} z-transformen X (2)Y (z). Men

oo

5" 1

X(2)Y(z)=e¥?.e37=ed* =y . =

(2)Y(z)=e e e ;n! o
sd o
s ) = { 5}

(c) L&t {x,} *{yn} = {u,}. Da géller

n

< B on—ko3k 1 & Nl gk Loy gy
“n—kzl‘"—kyk—z(n_k)!'H_H;(n—k)!k! =Y
=0 =0

k=0
6. Med Parsevals formel far vi

%/W(f(x))zd:c—é—2+ 3 (g) _2+§:14£n.

- n=1

For att berakna denna series summa kan vi utga ifran geometriska serien

o0

xn — 1
Z 1—=z
n=0

"

nl’



derivera och f&

T 1_1)2
— (1-x)

vilket ger
n=1 (1—33)2

Med = = 1/4 ger detta

och slutligen

/ﬂ(f(x))zdxzﬂ<2+g> ey

—T

. (Tillaggsuppgiften.) Laplacetransformering ger

sY(s) —y(0) + Y (s) = F(s)

dvs
(s+1)Y(s)=F(s)+1
och alltsa F(s) .
S
Y =
(5) s+ 1 s+1
vilket med F'(s) &r
e TS 1
() = 241 s+1°
Har vet vi att )
m C sint

vilket innebar att

—TSs

211 C sin (t — m)ur(t) = —ux(t) sint.
s

Eftersom dessutom

har vi
y(t) = e " —ug(t)sint

dvsy(t) =e *da0 <t < mmedany(t) =e * —sintddt > 7.



